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ΓΕΝΙΚΗ ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
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1.1 ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ PARETO ΚΑΙ YULE. ΣΥΝΤΟΜΗ ΑΝΑΣΚΟΠΗΣΗ 

Είναι γνωστό ότι οι κατανομές πολλών κοινωνικών και 

οικονομικών μεγεθών εμφανίζουν έντονα ασύμμετρες μορφές. Κατά 

καιρούς έχουν προταθεί διάφορες κατανομές για την περιγραφή των 

έντονα ασύμμετρων αυτών μορφών. Μεταξύ αυτών σημαντικότερες είναι 

οι κατανομές Pareto και Yule. 

Η κατανομή Pareto πήρε το όνομα της από τον Ελβετό καθηγητή 

των Οικονομικών Vilfredo Pareto ο οποίος διαπίστωσε ότι ο 

λογάριθμος του ποσοστού των ατόμων που έχουν εισόδημα μεγαλύτερο ή 

ίσο από κάποια τιμή χ είναι μι.ας αρνητικής κλίσης 

γραμμική συνάρτηση του λογαρίθμου αυτής της τιμής. Η πιο γνωστή 

εφαρμογή της κατανομής Pareto είναι στη μελέτη των εισοδημάτων 

φυσικών προσώπων. Χρησιμοποιείται επίσης για τη περιγραφή των 

διακυμάνσεων στις τιμές των μετοχών, της δυναμικότητας 

των κοιτασμάτων πρώτων υλών, της συσσώρευσης λαθών σε δίκτυα 

επικοινωνίας, του μεγέθους βιομηχανικών εγκαταστάσεων, του 

πληθυσμού πόλεων και σε προβλήματα αξιοπιστίας. Τέλος η Xekalaki 

(1988a) στα πλαίσια του μοντέλου ανανέωσης αποθέματος και κάτω από 

την υπόθεση ότι τόσο ο χρόνος αναμονής μιας παραγγελίας όσο και το 

απόθεμα είναι; τυχαίες μεταβλητές και ότι η ζήτηση για το προϊόν 

ακολουθεί την κατανομή -Pareto, προσδιορίζει τηυ "κρίσιμη" τιμή 

του αποθέματος που είναι ενδεικτική της ανάγκης ανανέωσης. Μια 

- ' -
 :
'Ί " 

αναλυτική καταγραφή των εφαρμογών της κατανομής Pareto στη μελέτη 

των εισοδημάτων έχει γίνει μεταξύ άλλων και από τον Arnold (1982). 

Στα επόμενα ο όρος κατανομή Pareto θα αναφέρεται στην 

κατανομή με συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας: 



y 

/y 
/ 

f(x) = 

Γ a θα
 χ"

( σ + 1 )
 χ * θ, θ>0, a>0. 

Ο οπουδήποτε αλλού, 

(1.1) 

Η κατανομή Pareto εμφανίζεται συχνά στη βιβλιογραφία με μια 

ακόμη παράμετρο την μ που είναι παράμετρος θέσης. Ονομάζουμε την 

κατανομή αυτή Pareto II και η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας 

της δίνεται από την 

f (Χ) = 

α 

\ 0 

1 + m 
-Ì ~d 

Χ>μ, α,σ >0 

οπουδήποτε αλλού, 

(1.2) 

Ας σημειωθεί ότι ο Arnold (1982) ορίζει μια ιεραρχία 

{hierarchy) κατανομών Pareto που προοδευτικά γίνονται πιο 

σύνθετες. Ξεκινάει με την κλασσική κατανομή Pareto και, εισάγοντας 

διαδοχικά παραμέτρους θέσης '(location), κλίμακας (scale), 

συντελεστή Gini (Gini index) και μορφής (shape) οδηγείται σε μια 

οικογένεια την οποία ονομάζει οικογένεια κατανομών Pareto IV 

(ουσιαστικά τις κατανομές Burr). 

Η εξέλιξη και νβελτίωση του. μοντέλου Pareto έστρεψε , την 

προσοχή σε επιθυμητές ιδιότητες των- μέτρων που αναφέρονται σε 

εισοδηματικές ανισότητες. Μερικά από τα μέτρα αυτά προυπέθεταν 

έμμεσα óxt τα ατομικά εισοδήματα ακολουθούν την κατανομή Pareto, 

άλλα ήταν γενικότερα μέτρα διασποράς. Στη σχετική βιβλιογραφία η 

καμπύλη Lorenz και ο συντελεστής Gini είναι εκείνα που κυριαρχούν. 

Αρκετές γενιές Ιταλών στατιστικών ακολουθώντας τα βήματα του Gini 

εργάστηκαν για τη βελτίωση των μέτρων που αναφέρονται στις 



εισοδηματικές ανισότητες. Στο σημείο αυτό αξίζει να παρατηρηθεί 

ότι υπάρχει φυσική ερμηνεία της παραμέτρου α στο πλαίσιο της 

κατανομής των εισοδημάτων και αυτό γιατί η παράμετρος α συνδέται 

μονότονα με το συντελεστή του Gini g = ΐ/(2α—1) και κατά 

συνέπεια μπορεί να χρησιμοποιηθεί ως μέτρο ανισότητας των τιμών 

της κατανομής. Επίσης το θ αντιπροσωπεύει το ελάχιστο ύφος 

εισοδήματος. 

Στη δεκαετία του 60 εμφανίζονται στη βιβλιογραφία 

οι διδιάστατες κατανομές Pareto Mardia, 1962, 1964 . Οι κατανομές 

αυτές είναι χρήσιμες για την περιγραφή μεταξύ άλλων και της από 

κοινού κατανομής του εισοδήματος ενός ατόμου σε διαφορετικές 

χρονικές στιγμές ή στην από κοινού κατανομή του εισοδήματος ατόμων 

που συνδέονται με κάποια σχέση (αντρόγυνα). Εγινε επίσης 

προσπάθεια από τους Blitz and Britain (1964) και αργότερα τον 

Taguchi (1972a,b , 1973) προς την κατεύθυνση των πολυμεταβλητών" 

καμπύλων συγκέντρωσης. Πάντως η ανάπτυξη της θεωρίας στο θέμα αυτό 

παραμένει ιδιαίτερα ρηχή. Να σημειωθεί επίσης ότι μικρή είναι η 

προσπάθεια που έχει γίνει για τον ορισμό μοντέλου το οποίο να 

οδηγεί σε πολυμεταβλητές κατανομές τύπου Pareto. 

Ο Siinon (1955) επεχείρησε μια ενοποιημένη ερμηνεία ορισμένων 

έντονα ασύμμετρων κατανομών συχνοτήτων οι οποίες περιγράφουν [ 

Κοινωνικά, βιολογικά και οικονομικά φαινόμενα. Συγκεκριμένα -

θεώρησε την κατανομή των λέξεων σε κείμενα με βάση τη συχνότητα 

εμφάνισης τους, την κατανομή των πόλεων με βάση τον πληθυσμό τους, 

την κατανομή των βιολογικών γενών (biological genera.) με βάση των 

αριθμό των ειδών (species), την κατανομή των επιστημόνων με βάση 

τι
·ζ δημοσιεύσεις τους και την κατανομή των εισοδημάτων με βάση το 

ύψος τους. Οι κατανομές αυτές ορίζονται στους θετικούς ακεραίους 

6 
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και ονομάζονται κατανομές Yule. 

Στα επόμενα ο όρος κατανομή Yule βα αναφέρεται στην κατανομή 

με συνάρτηση πιθανότητας: 

Ρ χ 

ρ = (η+2) '
 Ρ>°' Χ = 1

'
2
'··- (1.3) 

χ Κ Ρ ' ( χ ) 

όπου α = Γ{α+β)/Γ(α) , α,β e Ε + 

Η κατανομή Yule έχει εφαρμογές στο χώρο της βιολογίας, 

οικονομίας, βιβλιογραφικής έρευνας Xekalaki (1981,1984b) 

Επιπλέον στο πλαίσιο του μοντέλου ανανέωσης αποθέματος η κατανομή 

Yule προκύπτει ως η κατανομή ζήτησης Xekalaki (1988b) . 

Τέλος να σημειωθεί ότι διδιάστατες επεκτάσεις της κατανομής Yule 

ορίζονται και μελετώνται από την Xekalaki (1986). 

Ο Irwin (1975) κατέληξε ότι το διακριτό ανάλογο της 

γενικευμένης· κατανομής Waring είναι στη γενική περίπτωση τύπου 

Pearson VI. Ξεκινώντας από το ότι η μονοδιάστατη γενικευμένη 

κατανομή Waring έχει ως ειδική περίπτωση την κατανομή Yule και 

δεδομένου ότι η κατανομή Pareto μπορεί να θεωρηθεί ως ειδική 

περίπτωση της οικογένειας Pearson VI καταλήγουμε στο συμπέρασμα 

ότι η κατανομή Pareto είναι το συνεχές ανάλογο της κατανομής Yule. 

Επειδή λοιπόν η κατανομή Yule είναι "το διακριτό ανάλογο της 

κατανομής Pareto Kendall (1961)1 οποτεδήποτε.συνεχή δεδομένα για 

διάφορα οικονομικά μεγέθη μετατρέπονται σε διακριτά είτε λόγω 

ομαδοποιήσεων είτε λόγω έλλειψης ακρίβειας των μετρήσεων η 

κατανομή Yule μπορεί να χρησιμοποιηθεί αντί χης Pareto. 



1.2 ΓΕΝΙΚΑ ΠΕΡΙ ΧΑΡΑΚΤΗΡΙΣΜΩΝ 

•. Γ 

Το κύριο αντικείμενο χης μελέτης αυτής είναι η διατύπωση και 

απόδειξη χαρακτηριστικών ιδιοτήτων κατανομών οι οποίες 

χρησιμοποιούνται στην ανάλυση και μελέτη κυρίως οικονομικών 

φαινομένων. Οι χαρακτηρισμοί κατανομών τοποθετούνται στη 

διαχωριστική γραμμή που υπάρχει μεταξύ θεωρίας πιθανοτήτων και 

μαθηματικής στατιστικής και πέρα από το μαθηματικό τους 

ενδιαφέρον, είναι χρήσιμοι και στην εφαρμοσμένη στατιστική. 0 

κύριος λόγος βρίσκεται στο γεγονός ότι αυτές οι ιδιότητες είναι 

μοναδικές για τη χαρακτηριζόμενη κατανομή. Το γεγονός αυτό μπορεί 

να καθοδηγήσει κάποιον στην επιλογή των υποθέσεων που πρέπει να 

επιβάλλει σε ένα συγκεκριμένο πρόβλημα ή να τον βοηθήσει να 

μετατρέψει ένα πολύπλοκο πρόβλημα σε άλλο, ισοδύναμο μεν, αλλά 

πιθανότατα απλούστερο. Για τις αποδείξεις ;των θεωρημάτων 

χρησιμοποιούνται τα κλασσικά εργαλεία της μαθηματικής ανάλυσης και 

η θεωρία των συναρτησιακών εξισώσεων. Θα ξεκινήσουμε αυτή την 

εισαγωγική στο θέμα ενότητα περιγράφοντας το πρόβλημα του 

χαρακτηρισμού μιας στατιστικής κατανομής. 

Εστω η τυχαία μεταβλητή Χ και έστω Χ ,Χ~, ... ,Χ n 

ανεξάρτητες παρατηρήσεις πάνω σ' αυτήν.Εκείνο το οποί ο συνήθως 

επιδιώκουμε είναι η εξαγωγή συμπερασμάτων σχετικά με την κατανομή 

F
Y
(x) της Χ. Η συνηθισμένη προσέγγιση στο πρόβλημα είναι να 

Α • • • ι 

ξεκινήσουμε με μια οικογένεια κατανομών, έστω F, και να διαλέξουμε 

από αυτή την οικογένεια μια κατανομή F(x) η οποία να είναι η πιο 

αποδεκτή με βάση καθορισμένα κριτήρια. Δυστυχώς όμως στις 

περισσότερες περιπτώσεις η οικογένεια F αποτελείται από μια μόνο 

συνάρτηση που εξαρτάται από μια ή περισσότερες παραμέτρους και οι 



παρατηρήσεις τις οποίες έχουμε χρησιμοποιούνται για την εκτίμηση 

των παραμέτρων αυτής. Η συνάρτηση που με 'αυτό τον τρόπο 

προσδιορίζεται θεωρούμε ότι είναι η ζητούμενη συνάρτηση κατανομής 

F
Y
(x)· Οι χαρακτηριστικές ιδιότητες αποτελούν τη μοναδική μέθοδο 

για το μη υποκειμενικό καθορισμό της οικογένειας F και οδηγούν 

στην ακριβή μορφή της F„(x) μέσω απλών ιδιοτήτων. Για να δείξουμε 

πόσο σημαντικός είναι ο ακριβής προσδιορισμός της κατανομής του 

πληθυσμού παραθέτουμε ένα παράδειγμα από το βιβλίο του J. Galambos 

(1978). 

Εστω Υ τυπική λογαριθμοκανονική μεταβλητή και έστω 

Χ = (Y -l)/t, t>0. Είναι γνωστό ότι αν το t είναι πολύ μικρό η 

κατανομή της Χ προσεγγίζει την τυπική κανονική κατανομή. Ας 

συγκρίνουμε λοιπόν τις τιμές Η(2.6) της συνάρτησης κατανομής Η(χ) 

του μεγίστου 50 παρατηρήσεων της Χ κάτω από δυο διαφορετικές 

υποθέσεις: η Χ είναι κανονική και Χ = (Υ ' -1)/0.1. Εύκολα 

"βρίσκουμε ότι 

Η(2.6) = 0.59 όταν υποθέσουμε κανονικότητα 

Η(2.6) = 0.78 όταν υποθέσουμε λογαριθμοκανονικότητα. 

Είναι σαφές από την ανάλυση που κάνει ο Kotz (1973) ότι ο έλεγχος 

καλής προσαρμογής., δέχεται και τις δυο υποθέσεις αναφορικά με την 

κατανομή της τυχαίας μεταβλητής~Χ. Είναι προφανές ότι η απόφαση 

θα έπρεπε να ήταν διαφορετική σε καθεμιά απο τις δυο περιπτώσεις. 

Προφανώς η κλασσική στατιστική θεωρία δεν είναι σε θέση να 

αντιμετωπίσει αυτή την αντίφαση και αυτό γιατί είναι γνωστό ότι 

ο έλεγχος καλής προσαρμογής δεν μπορεί να διακρίνει δυο κατανομές 

στην περίπτωση που προσεγγίζουν πολύ η μία την άλλη. Εν τούτοις αν 
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υπήρχε αποδεκτή χαρακτηριστική ιδιότητα θα μπορούσαμε να 

οδηγηθούμε σε μια και μοναδικ-ή ξεκάθαρη επιλογή. 

Στη συνέχεια παραθέτουμε μερικά παραδείγματα τα οποία δίνουν 

μια ιδέα της πρακτικής σημασίας και αξίας των χαρακτηριστικών 

ιδιοτήτων. 

ΤΤαράδΒΐ,κμα 1 Εστω ότι ένα κατάστημα εξυπηρετεί μια ομάδα n 

ατόμων. Τα άτομα αυτά επισκέπτονται το κατάστημα ανεξάρτητα το ένα 

από το άλλο και έστω ότι οι χρόνοι άφιξης στο κατάστημα ακολουθούν 

την ίδια κατανομή. Επομένως, τα n άτομα μπορούν να συνδεθούν με n 

ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές που ακολουθούν την ίδια κατανομή 

και έστω Χ., üj^n, οι τυχαίοι χρόνοι άφιξης τους στο κατάστημα. 0 

καταστηματάρχης παρατηρεί τα Χ. προφανώς σε αύξουσα τάξη. Εστω 

Χ £Χ <:. . .£Χ οι διαδοχικές αφίξεις στο κατάστημα. Υποθέτουμε 

1 : n 2 :n n : n 

ακόμη ότι ο καταστηματάρχης παρατηρεί ότι τα μεσοδιαστήματα 

Χ ,Χ -Χ , ...,Χ -Χ .- . •• είναι επίσης ανεξάρτητα. Εχει 
1 : n 2:n l:n n-l:n .n : n 

αποδειχθεί Fisz (1958), Rossberg (1972), Govindarajulu (1966) 

ότι στην περίπτωση ~^ου_ περί γράψαμε, η κοινή κατανομή Ε(χ) των Χ. 

είναι η εκθετική. Αξίζει^ να σημειώσουμε ότι μέσω της 

χαρακτηριστικής ιδιότητας φθάσαμε σε |iia και μοναδική δυνατή μορφή 

για την F(x) . Αυτό σημαίνει ότι οι συμβουλές που θα δοθούν στα 

καταστήματα τα οποία επιδιώκουν καλυτέρευση της εξυπηρέτησης των 

πελατών τους και που σχετίζονται με ενδεχόμενη αύξηση του αριθμού 

των υπαλλήλων τους ή ενέργειες για να υπάρχει επάρκεια αγαθών 

κ.λ.π. θα βασίζονται σε ένα και μοναδικό, καλά ορισμένο μοντέλο. 

\ 
ν 
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ί 

Παράδειγμα: 2 Ασφαλιστική εταιρεία θέλει να συγκεντρώσει 
; Ι' 

στοιχεία σχετικά με τα ατυχήματα που έχουν συμβεί σε οδηγούς. Η 

εταιρεία χαρακτηρίζει έναν οδηγό "καλό" αν αυτός έχει την παρακάτω 

ιδιότητα: η πιθανότητα να έχει ένα δυστύχημα παραμένει περίπου η 

ίδια με το πέρασμα του χρόνου. Η ιδιότητα αυτή σε μαθηματικούς 

όρους μεταφέρεται ως εξής: Εστω Χ το χρονικό διάστημα μέχρι το 

πρώτο δυστύχημα του συγκεκριμένου οδηγού. Τότε, 

Ρ(Χ ζ. s+t|X ;> t) = Ρ(Χ Ζ s). 

Η παραπάνω σχέση δεν είναι άλλη από τη μαθηματική έκφραση της 

έλλειψης αθροιστικής μ,νήμ̂ ης—η οποία όπως είναι γνωστό χαρακτηρίζει 

την εκθετική κατανομή. Η ασφαλιστική εταιρεία επομένως δεν 

χρειάζεται να ριψοκινδυνεύει προσπαθώντας να μαντέψει, αλλά μπορεί 

να προσδιορίσει το ύψος του ασφάλιστρου κάνοντας χρήση ενός 

καλά ορισμένου μοντέλου. 

i 

Παρ άδει, s μα 3 Η περίπτωση την οποία θα περιγράψουμε αποτελεί 

ίσως τον πρώτο δημοσιευμένο χαρακτηρισμό της κατανομής Pareto. 0 

Hagstroem (1925) θεώρησε το μέσο εισόδημα όλων των ατόμων των 

οποίων το εισόδημα υπερέβαινε μια τιμή έστω t (σε δολλάρια). ΕσταΓ 

τώρα ότι. λόγω πληθωρισμού το εισόδημα καθενός πολλαπλασιάζεται επί 

έναν παράγοντα έστω k. Αν το μέσο εισόδημα των ατόμων των οποίων 

το εισόδημα υπερβαίνει την τιμή t παραμείνει αμετάβλητο τότε η 

κατανομή των εισοδημάτων είναι η Pareto. 

ΤΤαράδΕί-κμα 4 Το παράδειγμα αυτό αναφέρεται στις εργασίες 

της Xekalaki (1983a,1984b). Εστω Χ το εισόδημα μιας οικογένειας 

και Ζ τα έξοδα της για κατανάλωση. Ας υποθέσουμε ότι θέλουμε να 
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εκτιμήσουμε τη σχέση 

E(Z|X=x) = α + βχ, β * 0. 

Είναι γνωστό ότι τα άτομα τείνουν να δηλώνουν εισόδημα μικρότερο 

του πραγματικού, κατά συνέπεια είναι πιθανό να μήν είναι διαθέσιμα 

στοιχεία σχετικά με το πραγματικό εισόδημα Χ. Εστω Υ το δηλούμενο 

εισόδημα (παρατηρούμενο μέρος της τυχαίας μεταβλητής Χ). Είναι 

λογικό να υποθέσουμε ότι μεταξύ πραγματικής τιμής Χ και 

παρατηρούμενου μέρους Υ υπάρχει η σχέση 

Υ = [RX] 

όπου R τυχαία μεταβλητή ανεξάρτητη από τις Χ και Ζ η οποία 

κατανέμεται ομοιόμορφα στο διάστημα (0,1). Είναι επίσης γνωστό, 

για παράδειγμα Simon (1955) ότι η διακριτή μορφή των εισοδημάτων 

ακολουθεί κατανομή Yule. Ας υποθέσουμε λοιπόν ότι από τα διαθέσιμα 

στοιχεία προκύπτει ÒXL το παρατηρούμενο εισόδημα Υ ακολουθεί 

κατανομή Yule με παράμετρο ρ. Τότε αποδεικνύεται 

Xekalaki (.19&4b)j ότι 

E(ZJY=y) =!-+-δγ;" y = 0 / l , 2 , . . . . 

Ετσι με βάση τ ις διαθέσιμες παρατηρήσεις μπορούμε να εκτιμήσουμε 

τα / και δ. Σττ\ συνέχεια υπολογίζουμε τα ζητούμενα α και /? μεσαΓ 

των σχέσεων " 

- ι •••.• - ' • • " . - . 

S = α +/?(ρ+1)/ρ- και δ = β(ρ+1)/ρ 

οι οποίες αποδεικνύεται ότι ισχύουν Xekalaki (1984b) 

Στο πλαίσιο του παραπάνω παραδείγματος αξίζει να αναφέρουμε 

συμπληρωματικά ότι με βάση το συμπέρασμα της Xekalaki (1963a) 
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αποδεικνύεται ότι και η κατανομή του πραγματικού εισοδήματος Χ 

είναι επίσης η Yule (ρ). Δηλαδή παρά το γεγονός ότι που δεν έχουμε 

παρατηρήσεις για την τυχαία μεταβλητή Χ μπορούμε να συμπεράνουμε 

τη μορφή της κατανομής της με βάση τα διαθέσιμα στοιχεία για το 

παρατηρούμενο μέρος αυτής Υ. 

ΤΤαράδΕίκμα 5 Με βάση το άρθρο του Krishnaji (1970) τα όσα 

περιγράφονται στο παράδειγμα 4 μπορούν να μεταφερθούν στη συνεχή 

περίπτωση. Η κατανομή την οποία υποθέτουμε οτι ακολουθεί εδώ το 

παρατηρούμενο εισόδημα Υ είναι η Pareto (Ι,α). 

Σε καθένα από τα παραδείγματα που περιγράψαμε παραπάνω 

εμπλέκεται ένα και μόνο μοντέλο το συμπέρασμα δε στο οποίο 

οδηγούμεθα βασίζεται σε χαρακτηριστική ιδιότητα του μοντέλου. 

Είναι λίγα από τα πολλά παραδείγματα που θα μπορούσε κάιτοιος να 

αναφέρει προκειμένου να τονίσει, πέραν των άλλων, την αξία των 

χαρακτηρισμών στις πρακτικές εφαρμογές. Στις χαρακτηριστικές 

ιδιότητες τις οποίες θα διατυπώσουμε και θα αποδείξουμε στη 

συνέχεια της μελέτης θα προσπαθήσουμε, στο μέτρο του δυνατού, να 

αντιστοιχήσουμε πρακτικές καταστάσεις στις οποίες θα μπορούσαν να 

έχουν εφαρμογή και να διευκολύνουν την εξαγωγή συμπερασμάτων.. 

Οι χαρακτηριστικές ιδιότητες με τις οποίες θα ασχοληθούμε 

μπορούν να ταξινομηθούν στις παρακάτω κατηγορίες - ' 

1. Χαρακτηρισμοί της κατανομής Pareto που βασίζονται σε 

διατεταγμένες στατιστικές συναρτήσεις (order statistics) 

α) βασισμένοι σε ιδιότητες των κατανομών των διατεταγμένων 

στατιστικών συναρτήσεων, 
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.•' Γ , •· Ι • Ι | 

/ 

) 

β) βασισμένοι στην ανεξαρτησία συναρτήσεων των διατεταγμένων 

στατιστικών συναρτήσεων και
 ! 

g) βασισμένοι σε σχέσεις μεταξύ ροπών των διατεταγμένων 

στατιστικών συναρτήσεων. 

2. Χαρακτηρισμοί της κατανομής Pareto μέσω της γραμμικής 

λογαριθμο-εκθετικής οικογένειας. 

3. Χαρακτηρισμοί κατανομών που βασίζονται σε υπό συνθήκη 

πιθανότητες ή/και σε υπό συνθήκη αναμενόμενες τιμές. 

4. Χαρακτηρισμοί κατανομών στο πλαίσιο της θεωρίας αξιοπιστίας. 

5. Χαρακτηρισμοί κατανομών μέσω σταθμισμένων κατανομών ή άλλων 

συστημάτων κατανομών. 

6. Χαρακτηρισμοί κατανομών στο πλαίσιο του προτύπου διαστρέβλωσης. 

Από τις παραπάνω κατηγορίες η πρώτη και η δεύτερη έχουν 

μελετηθεί αναλυτικά από την Dimaki (1977). Στο εισαγωγικό αυτό σε 

θέματα••χαρακτηρισμών κεφάλαιο θα γίνει πολύ σύντομη αναφορά στους 

χαρακτηρισμούς αυτούς, χωρίς αποδείξεις, με σχετική ενημέρωση της 

αντίστοιχης βιβλιογραφίας. Οι υπόλοιπες κατηγορίες αποτελούν το 

κύριο αντικείμενο της μελέτης και θα εξεταστούν αναλυτικά στα 

κεφάλαια που ακολουθούν. Αξίζει να
 ν
 σημειωθεί ότι θα 

αντιμετωπίσουμε τα επιμέρους προβλήματα; τόσο στη συνεχή όσο και 

στη διακριτή περίπτωση ..γίνεται δε προσπάθεια μεχαφοράς αρκετών 

συμπερασμάτων στο χώρο των δυο διαστάσεων. 
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Ì.3 ΧΑΡΑΚΤΗΡΙΣΜΟΙ ΤΗΣ ΚΑΤΑΝΟΜΗΣ PARETO ΒΑΣΙΣΜΕΝΟΙ ΣΤΙΣ 

ΔΙΑΓΕΤΑΓΜΕΝΕΣ ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ. 

Εστω ότι έχουμε η παρατηρήσεις από μια απόλυτα συνεχή 

κατανομή F και ας συμβολίσουμε με Χ̂  , Χ„ ,.,.,Χ τις 
1 : n 2 : n n : n 

διατεταγμένες στατιστικές συναρτήσεις. Ο Malik (1970) απέδειξε ότι 

κάτω από γενικές συνθήκες η τυχαία μεταβλητή Χ ακολουθεί την 

κατανομή Pareto αν και μόνον αν οι διατεταγμένες στατιστικές 

συναρτήσεις Χ /Χ και Χ , για καθορισμένο m και 1 £ m 
Γ
 m+l:n/ m:n m+l:n '

 Γ 

£ n-1, είναι ανεξάρτητες. Το 1972 ο Samanta (1972) προσπάθησε να 

βελτιώσει το παραπάνω θεώρημα σε δυο κατευθύνσεις. Αφενός 

εμετρίασε την υπόθεση της απόλυτης συνέχειας της κατανομής της Χ 

απαιτώντας συνέχεια από τα δεξιά και αντικατέστησε την υπόθεση 

ανεξαρτησίας των Χ /Χ και Χ με εκείνη της 
' m+l:n/ m:n m+1 :n 

ανεξαρτησίας των Χ /Χ και Χ για m^k . Εν τούτοις ο 
m+l:n/ m:n k : n 

Huang (1975) διατύπωσε δυο αντι-παραδείγματα με τα οποία έδειξε 

ότι η συνέχεια από τα δεξιά δεν είναι αρκετή. Ουσιαστική, γενίκευση 

της πρότασης επέτυχαν το 1973 οι Ansarmi Iah και Kabir (1973) με 

το παρακάτω θεώρημα, 

- 1 • ' 

ΘΕώρημα 1.3.1 (Ahsanullah and Kabir (1973)) Εστω Χ τυχαία 

μεταβλητή με απόλυτα συνεχή συνάρτηση κατανομής F„(x) για 

θ £ χ < οο, θ>0. Ικανή και αναγκαία συνθήκη ώστε η Χ να ακολουθεί 

την κατανομή Pareto (θ,α) είναι η ανεξαρτησία των διατεταγμένων 
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στατιστικών συναρτήσεων Χ και Χ /Χ 
ν Γ

 r:n 8 : n / r : n 

για κάποια r και 

s τέτοια ώστε 1 £ r < s £ n. 

Παρόμοια αποτελέσματα από τα οποία θα μπορούσε να προκύψει, 

ως πόρισμα, η περίπτωση της κατανομής Pareto, έχουν αποδειχθεί από 

τους Rogers (1963), Govindarajulu (1966), Ferguson (1967). 0 

τελευταίος μάλιστα αντικαθιστά την υπόθεση της ανεξαρτησίας με τη 

σχέση E X |Χ =χ = α χ + β. Στο πνεύμα αυτό ο Dallas (1976) 

αποδεικνύει το παρακάτω συμπέρασμα για την περίπτωση της κατανομής 

Pareto. 

Θεώρημα 1.3.2 (Dallas (1976)) Εστω Χ. <Χ. δυο διαδοχικές 
— — — — ^ — ~ — — — — — — i : η i + 1 : η 

διατεταγμένες στατιστικές συναρτήσεις από μια συνεχή κατανομή 

F
x
<x) με F

x
09) = 0 για β>0. Τότε 

Ε Χ
Γ
 . / Χ

Γ
 |Χ =χ = C, C

1
 ανεξάρτητο του χ, και r>0 

^ i + l : n ' i : n ' i : n J 

αν και μόνον αν η τυχαία μεταβλητή Χ ακολουθεί την κατανομή 

Pareto, με την προϋπόθεση ότι η αναμενόμενη τιμή είναι 

πεπερασμένη 

Ανάλογο συμπέρασμα για τιγν κατανομή Pareto II αποδεικνύουν 

οι Wang και Srivastava (1980) οι οποίοι υποθέτοντας ότι η 

συνάρτηση κατανομής είναι συνεχής και ότι 

n-k 2_, Χ - Χ 
i : n k : n 

Χ = χ 
k:n 

i = k + 1 

= a x + β για κάποιο α>0 
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οδηγούνται στο συμπέρασμα ότι τα Χ, ακολουθούν την κατανομή 

Pareto II. 

Στο σημείο αυτό αξίζει να αναφερθούν μερικά συμπεράσματα τα 

οποία συνδέονται στενά με τα θεωρήματα που προαναφέρθηκαν αφού 

βασίζονται στην ανεξαρτησία συναρτήσεων ορισμένων στατιστικών 

συναρτήσεων. Το πρώτο διατυπώθηκε από τον Srivastava (1965) ο 

οποίος απέδειξε ότι κάτω από συγκεκριμένους περιορισμούς η Χ 

ακολουθεί την κατανομή Pareto (θ,α) αν και μόνον αν οι στατιστικές 

συναρτήσεις Χ και Χ +...+Χ /Χ είναι ανεξάρτητες. 
1 :n ^ 1 : n n:nJ/ 1 : n 

Στη συνέχεια αναφέρουμε χαρακτηρισμό που οφείλεται στον Samanta 

(1972) και ο οποίος βασίζεται στην ανεξαρτησία ανάμεσα σε ένα 

διάνυσμα πηλίκων διατεταγμένων στατιστικών συναρτήσεων και μιας 

διατεταγμένης στατιστικής συνάρτησης. Συγκεκριμένα απέδειξε το 

παρακάτω θεώρημα, 

Θεώρημα 1.3-3 (Samanta (1972)) Εστω Χ < Χ · < . . . < Χ οι 
- — — Î : η 2: η η : η 

διατεταγμένες στατιστικές συναρτήσεις ενός τυχαίου δείγματος 

μεγέθους n (n £ 2) από πληθυσμό με συνάρτηση κατανομής F^(x) η 

οποία είναι συνεχής από τα δεξιά και Ε
χ
(χ) = 0 αν χ £ θ, -θ > 0. 

Το διάνυσμα των τυχαίων .μεταβλητών Χ /Χ ; Χ . /Χ 
. - ^ 2 : η/ 1 :n 3 : n/ 1 :n 

/ • · · · / 

Χ /Χ και η Χ είναι ανεξάρτητα αν και μόνον αν 
n : n/ 1 : nj î : n 

Ρ
χ
(χ) = 1 - θα

 x~° για θ > 0. 

Τέλος ο Dallas (1976) αποδεικνύει το παρακάτω θεώρημα. 

Θεώρημα 1.3.4 (Dallas (1976)) Εστω Χ <Χ δυο διαδοχικές 
i : η ì + 1 : η 
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και W είναι ανεξάρτητες, τότε υπάρχει σταθερά e τέτοια ώστε 

'ω 
g(z,x) f

Y
(x) dx = C 1 - F

x
(x)] (1.3.1) 

για όλα τα ζ, όπου fy(x)
 =
 F'(x) 

Χ' Χ' 

Παρατηρούμε ότι το παραπάνω θεώρημα δίνει μια ικανή μόνο 

συνθήκη. Μπορεί όμως να θεωρηθεί σα χαρακτηρισμός αφού το 

αντίστροφο σε κάθε συγκεκριμένη περίπτωση είναι προφανές. Ας 

θεωρήσουμε για παράδειγμα την περίπτωση της κατανομής Pareto. 

βΕώρημα 1.3.6 Εστω ότι ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρήματος 

1.3.5. Θέτουμε 

g(x*y) = 

r
 y/x αν θ ύ χ s y 

οπουδήποτε αλλού, 

Τότε η κατανομή της Χ ορίζεται μονοσήμαντα ως Pareto 

ATTÒOE ίξη 

Ευθύ: Εστω ότ ι ισξχύει η σχέση ( 1 . 3 . 1 ) δηλαδή, 

( 1 . 3 . 2 ) 

'.οο 

χ f v ( x ) dx = C 1-F x (z) 

- 2 ί χ ( ζ ) = C 1 - F x ( z ) - C z t " x (z) 

Επομένως, 
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/ 
/ 

-h- = c F x ( z ) + c z -ir-

Δηλαδή, 

(1-C) In F
x
(z) = C In ζ + In C^ 

Κατά συνέπεια, 

F
X
(.) - l - C ^ ' C l - O . 

Αλλά το γεγονός ότι F
x
(a>) = 1 συνεπάγεται ότι C/(l-C) = -α όπου 

α>0. Δηλαδή, 

Ε
χ
(ζ) = 1 - C

2
 Ζ -α 

Ϊ<2· 

Επίσης επειδή F
Y
(£) = Ο έπεται ότι C = θ . Δηλαδή, 
Α 2 / 

Ρ(ζ). = 1 - θ° ζ~α ζ>θ, α>0, ϋ>0. 

Επειδή δε η F
x
(x) είναι απόλυτα συνεχής, καταλήγουμε στο 

συμπέρασμα όχι, 

Γ -α -(σ+1) 
α θ χ 

f

x
Cx) =* 4 1 

αν x£ö, σ>0, ö>0 

οπουδήποτε αλλού. 

Αντίστροφο: Εστω ότι η f
Y
(

x
) είναι η συνάρτηση πυκνότητας 

πιθανότητας της κατανομής Pareto και έστω ότι η g(x,y) δίνεται από 

τη σχέση (1.3.2). Τότε, 
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Γ® Γόο 

g(z,x) f
x
(x) dX = ζ"

1
 χ α θα

 χ"
σ _ 1

 dx 

a θα z"a 

cr-1 

•Φι t1 - F x ( x ) ] 

Δηλαδή, θέτοντας C = ——r- συνεπάγεται ότι ισχύει η σχέση (3.2.1). 

Σε χαρακτηρισμούς που βασίζονται σε ιδιότητες κατανομών 

διατεταγμένων στατιστικών συναρτήσεων αναφέρεται το θεώρημα που 

ακολουθεί. Συγκεκριμένα αποδεικνύεται ότι η κατανομή Pareto 

χαρακτηρίζεται από την κατανομή των στατιστικών συναρτήσεων 

Χ /Χ 
s : n/ r : n 
i ' 

και Χ για δυο τιμές s και s 
s -r:n-r '

 n
 ' 1 2 

i 
S -Γ-Μ1-Γ 

i 

είναι η διατεταγμένη στατιστική συνάρτηση τάξης (s.-r) από ένα 

• •> 

δείγμα μεγέθους n-r 

ΘΕωρημσ 1.5.6 (Δημάκη (1988a)) Εστω Χ τυχαία μεταβλητή με απόλυτα 

συνεχή και αξουσα συνάρτηση κατανομής F^(x) για όλα τα χ£ΐ και 

FL(x) = 0 για όλα τα χ<1. Τότε η τυχαία μετυαβλητή Χ έχει -την 

κατανομή Pareto τότε και μόνο τότε αν για δοθέν
 :

r και δυο 

αριθμούς s και s (l£r<s (s in) οι τυχαίες μεταβλητές 

Χ /Χ και Χ 
s : n/ r:n s-r:n-r 
i ' i 

είναι ισόνομες για i=l,2 

Ενα άλλο ενδιαφέρον συμπέρασμα το οποίο θα διατυπώσουμε 

χαρακτηρίζει την κατανομή Pareto με τη βοήθεια μιας συνάρτησης 
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διατεταγμένων στατιστικών συναρτήσεων η οποία έχει την ίδια 

κατανομή με εκείνη του πληθυσμού. Η συνάρτηση που επιλέγεται στην 

προκειμένη περίπτωση είναι η min(X
n
, ...,Χ

η
). Συγκεκριμένα 

αποδεικνύεται (Dimaki, 1988b) ότι κάτω από ορισμένους περιορισμούς 

τα συμπεράσματα 

U) 

και 

(ϋ) Χ 

1:η 

Pareto (θ,α) 

είναι ισοδύναμα, 

Στην κατηγορία των χαρακτηρισμών που έχουμε περιγράψει στην 

ενότητα αυτή μπορεί να περιληφθεί ένας ακόμη χαρακτηρισμός που 

διατυπώθηκε από τους Beg και Kirmani (1974). Συγκεκριμένα 

απέδειξαν ότι OL προτάσεις 

(i) Ε 
1 :η 

Χ '_ = Χ 
lTn" 

= C >0 

και 

(ϋ) Χ ~ Pareto 

ε ί ν α ι ισοδύναμες 

Το τ ρ ί τ ο σκέλος των χαρακτηρισμών που βασίζονται σε 

δ ι α τ ε τ α γ μ έ ν ε ς σ τ α τ ι σ τ ι κ έ ς συναρτήσεις ε ί ν α ι ε κ ε ί ν ο ι στους οποίους 

εμπλέκονται σ χ έ σ ε ι ς μεταξύ ροπών των διατεταγμένων στατιστικών 
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συναρτήσεων. Χαρακτηρισμοί αυτού του τύπου έχουν αποδειχθεί από 

την Dimaki (197*7). Επίσης παρόμοιοι χαρακτηρισμοί για διάφορες 

κατανομές μεταξύ των οποίων και η Pareto έχουν αποδειχθεί και από 

τον Lin (1988). Στα επόμενα παραθέτουμε τέσσερις από αυτούς τους 

χαρακτηρισμούς αφού προηγουμένως περιγράψουμε τη γενική υπόθεση 

στο πλαίσιο της οποίας αποδεικνύεται ότι ισχύουν. 

Εστω Χ ,Χ ,...,Χ ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές η καθεμιά 
1 2 n 

από τις οποίες έχει κατανομή F(x) με F(1)=0 και 

Χ ,Χ , ...,Χ οι διατεταγμένες στατιστικές συναρτήσεις ενός 
1 : n 2 : n n : n 

δείγματος μεγέθους n από αυτή την κατανομή. Εστω επίσης U , ϋ" ,... 

ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές που η καθεμιά κατανέμεται 

ομοιόμορφα στο (0,1). Ορίζουμε την H(u) = inf ix|F(x) £ u>, 0<u<l. 

Τότε για 0<u<l οι σχέσεις (i) H(u) £ x και (ii) u <. F(x) είναι 

ισοδύναμες και η κατανομή των H(U ), H(U ),... είναι ίδια με την 

κατανομή των Χ ,Χ ,.... Υποθέτουμε ότι η F είναι απόλυτα συνεχής, 

κατά συνέπεια η Η'(χ) υπάρχει παντού για 0<u<l. Τέλος εισάγουμε 

τον παρακάτω συμβολισμό, 

I(u;k,m) = u
k
 (l-u)

m
 . 0 < u < 1 

μ (r) = E(X[ ) , -μ CD = μ. 
k : n k : n k : n k : n 

crz
 = Var(X

b
 ) 

k : n k : n 

Τότε καθεμιά από τις παρακάτω σχέσεις ορίζει μονοσήμαντα την 

κατανομή της Χ ως Pareto, 

(i) μ. . (2) - μ. (2) = 2 (n-i)"
1 ì μ (2), 

ι • 1 : n x : n <3 ι + 1 : n 

\ 
Υ 
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i = l, 2, . . . , 11=1 + 1, i+2, 

(ii) μ. „ (2) - μ. (2) = -±- μ (2) 
v
 ι + 1 : η ι:η-1 Π Ct i + l : n 

1=1,2,... , n=i+l,i+2, 

(iii) μ. (2) μ + μ. (η) μ = μ (2) μ, , 
ι + 1:η ι + 1:η ι : η ι + 1 : η ι + 1 : η ι:η 

i=l,2,... , n=i+l,i+2, 

(iv) σΖ - σ2 = μ. (2) 
ι + 1 : η ι : η.- 1 ι + 1 : η 

ι - μ. μ~ 
ι : η 1 + 1:η 

- Γ 2 - 2 Ί 
L^i + tin -

 μ ϊ :n-lj 

i=l,2,... , n=i+l,i+2, 

1.4 ΧΑΡΑΚΤΗΡΙΣΜΟΙ ΤΗΣ- ΚΑΤΑΝΟΜΗΣ PARETO ΜΕΣΩ ΤΗΣ ΓΡΑΜΜΙΚΗΣ 

ΛΟΓΑΡΙΘΜΟ-ΕΚΘΕΤΙΚΗΣ ΟΙΚΟΓΕΝΕΙΑΣ 

Οπως είναι γνωστό η κατανομή Pareto είναι μέλος της γραμμικής 

λργαριθμο—εκθετικής : οικογένειας. Αποδεικνύεται λοιπόν, (Dimaki 

(1977)) ότι „μπορούμε να χαρακτηρίσουμε••. την κατανομή Pareto μέσω 

ίτης οικογένειας αυτής. Στην ενότητα αυτή θα δώσουμε τον ορισμό της 

γραμμικής λογαριθμο-εκθετικής οικογένειας και θα παραθέσουμε 

ενδεικτικά δυο συμπεράσματα που αποδεικνύονται στην εργασία που 

αναφέρθηκε παραπάνω. 

Ορισμόβ 1.4.1 Μια οικογένεια κατανομών σε έναν Ευκλείδειο χώρο 
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λέγεται ότι ανήκει στη γραμμική λογαριθμο-εκθετική οικογένεια αν 

ορίζεται από συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας της μορφής, 

£(χ,θ) = χ exp C(x) - Β(0) 

Είναι γνωστό ότι αν ο λογάριθμος της χαρακτηριστικής 

συνάρτησης μιας μεταβλητής αναπτυχθεί σε δυναμοσειρά οι 

συντελεστές αυτού του αναπτύγματος ονομάζονται ημιαναλλοίωτες ή 

αθροιστικές (παράμετροι) και συμβολίζονται με k r=0,i,2,... . Η 

συνάρτηση μιας μεταβλητής t η οποία όταν αναπτυχθεί σε δυνάμεις 

του t έχει σαν συντελεστές του αναπτύγματος τις ημιαναλλοίωτες 

μιας κατανομής ονομάζεται γεννήτρια συνάρτηση αθροιστικών 

παραμέτρων. Δηλαδή, 

co 

*
x
(t) = log cp

x
(t) 

r = 0 

= Vk UH: 

όπου Φ
ν
(.) είναι η γεννήτρια συνάρτηση αθροιστικών παραμέτρων της 

τυχαίας μςταβλητής Χ, Ψχ(·) είναι η χαρακτηριστική συνάρτηση της 

τυχαίας μεταβλητής Χ και k είνα-ι η_ ημιαναλλοίωτη ή αθροιστική 

παράμετρος τά^ης r της τυχαίας μεταβλητής Χ." 

Κατ
1
 αναλογία ορίζουμε τα παρακάτω. Μ 

0ρισμό5 1.4.2 Εστω K^(s) ο λργάριθμος του μετασχηματισμού 

Mellin μιας τυχαίας μεταβλητής Χ η οποία έχει συνάρτηση πυκνότητας 

πιθανότητας f
x
(x). Θεωρούμε το ανάπτυγμα σε δυναμοσειρά του K^Cs) 

και συμβολίζουμε με ν το συντελεστή του s
r
/r! στο ανάπτυγμα αυτό. 

V 
\ 
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Δηλαδή, 

e» 

K
x
(s) = log M

x
(s) = ̂  v

r
 |y 

rsO 

r 

Ονομάζουμε την Ky.(s) ε̂ννήτρι-α συνάρτηση λο^αρϋθμο-αθροϋστϋκών 

παραμέτρων της τυχαίας μεταβλητής Χ και την ν 

λο^αρι,θμο-αναλλοίωτη ή λο^αρ ι.Θμο-αΘροί.στι.κή παράμετρο τάξηε Γ της 

τυχαίας μεταβλητής Χ. 

θα προχωρήσουμε παραθέτοντας δυο χαρακτηριστικές ιδιότητες. Η 

πρώτη χαρακτηρίζει γενικά τη γραμμική λογαριθμο-εκθετική 

οικογένεια. 

Θεώρημα 1.4.1 (Dimaki (1977)) ; Εστω K„(s) ο λογάριθμος του 

μετασχηματισμού Meilin της τυχαίας μεταβλητής Χ η οποία έχει 

συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας την ί"
χ
(χ;#). Τότε η £

χ
(χ,£) 

ανήκει στην γραμμική λογαριθμο-εχθετική οικογένεια με παράμετρο θ 

αν και μόνον αν οι ν ικανοποιούν τη σχέση 

ν - — ,~ r = 1,2, . 
• r + 1 : 3Θ : 

Το δεύτερο θεώρημα στο οποίσ θα αναφερθούμε χαρακτηρίζει την 

κατανομή Pareto μέσω της γραμμικής λογαριθμο-εκθετικής 

οικογένειας. 

Θεώρημα 1.4.2 (Dimaki (1977)) Η γραμμική λογαριθμο-εκθετική 

2 

οικογένεια έχει την κατανομή Pareto αν και μόνον αν ν = ν . 
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Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο 2 

ΔΙΔΙΑΣΤΑΤΕΣ ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ 

PARETO & YULE 
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2.1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

Οπως έχει ήδη αναφερθεί η μονοδιάστατη κατανομή Pareto 

εφαρμόζεται κυρίως στη μελέτη των εισοδημάτων φυσικών προσώπων, 

χρησιμοποιείται επίσης για την περιγραφή των διακυμάνσεων των 

τιμών των μετοχών, της δυναμικότητας κοιτασμάτων πρώτων υλών, της 

συσσώρευσης λαθών σε δίκτυα επικοινωνίας, του μεγέθους 

βιομηχανικών εγκαταστάσεων καθώς και σε προβλήματα αξιοπιστίας. 

Κατά συνέπεια παρουσιάζει ιδιαίτερο ενδιαφέρον η μελέτη 

διδιάστατων κατανομών των οποίων οι περιθώριες κατανομές είναι 

μονοδιάστατες Pareto. 

Θα λέμε ότι το τυχαίο διάνυσμα (Χ,Υ) ακολουθεί μια διδιάστατη 

κατανομή Pareto αν και οι δυο περιθώριες κατανομές είναι 

μονοδιάστατες Pareto. 

ELvai γνωστό βέβαια ότι οι περιθώριες κατανομές δεν 

προσδιορίζουν μονοσήμαντα τη διδιάστατη κατανομή. Για να 

περιορίσουμε την τάξη των δυνατών κατανομών πρέπει να επιβάλλουμε 

κάποια επιπλέον συνθήκη. Το να είναι οι δεσμευμένες κατανομές του 

ίδιου τύπου με τις περιθώριες είναι ένας λογικός περιορισμός. 

Είναι όμως γνωστό: πως υπάρχουν" αποδεκτές και χρησιμοποιούμενες -

κατανομές που δεν"έχουν περιθώριες και δεσμευμένες κατανομές του 

ίδίου τύπου,* η διδιάστατη Poisson για παράδειγμα Ses-hadri, and 

Patii, (1963) . Γενικά μια διδιάστατη κατανομή έχει ξεχωριστή 

σημασία αν διατηρεί κάποιες, αν όχι όλες από τις χαρακτηριστικές 

ιδιότητες της αντίστοιχης μονοδιάστατης κατανομής. 

Στο κεφάλαιο αυτό θα ασχοληθούμε κυρίως με τη μελέτη και 

συστηματοποίηση των διαδικασιών γένεσης διδιάστατων μορφών 
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) 

κατανομών Pareto. OL προκύπτουσες μορφές διδιάστατων κατανομών 

μπορούν να διακριθούν στις εξής κατηγορίες: 

α) Διδιάστατες μορφές προκύπτουσες από το γενικό ορισμό 

διδιάστατης κατανομής του Mongenstern. 

β) Διδιάστατες μορφές που προκύπτουν με εφαρμογή της 

συναρτησιακής σχέσης που υπάρχει μεταξύ εκθετικής μεταβλητής και 

μεταβλητής Pareto στις ήδη γνωστές και αποδεκτές διδιάστατες 

εκθετικές κατανομές. 

}$) Διδιάστατες μορφές που προκύπτουν ως μίγματα εκθετικών 

με κατάλληλες μορφές (μονοδιάστατες ή διδιάστατες Gamma). 

2.2 ΔΙΔΙΑΣΤΑΤΕΣ ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ PARETO ΤΥ7Τ0Υ Ι 

Υπάρχουν πολλές τεχνικές για να κατασκευάσει κανείς 

διδιάστατες κατανομές με καθορισμένες' περιθώριες F
v
(x) και 

F
y
(y). 0 Morgenstern (1956) εισήγαγε μια μονοπαραμετρική 

οικογένεια με συνάρτηση κατανομής 

F
x
^

y
(x,y)=F

x
|x)F

y
X

;
y)[l+e(l-F

x
(x))(l-F

Y
(y))} (2.2.1) 

όπου -1 <:":θ <. 1 . 

Στη περίπτωση που το τυχαίο διάνυσμα (Χ,Υ) είναι συνεχές η 

συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας δίνεται από την 
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f (x,y)=fx(x)fY(y)[i+ö(2Fx(x)-i)(2Fy(y)-i)] (2.2.2) 

όπου -1 ί 9 S 1 

Εστω ότι. η F
x
(x) και F

y
(y) είναι μονοδιάστατες Pareto δηλαδή 

F
x
(x)=l-x -a χ>1, α>0 

και 

F
y
(y)=i-y •β γ>1,β>0 

Τότε οι σχέσεις (2.2.1) και (2.2.2) γίνονται αντίστοιχα, 

F
XY
(x,y)=(l-x °)(l-y

 β)(1+θχ αγ β) (2.2.3) 

όπου χ>1,γ>1,α>0,/3>0, -1 £ θ <, 1 

και 

ί
χ y
(x>y)=o£x y

 Η 
1+0(1-2χ

 α)(1-2γ Ρ) (2.2.4) 

όπου x>l,y>l,c?>0,,ß>0, -1 <. θ £ 1 

Παρατηρούμε ' ότι για θ=0 προκύπτει η διπλή Pareto. Η 

δ L5 ι-άστατη κατανομή Pareto τύπου Morgenstern έχει μελετηθεί 

αναλυτικά από την Dimaki (1977). 

Στη συνέχεια παρατίθενται μερικές από τις κυριώτερες 

ιδιότητες της κατανομής αυτής. Επειδή η συνάρτηση κατανομής και η 

συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας είναι συμμετρικές ως προς χ και 

y, αρκεί η μελέτη της κατανομής ως προς τη μια μεταβλητή, έστω τη 
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χ
 Η περιθώρια κατανομή F

x
(x), όπως είναι φυσικό, είναι 

μονοδιάστατη Pareto. Αντίθετα, η δεσμευμένη συνάρτηση πυκνότητας 

πιθανότητας δίνεται από τον τύπο 

fxl(y=y)(x|y)=^x"
(a+1)Ci+ö(i-2x"0)(i-2y"^)]. 

Είναι προφανές επομένως ότι οι δεσμευμένες περιθώριες κατανομές 

δεν είναι τύπου Pareto. 

Η συνάρτηση παλινδρόμησης της Χ επί της Υ δίνεται από τον τύπο 

σ-1 (<7-1)(2α-1) 
ECxlY-D = -2- +

 αθ(1~2* ) 

Παρατηρούμε ότι όταν 0=0 τότε E(X|Y=y) =. α/(α-1). Το 

αποτέλεσμα αυτό είναι αναμενόμενο αφού η περίπτωση θ=0 

συνεπάγεται την ανεξαρτησία των Χ και Υ οπότε 
ι 

E(X|Y=y) = Ε(Χ) = α/(α-1). 

Επίσης αν θεωρήσουμε δυο τιμές του θ ίσες κατά απόλυτη τιμή 

βρίσκουμε ότι : 

λ E_ö(XlY=y)+E+eCX|Y=y) U ^ ' 

t Υπάρχει δηλαδή συμμετρία ως προς την τιμή c/(o-l) ή ισοδύναμα 

ως προς Ε(Χ). Γενικώτερα , μπορεί να αποδειχθεί οτι 

||E_e(X
r|Y=y)+E+ö(X

r|Y=y)| α
 = Ε(Χ

Γ
) 

α-ν 

Η σκεδαστική συνάρτηση var(X|Y=y) υπολογίζεται εύκολα και 
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ισούται 

var(X|Y=y) = 
a
 +

 Q(9(l-2y~
/?
J _ a

2
£

2
(l-2y

 β ) 2 

(a-2)(o-l)2
 (σ-1)(σ-2)(2σ~1)

2
 (σ-1)(2σ-1)

2 

Και πάλι, όπως είναι φυσικό, όταν 0=0 συνεπάγεται ότι 

var(X|Y=y)=^/(cr-2)(a-l)
2
 δηλαδή var (Χ j Y=y)=var(X) . 

Τέλος ο συντελεστής συσχέτισης των Χ και Υ δίνεται από τον τύπο 

^θ[αβ(σ-2)(β~2)]1/2(2α-1)-1
 (2/3-1 )

_ 1 

2.3 ΔΙΔΙΑΣΤΑΤΕΣ ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ PARETO ΤΥΠΟΥ II 

Οι διδιάστατες κατανομές Pareto που θα περιγράψουμε στην 

ενότητα αυτή προκύπτουν με εφαρμογή της συναρτησιακής σχέσης που 

υπάρχει μεταξύ μιας μεταβλητής Pareto και μιας εκθετικής 

μεταβλητής στις ήδη γνωστές διδιάστατες εκθετικές κατανομές. 

Είναι γνωστό ότι υπάρχει ισοδυναμία μεταξύ των προτάσεων 

(ί) Χ ~ Pareto (θ', α)ν ;- .·--

• ' - - " • · - ' • Cu) In Χ ~ Εκθετική (In θ, I/O); V 
* 

Η ισοδυναμία αυτή μεταφέρεται και ισχύει και στο χώρο των δυο 

διαστάσεων, όπως φαίνεται από τα παραδείγματα που αναπτύσσονται 

στις ενότητες που ακολουθούν. Αποδεικνύεται δηλαδή, ότι οι 

προτάσεις 
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/ 
/ 

/ 

(i) (Χ,Υ) ~ Διδιάστατη Pareto 

(ii) (In X,In Y) ~ Διδιάστατη Εκθετική 

είναι ισοδύναμες. 

2.3.1 Δυδίάστατπ κατανομή Pareto τύπου Gumbel 

0 Gumbel (1960) εισήγαγε μια διδιάστατη εκθετική κατανομή με 

συνάρτηση κατανομής 

„ - , , . -ζ -W, -z-w-özw Fz w(z,w)=l-e -e +e ζ 2; θ , w £ 0 

Εστω, 

Z=ln Χ° W=ln Υ
0 α > 0, β > 0 

Τότε η κατανομή του τυχαίου διανύσματος (Χ,Υ) της οποίας η 

συνάρτηση κατανομής δίνεται από τον τύπο 

Γ
χ γ (

: χ
Ύ )

= 1
-

χ
 "Υ

 +
Υ 

-α^-β^-β^-α( 1+βθ In: y) (2.3.1) 

όπου x>l,y>l,a,/?>0,0'-£_£, <. 1 , • 

μπορεί να θεωρηθεί ως η διδιάστατη επέκταση της κατανομής Pareto 

τύπου Gumbel. Προφανώς οι περιθώριες συναρτήσεις κατανομής των 

μεταβλητών Χ και Υ δίνονται αντίστοιχα από τους τύπους 
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F x ( x ) = l - x 
~o X > 1 , £ ? > 0 

και 

F x ( y ) = i - y •ß Υ>1,β>0 

Είναι δηλαδή οι περιθώριες κατανομές μονοδιάστατες Pareto. 

Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της κατανομής αποδεικνύεται ότι 

ισούται με 

* , •>. η -β-1 -α(1+βθ1η y)-l f
x y
(x,y)=o

/
Sy

 Η
 χ *' {Ι+αθΙη x)(l+£ôln y)-θ (2.3.2) 

όπου x>l,y>l, α,β>0, 0 £ 0 ^ 1 

Η δεσμευμένη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας ισούται με 

f X | ( Y = y ) ( X ' y ) αΧ (1+αβΙη x)(l+/901n γ)-θ 

x , y > l , α, /9>0, 0 <. θ - '<. 1 

ενώ 

Ε ( Χ | Υ = Υ ) = ^ +

 ο θ 

(û-B-1) 
γ ι α Q B > Î / " όπου B=l+y96'ln y 

Α ν τ ί σ τ ο ι χ ε ς ε ί ν α ι οι εκφράσεις των συναρτήσεων f 
Y|(X=x) και 

Ε(Υ|Χ=χ) λόγω συμμετρίας της f
 y
(x,y) ως προς χ και y. Τέλος 

αξίζει να αναφερθεί ότι ο συντελεστής συσχέτισης ρ δίνεται από 

τον τύπο 

34 



z-l(a-2)(ß-2)/aß\1/Z
 Γΐ-me

11
^ (m)l όπου m=(c-l ) (ß-1 ) /αβθ 

και E (m)=/° t
 1
e Vt, 

Παρατηρώντας την τελευταία αυτή σχέση συμπεραίνουμε ότι ο 

συντελεστής συσχέτισης δεν μπορεί να πάρει αρνητικές τιμές. 

Ειδικώτερα στην περίπτωση που α-β-à. και 5=1 παίρνει τη μορφή 

=̂-["(0.-2)/d] Γΐ-π^β"
1
! E^rn^j όπου m

i
=(d-l)

2
/d

2 

Επιπλέον όταν d -» 2 τότε ρ -» Ο ενώ όταν d -» co τότε m -» 1 

και κατά συνέπεια ρ -* -0.403664. 

2.3.2 Δϋδϋάστατη Pareto τύπου Marshal1-Olkin. 

Μια , άλλη διδιάστατη εκθετική στην οποία θα εφαρμόσουμε τη 

συναρτησιακή σχέστ> που υπάρχει μεταξύ της μεταβλητής Pareto και 

της εκθετικής, είναι; εκείνη που εισήγαγαν οι Marshall και Olkin 

(1967). Η συνάρτηση κατανομής της διδιάστατης εκθετικής την οποία 

όρισαν δίνεται από τη σχέση 

FÌT, /(u/v)=l-e-
(K+r)u-e-(1+r)v

+e:
ku-lv-rmax(u'v) 

υ, ν , -

Τότε η συνάρτηση κατανομής του τυχαίου διανύσματος (X=e 'a,Y=e 'α) 

δίνεται από τη σχέση 

FXjY(xlY) = l-x-a^+r>-Y-
a(1+rKx-°\-°l 

max(χ , y ) 
Γ
. (2.3.3) 

35 



Την κατανομή η οποία ορίζεται από την (2.3.3) θα ονομάζουμε 

δ ι.δ ι,άσταττι κατανομή Pareto τύπου Marshal 1-01 kin. 

Παρατηρούμε ότι 

τ, / \ τ? / Ν ι -a(k+r) F
x
(x)=F

XiY
(x,co)=l-x 

και 

F
Y

( y ) = F
x

/
Y

( c o
'

y ) = 1
"

y _ C r ( 1 + r ) 

δηλαδή και οι δύο περιθώριες κατανομές είναι μονοδιάστατες Pareto. 

Μια ενδιαφέρουσα παρατήρηση που μπορούμε να κάνουμε σχετικά 

με τη διδιάστατη αυτή Pareto είναι ότι αποτελείται από δυο μέρη: 

ένα απόλυτα συνεχές
 : (absolutely continuous) και ένα ιδιάζον 

(singular). Ετσι, η συνάρτηση επιβίωσης της κατανομής μπορεί να 

γραφεί ως εξής: 

F
X;y
(x,y)=cF

abs
(x,y)-K(l-c)F

sin
Cx,y) (2.3.4) 

και επομένως, ; " . ^ 

2 - ' t '• • 
Θ F

 v
(x,y) 

^ = cf . (x,y) 

- . abs
v ' 1 ' 

dxdy 

Επίσης μπορεί να αποδειχθεί ότι 

\ 
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f a b s ( X ' y ) = < 

a (k+r)lR 

E+l 
-a(k+r)-l -al-1 

a (l+r)kR -a(l+r)-l -ak-1 
k+ï — y x 

αν x>y 

αν x<y 

(2.3.5) 

όπου R=k+r+l 

2.3.3 Δι.δι.άστατη κατανομή Pareto τύπου Mardia II 

Τη λογική που εφαρμόσαμε ήδη στις διδιάστατες -εττθχ-ττκές των 

Gumbel και Marshal1-Olkin εφάρμοσε και ο Mardia (1962) στη 

διδιάστατη εκθετική κατανομή των Wicksei1-Kibble. Ετσι κατέληξε σε 

διδιάστατη κατανομή Pareto με συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας 

f
XjY
(

X/
y) xfH-fy 

aß (θ^)α (θ2/γ)β 

i
0
(Q) (2.3.6) 

όπου Q= 

2\#αβ In (x/S^ln (y/fi
2
) 

— —f ; 

1/2 

x>6> ->0, y>e • >Ö,.'_.;•£?_>'0-/ ß>0, 0 <. $ < 1 και I ( . ) είναι η 

μετασχηματισμένη συνάρτηση Bessel πρώτου είδους και μηδενικής 

τάξης. Στο άρθρο που προαναφέρθηκε ο Mardia υπολογίζει τη 

δεσμευμένη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας, τη συνάρτηση 

παλινδρόμησης καθώς και τη σκεδαστική συνάρτηση της κατανομής. 
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2.4 ΔΙΔΙΑΣΤΑΤΕΣ ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ PARETO TYTTOY III 

; 1 

Στο πλαίσιο της θεωρίας ουρών η μονοδιάστατη κατανομή Pareto 

εμφανίζεται ως κατανομή του χρόνου εξυπηρέτησης πελατών. Προκύπτει 

στην περίπτωση εκείνη κατά την οποία οι χρόνοι εξυπηρέτησης 

ακολουθούν εκθετική κατανομή η δε εκθετική παράμετρος είναι τυχαία 

μεταβλητή η οποία κατανέμεται σύμφωνα με την κατανομή Gamma. Με 

άλλα λόγια, μίγμα εκθετικής (Ö) με Gamma (ο,Ι) οδηγεί σε Pareto 

(Ι,α). Στα επόμενα θα εξετάσουμε κατά πόσον η ιδιότητα αυτή 

μεταφερόμενη στις δυο διαστάσεις οδηγεί σε διδιάστατη κατανομή η 

οποία μπορεί να θεωρηθεί διμεταβλητή επέκταση της κατανομής 

Pareto. Στο μοντέλο που θα θεωρήσουμε έχει υποτεθεί ότι σε κάθε 

υποπληθυσμό, οι τυχαίες μεταβλητές Χ και Υ είναι ανεξάτητες και 

ακολουθούν την ίδια εκθετική κατανομή με παράμετρο θ. Η παράμετρος 

θ μεταβάλλεται μεταξύ των υποπληθυσμών ακολουθώντας κατανομή 

Gamma. Το θεώρημα 2.4.1 συνοψίζει τόσο το μοντέλο όσο και το 

συμπέρασμα που αναφέρεται στην κατανομή του τυχαίου διανύσματος 

(Χ,Υ). 

ΘΕωρπμα 2:4.1 Εστω δυο τυχαίες μεταβλητές Χ και Υ των οποίων η 

από κοινού κατανομή είναι η διπλή εκθετική με συνάρτηση κατανομής 

F
X , Y

( x > y ) = r
:*" e "

e ( x + y )

 X /
y>0.

 Ί 

μια Gamma (Ι,α) μεταβλητή με συνάρτηση 

θ>0. 

Εστω ότι το θ είναι 

πυκνότητας πιθανότητας 
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Τότε η κατανομή του τυχαίου διανύσματος (Χ,Υ) έχει συνάρτηση 

επιβίωσης την 

F(x,y) = (x+y+i) —a α>0, (2.3.7) 

ΑπόδΕίξη Με βάση τον ορισμό της συνάρτησης επιβίωσης ενός 

μίγματος έχουμε ότι 

F ( x , y ) = f0 £ÔW) F X i Y ( x , y ) άθ 

Γ 
co θα λ -θ -0(x+y) 
ο Τ(α) e e dö 

Γ Λ 
1/Γ(σ) 

v. J 
(x+y+lT* J* ^ ( x + y + l » 0 - 1 e - e ( x + y + 1 U{ö(x + y + l )} 

= (x+y+1) -a 

από τον Mardia (1962). θα Η παραπάνω κατανομή~ έχει μελετηθεί 

ονομάζουμε αυτήν δϋδϋάοτατιί κατανομή Pareto τύπου Mardia Ι. Για 

την κατανομή*αυτή αξίζει να αναφέρουμε μερικά βασικά συμπεράσματα. 

Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της κατανομής δίνεται από την 

f
XjY
(x,y) =σ(σ+1)(x+y+1),

(σ+2) 

όπου χ>0, y>0, £·>0. 

(2.3.8) 

Από τη-σχέση αυτή προκύπτει ότι 
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f (χ) = ax ( σ + 1 )
 και

 M
f

y
(y) = αγ~(α+1)

 χ>1, y>l, α>0 
Λ 

δηλαδή και οι δυο περιθώριες κατανομές είναι μονοδιάστατες 

Pareto(l,o·). Επίσης η δεσμευμένη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας 

δίνεται από τη σχέση 

f
x | ( Y = y )

(x|y) = (^ΐ)ν
σ+1
(χ+ν+ΐ)

 ( α + 2 ) 

Είναι δηλαδή και αυτή μονοδιάστατη Pareto με μετατοπισμένη την 

αρχή. Είναι λοιπόν, άξιο παρατήρησης το ότι οι περιθώριες 

κατανομές, υπό συνθήκη ή μη, της διδιάστατης κατανομής Pareto 

τύπου Mardia Ι είναι τύπου Pareto. Εύκολα μπορούμε να 

προσδιορίσουμε τη συνάρτηση παλινδρόμησης η οποία είναι γραμμική. 

Συγκεκριμένα, 

E(X|Y=y) = 1 + Υ/α. 

Αξίζει να σημειώσουμε ότι η E(X|Y=y) υπάρχει για όλα τα α>0, 

ενώ η Ε(Χ)=α·/(σ-1) υπάρχει μόνο για σ>1. Η σκεδαστική συνάρτηση 

της Χ δίνεται από τη σχέση 

var(ΧJY-y) - y
2
(σ+1)/a(a-l) 

Τέλος, 

Corr(X,Y) = 1/a για α>2 

Από τη τελευταία αυτή σχέση προκύπτει ότι ο συντελεστής συσχέτισης 
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δεν παίρνει αρνητικές τιμές και επιπλέον είναι μικρότερος απο το 

1/2. Επίσης όταν α -* οο τότε Corr(X,Y) -* 0. 

Στο μοντέλο το οποίο περιγράψαμε στο θεώρημα 2.4.1 οι τυχαίες 

μεταβλητές Χ και Υ ήταν ανεξάρτητες και η καθεμιά ακολουθούσε 

εκθετική (θ) κατανομή. Στη συνέχεια θα θεωρήσουμε μια γενίκευση 

του μοντέλου αυτού. 

Εστω ότι οι Χ και Υ είναι ανεξάρτητες εκθετικές μεταβλητές με 

παραμέτρους θ και θ αντίστοιχα. Θεωρούμε τις εξής εναλλακτικές 

περιπτώσεις: 

(i) Οι παράμετροι θ ,θ είναι ανεξάρτητες Gamma (α,Ι) 

μεταβλητές. 

(ϋ) Οι θ ,θ είναι συσχετισμένες και ακολουθούν κάποια; γνωστή 

διδιάστατη Gamma, 

Τις δυο παραπάνω περιπτώσεις πραγματεύονται τα θεωρήματα 2.4.2 και 

2.4.3 αντίστοιχα. 

θΕώρ-ημα 2.4.2 Εστω δυο τυχαίες μεταβλητές Χ και Υ των οποίων η 

από κοινού κατανομή εΧναι η διπλή εκθετική με συνάρτηση κατανομής 

F
x γ
(χ,ν) f 1-e i

x zY, x,y>0. 

Εστω ότι το τυχαίο διάνυσμα {θ ,θ„) ακολουθεί διπλή Gamma με 

συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας 
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earx _θ Θ°2~1 _θ 
θ ,θ >0, 

1 2 

Τότε η κατανομή του τ υ χ α ί ο υ διανύσματος (Χ,Υ) έ χ ε ι συνάρτηση 

επιβίωσης 

F ( x , y ) = (1+χ) °\ ( l + y ) σ 2 όπου α , α >0. 
ι 2 

ΑπόδΕίζη Με βάση τον ορισμό της συνάρτησης επιβίωσης μίγματος και 

λαμβάνοντας υπόψη τις υποθέσεις του θεωρήματος προκύπτει ότι 

fco 
F(K,y) = 

3D 

0 1 2 

'co 
ι-,α -1 Ω a -1 

o
 rl^T

 e 1
 ΓΰΓΤ

 e 2 e 1 2 d
^ d ö2 

û"2 ~ι 

jo
 Γ ( σ

ι
)
 .. . * jo

 r (
V ; 

(1+χ)"
α
ι (l+y) °2 

Δηλαδή, στη περίπτωση κατά την οποία το τυχαίο διάνυσμα 

(θ ,θ- ) ακολουθεί διπλή Gamma, η κατανομή του τυχαίου διανύσματος 

(Χ',Υ') το οποίο συνδέεται με το (Χ,Υ) με τις σχέσεις Χ'=Χ+1, 
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γ'=γ+1 είναι η διπλή Pareto. 

Το θεώρημα που ακολουθεί εξετάζει την περίπτωση κατά την 

οποία η κατανομή του τυχαίου διανύσματος (<9 ,θ ) είναι διδιάστατη 

Gamma και συγκεκριμένα η διδιάστατη Gamma του McKay (1934). 

Θεώρημα 2-4.5 Εστω δυο τυχαίες μεταβλητές Χ και Υ των οποίων η 

από κοινού κατανομή είναι η διπλή εκθετική με συνάρτηση κατανομής 

F
x y

(x,y) = 1-e ι ζ1 , x,y>0 

Εστω ότι το τυχαίο διάνυσμα (θ ,θ ) ακολουθεί τη διδιάστατη Gamma 

του McKay με συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας 

V^.VV = T w i n «f1 < W / _ 1 e " ^ . 

α,β,λ->0 και θ >ΘΊ >0, 
- ' ° 2 1 

Τότε η κατανομή του τυχαίου διανύσματος (Χ,Υ) έχε ι συνάρτηση 

επιβίωσης 

F ( x , y ) =; d3**• (ô+y) *. O+y+x) β . 

f
 Αποδ,Εϋξη Με βάση τον ορισμό της συνάρτησης επιβίωσης μίγματος και 

τις υποθέσεις του θεωρήματος έχουμε ότι 

F(x,y) 
'e» 

^ t - v e'e-\d -Θ . / - 1 β-^2 e - ^ x - ö
2 y 

Γ(β)Γ(ί) 1
 V

 2. 1 
dö dö 

1 2 

43 



/ 
/ 

reo J+ff 
Γ{β)Γ{δ) 

e 2 J ' 
•θ 

2 Θ& Χ(θ -θ ) * ~ 1 e ΘΪΧ άθ άθ 
1 2 1 1 2 

TTßWUl 
'CO 

9θ2(-α-7) β+,-1 
2 

V - 1 ( l - t ) ' - 1 e t < - Ö 2 X > dtdtf 

όπου t = Ö /ô . 

Αλλά, 

t ^ Χ (1-t/ 1 e t ( Ö2X) dt = Biß,g) ΈΑβ,ϊ+β,-θχ) 
1 1 

όπου" * ( ^ > - Γ ^ > ) είναι η συνάρτηση Beta 

co 

:αι F (a;b;z)=) ,
( Γ ) 

ί—> (Γ) 

Γ =ο 

a. . r 

—j- είναι η confluent υπεργεωμετρι κή 

συνάρτηση. Κατά συνέπεια, 

F(x
'

y)
 ~ ΗΖ+ϊΊ'Σ, Tß+ΤΓ 

r =0 
(r) J 

νπ'^'νΛ'^'.α. 

co
 Λ 

Σ <-x)
J 

r(/?+<r) ̂  ^
+
^

( r )

 r ! 

rsû 

pco ß+/f+r-l 
θ 

-Β (σ+γ) 
e 2

v J
 ' do 
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CD 

cP+t V ßlr> (-X)r Γ
^ +

Γ
) 

rsO 
( r) 

(α+γ) 
ß+ff+r 

a 
α+γ 

v. J 

co /?+* ν- ß 

Σ ( Γ) χ 

(β+ϊ) 
r =0 

(r) 
α+γ 

Κ J 

r j_ Γ(β+ΰ+ν) 

Γ(β+ί) 

Γ α }<*' 
co 

σ+y Σ "<-> h 
r =0 

a 

α+γ 2
F

t
C - ,/9; - ;ζ) 

όττου ζ = -χ/{α+y). και F (a
y
b;c;z) είναι η υπεργεωμετρική σειρά 

του Gauss η οποία δίνεται από τον τύπο 

co a. ì>. . r 

Σ Α iA Χ _ ; ^ ' 

— .':.
 Γ
 ρ = F (a,b;c;z) και η οποία στην ειδική περίπτωση 

c
cr) - - : '•'•...-. ' - " • - . • - . 

F =0 

t που a=c=d παίρνει τη μορφή F (d,b;d;z) = (1-ζ) . Αρα τελικά 

F(x,y) = 
J3** 

(α+γ) β+! 
1 + 

χ 

α+γ 

-β 
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/ 
/ 

: 1 

Παρατηρούμε ότι η συνάρτηση επιβίωσης του τυχαίου διανύσματος 

(Χ', Υ') το οποίο συνδέεται με το (Χ,Υ) με τις σχέσεις Χ'=Χ και 

Υ'=Υ+σ-1 είναι γινόμενο της συνάρτησης κατανομής μιας 

μονοδιάστατης κατανομής Pareto και αυτής μιας διδιάστατης 

κατανομής Pareto τύπου Mardia Ι. 

Επανερχόμενοι στο θεώρημα 2.4.1 παρατηρούμε ότι η διδιάστατη 

κατανομή Pareto τύπου Mardia Ι προκύπτει σαν Gamma μίγμα διπλής 

εκθετικής κατανομής. Η διδιάστατη δηλαδή αυτή κατανομή διατηρεί 

την ιδιότητα της μονοδιάστατης Pareto ως προς τον τρόπο γένεσης. Η 

παραπάνω διαδικασία μέσω της οποίας προκύπτει η διδιάστατη Pareto 

τύπου Mardia Ι υποδηλώνει ενδεχόμενη χρησιμότητα της κατανομής 

στην ανάλυση πινάκων συνάφειας στους οποίους οι δύο διαστάσεις 

μπορούν να θεωρηθούν σαν εναλλακτικά μέτρα του ίδιου, μεγέθους. Η 

μελέτη της κατανομής των τραυμάτων δύο οδηγών σε ένα τροχαίο 

δυστύχημα ή~~*της σοβαρότητας της σωματικής βλάβης ενός ασθενούς 

όπως αυτή αξιολογείται από δύο γιατρούς αποτελούν δύο ενδεικτικές 

πιθανές εφαρμογές της κατανομής αυτής. 

Στα μίγματα που εξετάσαμε μέχρι τώρα, οι τυχαίες μεταβλητές 

ήταν ανεξάρτητες και επομένως η από κοινού κατανομή τους ήταν 

διπλή εκθετική μιας ή δύο παραμέτρων. Το θεώρημα 2.4.4 

αντιμετωπίζει την περίπτωση κατά την οποία η από κοινού κατανομή 

τους είναι μία από τις γνωστές διδιάστατες εκθετικές κατανομές και 

συγκεκριμένα εκείνη που ορίσθηκε από τους Marshall και 

Olkin (1967). 
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θΕωρημα 2.4.4 Εστω (Χ,Υ) τυχαίο διάνυσμα του οποίου η κατανομή 

είναι η διδιάστατη εκθετική των Marshal 1-01kin με' συνάρτηση 

κατανομής την 

F
x Y
(x,y) = l-e"

( k + r ) x
 -e"

( 1 + r )
y _

e
-kx-ly-rmax(x,y) 

x>0, y>0. 

Εστω επίσης ότι k=ö, 1=θ, r=RÖ όπου το θ ακολουθεί Gamma (α, Ι) 

κατανομή. Τότε το τυχαίο διάνυσμα (Χ,Υ) ακολουθεί διδιάστατη 

Pareto με συνάρτηση επιβίωσης 

F(x,y) = l+x+y+Rmax(x,y) , R = k+l+r. 

ΑπόδΕίξη Με βάση τον ορισμό της συνάρτησης κατανομής μίγματος 

και τις υποθέσεις του θεωρήματος έχουμε ότι 

F ( χ , y ) = 
r ° 0 i

1 _ ö - Ö ( l + R ) x _ o - Ö ( l + r ) y - t f [ x + y + R m a x ( x , y ) ] ì \θα X _-θ 
1 e ' e " e > }ΓΊΈ) dò 

= 1 - ~ Γία-> . 

r « > ^ ι _ Ö [ 1 + ( 1 + R ) y ] 

' ria) e . άθ 

Γ® θ9 1 _ _ ^ [ i + x + y + R m a x ( X / y ) ' ] 

ο 
Γ{α) 

= 1-
-ι ~d 

1 + ( 1 + R ) x 1+(1+R)y 
—a -ι ~Ct 

l+x+y+Rmax(x, y) 
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Επειδή δε, F(x,y) = F(x,y) - F(oo,y) - F(x,co) + 1 , έπεται, ότι, 

F(x,y) = l+x+y+Rmax(x,y) 

To θεώρημα 2.4.4 αποδεικνύει ότι μίγμα διδιάστατης εκθετικής 

κατανομής τύπου Marshal 1-01kin με Gamma οδηγεί σε μορφή 

διδιάστατης κατανομής Pareto. Δεν συμβαίνει το ίδιο αν 

χρησιμοποιηθεί η διδιάστατη εκθετική κατανομή του Gumbel (1960). 

Συγκεκριμένα, αν θεωρήσουμε τη διδιάστατη εκθετική με συνάρτηση 

επιβίωσης 

Έ; / \ -x-y-öxy 
X,Y(x'y) = e - x ̂  θ, y > 0, 

0 ί Ô' ί 1 

και θεωρήσουμε ότι η παράμετρος αυτής θ μεταβάλλεται ακολουθώντας 

κατανομή Beta τύπου Ι με συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας 

τότε η συνάρτηση επιβίωσης του μίγματος είναι 

F(x y) =
 /
"(°

+
^) e-

( x +
y

} 

θ α~Α (Ι-θ)^1
 e

ö ( - x y ) ύβ 

= e
 ( x + y ) ^Τ^α,/Β+α-,-χγ) 
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= e (x+y+xy) ? (ß,ß+o;Xy) 
1 1 

όπου F (a;b;z) είναι η confluent υπεργεωμετρική σειρά, 

2.5 ΓΕΝΙΚΕΥΜΕΝΕΣ ΜΟΡΦΕΣ ΔΙΔΙΑΣΤΑΤΩΝ ΚΑΤΑΝΟΜΩΝ PARETO 

Στο τέλος της ενότητας 2.3.2 αναφέραμε ότι η διδιάστατη 

Pareto τύπου Marshal1-Olkin δεν είναι απόλυτα συνεχής. Αντίθετα η 

συνάρτηση κατανομής (2.3.3) μπορεί να διασπασθεί σε ένα απόλυτα 

συνεχές και σε ένα ιδιάζον μέρος όπως φαίνεται από τη σχέση 

(2.3.4). Η Dimaki,C. (1977) αποδεικνύει ότι η διδιάστατη Pareto 

τύπου Marshal1-Olkin είναι απόλυτα συνεχής στην ειδική μόνο 

περίπτωση που οι τυχαίες μεταβλητές Χ και Υ είναι ανεξάρτητες. 

Μπορούμε όμως, και ίσως παρουσιάζει κάποιο ενδιαφέρον, να ορίσουμε 

διδιάστατη Pareto με συνάρτηση επιβίωσης εκείνην της διδιάστατης 

Pareto τύπου Masrhal1-Olkin απαλλαγμένη όμως από το ιδιάζον μέρος. 

Ονομάζουμε μια τέτοια κατανομή βενικευμέντι δϋδι,άστατη κατανομή 

Pareto τύπου Marshall—Olkin και η συνάρτηση κατανομής της δίνεται 

από τη σχέση ; '-

F(x,y) = 
R 
k+1 

-k -1 
x y max(x,y) 

-r 

k+1 

-i-R 

max(x,y) (2.4.1) 

x,y £ Ι και R=k+l+r 

Οι περιθώριες κατανομές της (2.4.1) δίνονται από τις παρακάτω δυο 
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σ χ έ σ ε ι ς 

Fx<x) - er x " k " r - iFT X " E x i l 

FY(y) = ei y_ 1" r - ra: ?~E y * 1 -

Οττως είναι φυσικό, ot περιθώριες συναρτήσεις κατανομής δεν είναι 

τύπου Pareto, αλλά σταθμικοί μέσοι συναρτήσεων κατανομών Pareto. 

Τελειώνοντας, αξίζει να αναφέρουμε τον ορισμό μιας ακόμη 

γενικευμένης διδιάστατης κατανομής τύπου Pareto. Η συνάρτηση 

πυκνότητας πιθανότητας της κατανομής αυτής που ορίσθηκε από τον 

Arnold (1987) είναι 

f
x Y
(x,-y) = constant. ( 1 +λ ^χ+λψ+λ f^xy)~*0+2) 

με λ.,λ >0 και Λ £ 0 αν ^>1 
Τ 1-2 12 

ή λ > 0 αν 0 < ο ί 1 
12 

Το ιδιαίτερο χαρακτηριστικό της κατανομής αυτής είναι ότι οι υπό 

συνθήκη περιθώριες κατανομές της είναι Pareto (Ι,α·). Παρατηρούμε 

επίσης ότι αν λ = λ λ τότε προκύπτει η διπλή Pareto, ενώ αν 

λ = 0 προκύπτει η δ ι δ ι άστατη Pareto τύπου Mardia Ι. 
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2.6 ΜΙΓΜΑΤΑ ΔΙΔΙΑΣΤΑΤΩΝ ΚΑΤΑΝΟΜΩΝ PARETO 

Στην ενότητα αυτή θα ασχοληθούμε με τις κατανομές οι οποίες 

προκύπτουν όταν οι παράμετροι των διδιάστατων κατανομών Pareto 

είναι τυχαίες μεταβλητές. Οπως θα παρατηρήσουμε οι κατανομές στις 

οποίες οδηγούμαστε δεν είναι ούτε γνωστές ούτε εύχρηστες. Για την 

πληρότητα όμως της παρουσίασης παραθέτουμε ενδεικτικά κάποια 

συμπεράσματα. Επιπλέον για να τονίσουμε ότι το πρόβλημα δεν 

εντοπίζεται στις δυο διαστάσεις αλλά είναι εξίσου έντονο και στη 

μονοδιάστατη περίπτωση ξεκινάμε υπολογίζοντας τη συνάρτηση 

επιβίωσης μίγματος Pareto (Ι,α·) με Gamma (β,Ι). 

F(x) = 

'OD 0-1 «cP 

Jo 
iß) 

-a -a , e χ da 

|V?-1 -
(1+
in.x) 

(ß) 
da 

= (il + ln^x) -ß * [ " ( 1 + ^ ) ] ^ " 1 e-g(1 + ln:>> d[.(l + ÌBK)r 
I K P ) . . -

= (1+ln x) ß 

δηλαδή (1+ln X) ~ Pareto (Ι,β) 

51 



Για να μεταφέρουμε το συμπέρασμα στις δυο διαστάσεις υπολογίζουμε 

τη συνάρτηση επιβίωσης του παρακάτω μίγματος 

Δυδι,άστατη Pareto τύπου Mardia Ι /ο \ Ganuna(/?,1) 

F(x,y) = f^y e~a
 (x+y+1)

 a
 da 

IV -1 
Γ (β) 

-a [1+ln (x+y+1)] ^ 

= [
1 + ln 

(x+y+1) 
-ß. 

δηλαδή, 1+ln (X+Y+1) -v Pareto i1,β). 

Στη συνέχεια θα εξετάσουμε περιπτώσεις στις οποίες η 

παράμετρος τόσο της μονοδιάστατης όσο και της -διδιάστατης 

κατανομής Pareto ακολουθεί την κατανομή Beta. Ξεκινώντας λοιπόν 

από τη μονοδιάστατη περίπτωση, υπολογίζουμε τη συνάρτηση επιβίωσης 

μίγματος Pareto (Γ,σ) με Beta II {β,g)-
" ' • ' • < • • • • "

; 

F(x) = 
'OD 

r(ß)ru) a u a) x 
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Γ{β)Γ{ϊ) 

Γόο 

cp-1
 (Ι+α)-^-^ e~a 1 η Χ 

άα 

Γ{β+δ) 

ru) 
*(/?, 1-^; In χ) 

όπου ¥(a;c;z) = γη-^γ 
'CO 

t
a 1

 (l+t)
c
~

a χ
 e

 z t
 dt 

Επειδή η υπεργεωμετρική σειρά W(a;c;z) συνδέεται με την confluent 

υπεργεωμετρική σειρά F (a;c;z) με τη σχέση 

tf
Ca,c;z) =

 Γ
^ Ι " ! ^ ^(»,-ο,-ζ) 

καταλήγουμε στο συμπέρασμα ότι 

F
x
(x) = Έ^β-,Ι-ί-Λη χ) 

Τέλος θα υπολογίσουμε τη συνάρτηση επιβίωσης του παρακάτω μίγματος 

Δι.πλη Pareto. / \ Bivariate Beta II 

(θ ,θ ) --
ν
 ι ζ' 

F(x,y) = 
'σο 

0 J 

σο / (k+m+p) 

r(k)r(m)r(p)
 w
.i 2 
e
k-l ^m-l (1+ôi+io j-(k+m+p)x-ôi γ-θ2^ 

1 2' 
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r(k+m+p) 

r(k)r(m)r(p) 

Γ® 

ο J 

» ,k-i
 β Γ

ι
 ( 1 W

 ^ , - ( ^ Ρ )
χ
- *

:
,
 y
-*

2 

0 1 2 

r(k+m+p) r(l-p-k-m)r(k)r(m) 

r(k)/-(m)r(p) ΓΓΪ^ρΤ *
2
(k,m;l-p;ln x, In y) 

όπου 

/~(c) 

*2
(a
'

b;c;z
'

w)
~r(c-a-b)r(a)r(b) 

•oo 

J DJ 

'CO 

e
-xz

e
-yw

 x
a-i

y
b-l

( 1 + x + y )
c-a-b-l

 d x d y 

είναι η διμεταβλητή confluent υπεργεωμετρική σειρά, 

Επειδή, 

r(l-p-k-m) 
Γ(1-ρ) 

(-p-k-m)! 

(-P)i 

+k+m-l)! ^
 ; 

k+m 
(p+k+m-1) 

έπεται ότι 

F(x/y) = (-l)
k+m
^

2
(k,m;l-p;in χ, In y) 
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2.7 ΑΛΛΕΣ ΔΙΔΙΑΣΤΑΤΕΣ ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ ΣΥΝΔΕΟΜΕΝΕΣ ΜΕ ΤΙΣ ΔΙΔΙΑΣΤΑΤΕΣ 

1
 ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ PARETO 

Υπάρχουν πολλές σημαντικές κατανομές στενά συνδεδεμένες με τη 

μονοδιάστατη Pareto (Ι,a). Είναι γνωστές οι συναρτησιακές σχέσεις 

που υπάρχουν μεταξύ της μεταβλητής Pareto και μεταβλητών που 

προέρχονται από κατανομές όπως η εκθετική, η Weibull, η power 

function, η κατανομή Burr ή η λογιστική κατανομή. Είναι επίσης 

γνωστό ότι η ύπαρξη των συναρτησιακών αυτών σχέσεων βοηθάει στο να 

μεταφέρουμε υπάρχοντα συμπεράσματα της κατανομής Pareto, κυρίως 

χαρακτηριστικές ιδιότητες, σε συμπεράσματα που να ισχύουν για τις 

συνδεόμενες με αυτήν κατανομές. 

Στην ενότητα αυτή θα επιχειρήσουμε τη μεταφορά των 

ισοδυναμιών μεταξύ Pareto και άλλων κατανομών στο χώρο των δυο 

διαστάσεων. Θα συγκεντρώσουμε την προσοχή μας στη διδιάστατη 

Pareto τύπου Mardia ϊ με συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας 

f
x
^

Y
(x,y) = α(α+1)(χ+ν-1)~

(σ+1)
 (2.7.1) 

όπου χ>-1 ,y>l,. σ>0 _• - ' 

κυρίως διότι η διδιάστατη αυτή κατανομή•"·δι-ατηρ.ε
:
£ πολλές από. τις 

ιδιότητες της μονοδιάστατης Pareto. 

Οι ισοδυναμίες μεταξύ των κατανομών που προαναφέρθηκαν 

θεμελιώνονται με τα παρακάτω πέντε θεωρήματα. Το θεώρημα 2.7.1 

καθορίζει τη συναρτησιακή σχέση που υπάρχει μεταξύ τυχαίου 

διανύσματος προερχομένου από διδιάστατη κατανομή Pareto τύπου 

Mardia Ι και διδιάστατης εκθετικής κατανομής. Αξίζει να 
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σημειωθεί ότι η διδιάστατη εκθετική στην οποία οδηγούμεθα δεν 

αναφέρεται στη βιβλιογραφία και κατά συνέπεια δεν έχει μελετηθεί. 

Θεώρημα 2.7.1 Εστω (Χ,Υ) τυχαίο διάνυσμα που ακολουθεί τη 

διδιάστατη κατανομή Pareto τύπου Kardia Ι. Τότε το τυχαίο διάνυσμα 

(Z=lnX,W=lnY) ακολουθεί διδιάστατη εκθετική κατανομή με συνάρτηση 

πυκνότητας πιθανότητας την 

f
z w
(z,w) = α(α+1) e

Z + W
 (e

Z
+e

W
-l)

 (α+21' (2.7.2) 

όπου z,w ì 0 α > 0 . 

ΑπόδΕίξη Εστω ότι το τυχαίο διάνυσμα (Χ,Υ) ακολουθεί τη 

διδιάστατη κατανομή Pareto τύπου Mardia Ι με συνάρτηση πυκνότητας 

πιθανότητας την (2.7.1). Με εφαρμογή του θεωρήματος αλλαγής 

μεταβλητής δεδομένου ότι η Ιακωβιανή του μετασχηματισμού Ζ = In Χ, 

Z+W 
W = In Υ δίνεται από τον τύπο J = e προκύπτει εύκολα η 

(2.7.2): 

Η κατανομή αυτή είναι διδιάστατη εκθετική αφού 

f„(2) = a e και f
w
(w) =? a e. 

Είναι δηλαδή και OL δύο περι'θώριες κατανομές μονοδιάστατες 

εκθετικές (α). 

θΕωρημα 2.7.2 Εστω ότι το τυχαίο διάνυσμα (Χ,Υ) ακολουθεί 

διδιάστατη κατανομή Pareto τύπου Mardia Ι με συνάρτηση πυκνότητας 

πιθανότητας την (2.7.1). Τότε το τυχαίο διάνυσμα (Z,W) όπου 
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X=exp(Z-£)
c
 και Y=exp(W-0)

C
, όπου Ζ>θ, W>£, θ ζ 0, 0 - 1 , 

ακολουθεί διδιάστατη κατανομή Weibull με συνάρτηση πυκνότητας 

πιθανότητας την 

f

z y z ' w ) = 

C _ 1
 Γ η πΊΓ / , - ^

C
 ,

ω
-ΛΝ<3 Ί-(^+2) 

=α(α+1)ο21(ζ-θ)(ν-θ)~\ expr(z-i9)
c
+(w-(9)

c
j Γβ

(ζ θ) +e(w~ö) -il 

(2.7.3) 

όπου ζ,π>θ, δ ì 0, 0 - 1 . 

1 /e 
ΑπόδΕίξη Εφαρμόζοντας τον μετασχηματισμό Ζ = 0+(1η Χ) ' 

1 /e 
W = 0+(ln Y) ' στην (2.7.1) και λαμβάνοντας υπόψη ότι η Ιακωβιανή 

2 c
—
1 c~l e e 

είναι J - e (ζ-θ) (w-θ) exp(z-ö) exp(w-<£?) καταλήγουμε στο 

ζητούμενο. Η διδιάστατη κατανομή που έχει: συνάρτηση πυκνότητας 

πιθανότητας την (2.7.3) είναι διδιάστατη Weibull αφού και οι δυο 

περιθώριες κατανομές είναι μονοδιάστατες Weibull. 

Συνεχίζουμε ορίζοντας , με αντίστοιχο τρόπο, τη διδιάστατη 

κατανομή Burr. '- - -: 

\ • " . : ' " . - • - -

ΘΕώρημα 2.7.3 Εστω ότι τρ„ τυχαίο διάνυσμα (Χ, Υ) ακολουθεί 

τη διδιάστατη κατανομή Pareto τύπου Mardia Ι με συνάρτηση 

πυκνότητας πιθανότητας, την (2.7.1). Τότε το τυχαίο διάνυσμα (Z,W) 

όπου Χ = 1+Ζ' και Υ = 1+W' ,/?>1 ακολουθεί τη διδιάστατη 

κατανομή Burr με συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας 
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ζ,ν?£θ, α>0, β>1. 
(2.7.4) 

AnôôeiEn Η συνάρτηση κατανομής του τυχαίου διάνυσμα (Χ, Υ) 

δίνεται από τον τύπο 

F x , Y ( x ' y ) = ( χ + ? - 1 ) σ " χ α - y α + 1 x£l, yäl, α>0 

Τότε, η συνάρτηση κατανομής του τυχαίου διανύσματος (Z,W) δίνεται 

από τη σχέση 

F. „(z,w) = (l+z^+J3) - fl+z/5ì - fl+vrl 
Ζ / w ^ J \ J \_ J 

-a 
+ 1 

η οποί)'α συνεπάγεται ότι η f„ (z~,w) δίνεται από τη σχέση (2.7.4). 

Η διδιάστατη κατανομή που ορίζεται με αυτό τον τρόπο είναι μια 

διδιάστατη κατανομή Burr αφού 

F
z
(z) = F

ZjW
(z-

J
oD).

 ;
= Κ - .|1 + ζ^ 

Λ-α 
σ>0, /3.>1/·- Ζ2:0 

και 

F
w
(w) = F

z w
(co

/ W
) = Γ - jl+w^ α>0, β>1, W£0 

Είναι δηλαδή και οι δυο περιθώριες κατανομές μονοδιάστατες Burr, 
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Το θεώρημα που ακολουθεί καθορίζει τη σχέση που υπάρχει 

μεταξύ τυχαίων διανυσμάτων προερχομένων από τη διδιάστατη κατανομή 

Pareto τύπου Mardia Ι και από εκείνη την οποία ονομάζουμε 

διδιάστατη power function κατανομή. 

θΕωρημα 2.7.4 Εστω (Χ,Υ) τυχαίο διάνυσμα που ακολουθεί τη 

διδιάστατη κατανομή Pareto τύπου Mardia Ι με συνάρτηση πυκνότητας 

πιθανότητας την (2.7.1). Τότε το τυχαίο διάνυσμα (Z=X~
1
,W=Y~

1
) 

ακολουθεί τη διδιάστατη power function κατανομή με συνάρτηση 

πυκνότητας πιθανότητας την 

f (z,w) = α(α+1) ζ w (z+w-zw)
 ν ' 

fa; W 

0<zsl, CKwsl 

α>0. (2.7.5) 

Απόδει-ξη Ισχύει ότι 

F
x y
(x,y) = (x+y-1)

 α - χ α
 - y

 σ
 +1 ; χζΐ; y*l, α>0. 

Τότε 

F
ZjW
(z,w) = ζ + w -1 

—α 
- ζ - w + 1 

και άρα η f_ „(ZyW) δίνεται από τη σχέση (2.7.5). Η κατανομή που 

ορίζεται με αυτό τον τρόπο είναι μια διδιάστατη power function 

κατανομή αφού 

F
z
(z) = 1 - ζ~α

 και
 F

w
O ) = 1 - w ° 
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είναι, δηλαδή και οι δυο περιθώριες μονοδιάστατες power function 

κατανομές. 

Θα τελειώσουμε την ενότητα ορίζοντας, με αντίστοιχο τρόπο, 

τη διδιάστατη λογιστική κατανομή. 

Θεώρημα 2.7.5 Εστω το τυχαίο διάνυσμα (Χ,Υ) που ακολουθεί 

διδιάστατη κατανομή Pareto τύπου Mardia Ι με συνάρτηση πυκνότητας 

πιθανότητας τη (2.7.1) και παράμετρο α=1. Τότε το τυχαίο διάνυσμα 

(Z,W) όπου Χ = 1 + exp(-Z), Υ = 1 + exp(-W) ακολουθεί διδιάστατη 

λογιστική κατανομή με συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας 

£ ι \ ο -(z+w) Γ -ζ , -W , Λ~ 
f

z w
(z,w) = 2 e ^ ' le - • + e + 1 

ΑπόδΕίξη Ομοια με την προηγούμενη. 

2-8 ΔΙΔΙΑΣΤΑΤΕΣ ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ YULE 

Οττως ήδη αναφέρθηκε στην εισαγωγή/ με ~βάση .'.'-χα όσα 

αποδεικνύονται από τον Irwin (1975) προκύπτει ότι η μονοδιάστατη 

Pareto είναι' το συνεχές ανάλογο της κατανομής Yule. Η" Xekalaki 

(1984a) μεταφέρει και αποδεικνύει την ισχύ της ιδιότητας αΐυτής στο 

χώρο των δυο διαστάσεων. Συγκ,εκριμένα αποδεικνύει ότι το συνεχές 

ανάλογο της διδιάστατης γενικευμένης κατανομής Waring της οποίας η 

συνάρτηση πιθανότητας δίνεται από την 
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_ρ,ν-_ γ--·,-,
 p(i.+m) a

(x+y)
k
(x)

m
(y) 1 1 . 

Pxy
=P(X-

x
,Y-y)

 ( a + p ) ( k + m )
 ( ^ U ) ; ^ , ^TyT

 (2
·
8
·
ι
> 

όπου a>0,k>0,m>0 και p>0 με x=0,l,2,... y=0,l,2, 

και σ
(/?)

 = Γ(α+/?)/Γ(α)Γ(/?), a>0,/?€R, 

είναι η διδιάστατη Beta II με συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας την 

f r* vi - Γ(ο+/3+
/
ο) α-1 £-1 -(α+β+ρ) 

f
x y
(x,y) -

 Γ ( ο ) Γ ( / 3 ) Γ ( ρ )
 χ y (x+y+i) (2.8.2) 

όπου α,β>0 και x,y>0, 

Επιπλέον η Xekalaki (1986) ονομάζει την κατανομή του τυχαίου 

δίνεται από διανύσματος (Χ>Υ) του οποίου η συνάρτηση πιθανότητας 

την (2.8.1) για a=k=m=l δ>δί.άστατπ Yule, με παράμετρο p. Η 

συνάρτηση πιθανότητας της δι-διάστατης κατανομής Yule έτσι όπως 

αυτή ορίζεται στο άρθρο που προαναφέραμε δίνεται επομένως από τη 

σχέση-

ρ„ = P(X=x,Y=y) = -τ-^-Α χ,
7
=0,1,2, ...; (2.8.3) 

X,Y-r ." . -
 Λ ρ i ;

( x + y + 2 ) • -

p>0. \ . ..-'•._•. 

Ομως, η ειδική περίπτωση της (2.8.2) για α=β=1 είναι η σχέση 

(2.3.8) δηλαδή η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας.της διδιάστατης 

κατανομής Pareto τύπου Mardia Ι. Κατά συνέπεια η διδιάστατη Yule 

έτσι όπως ορίζεται από την (2.8.3) είναι το διακριτό ανάλογο της 
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διδιάστατης Pareto τύπου Mardia Ι. Οπως θα παρατηρηθεί στα επόμενα 

η δυαδικότητα αυτή που υπάρχει μεταξύ των δυο αυτών κατανομών 

εδραιώνεται μέσω της αναλογίας που υπάρχει μεταξύ των 

χαρακτηριστικών ιδιοτήτων των δυο κατανομών. 

Η διδιάστατη Yule είναι η φυσική επέκταση στο χώρο των δυο 

διαστάσεων της μονοδιάστατης κατανομής Yule αφού και οι δυο 

περιθώριες κατανομές της είναι μονοδιάστατες Yule (ρ). Πριν 

προχωρήσουμε στη διατύπωση ορισμένων βασικών ιδιοτήτων της 

διδιάστατης κατανομής Yule θα παρεμβάλλουμε τον ορισμό μιας ακόμη 

διδιάστατης κατανομής η οποία προκύπτει σαν ειδική περίπτωση της 

(2.8.1). Ειδικώτερα η Xekalaki (1986) ονομάζει την κατανομή του 

τυχαίου διανύσματος (Χ,Υ) του οποίου η συνάρτηση πιθανότητας 

δίνεται από την (2.8.1) για k=m=l δι,δοάστατη Waring με παραμέτρους 

(a;ρ). Η συνάρτηση πιθανότητας της διδιάστατης κατανομής Waring 

δίνεται από τη σχέση 

x,y=0, 1-, 2/. . . 

(2.8.4) 
ρ_>0 .;•':· V . 

Προφανώς ισχύει ότι: ^
 ;

" 

ALÒίάστατη κατανομή Waring (1;ρ) ~ Δι.δι.άστατη κατανομή Yule (ρ). 

Μερικές βασικές ιδιότητες της διδιάστατης κατανομής Yule 

συνοψίζονται στο παρακάτω θεώρημα. 
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x>y 
= P(X=x,Y=y) = 

(2) (x+y) 
(a+p)

( 2 )
 (a+P+2)

( x + y ) 



/ χ 
/ 

) / 

θεώρημα 2.8.1 Εστω το τυχαίο διάνυσμα (Χ,Υ) με ακέραιες και μη 

αρνητικές συνιστώσες το οποίο ακολουθεί τη διδιάστατη κατανομή 

Yule (ρ). Τότε 

(i) Χ ~ μονοδιάστατη Yule (ρ) , Υ ~ μονοδιάστατη Yule (ρ), 

(ϋ) Χ+Υ ~ μονοδιάστατη γενικευμένη κατανομή Waring (1,2;ρ). 

(iii) X|(Y=y) ~ μονοδιάστατη κατανομή Waring (y+l,p+l) 

Υ|(Χ=χ) ~ μονοδιάστατη κατανομή Waring (χ+1,ρ+1). 

Για την απόδειξη του θεωρήματος παραπέμπουμε στο άρθρο της 

Xekalaki (1984a) όπου αποδεικνύεται γενικότερο θεώρημα για τη 

διδιάστατη γενικευμένη κατανομή Waring. Αξίζει να παρατηρήσουμε 

πως από την (iii) προκύπτει ότι οι συναρτήσεις παλινδρόμησης της Χ 

επί της Υ και της Υ επί της Χ είναι γραμμικές. 

Οι \ παραγοντικές ροπές της διδιάστατης κατανομής Yule 

δίνονται από τη σχέση 

(i+j)i ϋ ji 
(i,j) (p-l)(p-2)...(p-i-j) ' 

i,j=0,1,2, 

Παρατηρούμε, ότι για p^i
+
J οι παραγοντικές \t ροπές και κατά 

συνέπεια και οι ροπές απειρ.ί ζονται - Μέσω των γνωστών 

μετασχηματισμών προκύπτει ότι ; 

Κ ο - ^γ = TwT ' μ ' π , ^ ν
5 

ι,ο -
 Η
Χ ρ-1 '

 κ
 ο,ι -

 Η
Υ ρ-1 

μ. . = °Λ Χ'Χ Χ Υ
 (ρ-1)

2
(ρ-2) 
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2 2 

Ρ Ρ 

"ζ." ' "*
 =
 ( ρ ^ ,

2
( ρ -

2
) ' "<>•* * "*

 =
 (ρ-1)

ζ
(ρ-2) 

Επειδή θα πρέπει να ισχύει ρ>2 προκύπτει ότι η συνδυακύμανση σ
ν ν 

είναι πάντα θετική και κατά συνέπεια οι τυχαίες μεταβλητές Χ,Υ 

είναι πάντα θετικά συσχετισμένες. 

Τέλος να σημειώσουμε ότι οι διαδοχικές πιθανότητες της 

διδιάστατης κατανομής Yule (ρ) συνδέονται με τη σχέση 

^i-H , j _
 p
i, j + 1 _ 1 + i+j 

p. . p. . 3+p+i+j 

Επιπλέον, η Xekalaki (1986) παρατηρεί ότι οι πιθανότητες ρ της 

x, y 

κατανομής αυτής είναι συμμετρικές ως προς χ και y 

(ρ = ρ , x,y=0,1,2,... ) και σταθερές επί της ευθείας x+y-c,-
X-1 Υ Υ /Χ 

Λ 
όπου e σ τ α θ ε ρ ά | P X C _ X

 = - P y j C - y ' χ*? > χ>? = Ο.,Ι/Ι-, . 
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Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο 3 

ΧΑΡΑΚΤΗΡΙΣΤΙΚΕΣ ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΒΑΣΙΣΜΕΝΕΣ 

ΣΤΗΝ ΥΠΟ ΣΥΝΘΗΚΗ ΚΑΤΑΝΟΜΗ 

Η/ΚΑΙ 

ΣΤΗΝ ΥΪΤΟ ΣΥΝΘΗΚΗ ΑΝΑΜΕΝΟΜΕΝΗ ΤΙΜΗ 
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I 

3.1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

Στο κεφάλαιο αυτό περιέχονται χαρακτηρισμοί των μονοδιάστατων 

κατανομών Pareto τύπου Ι και II (συνεχής περίπτωση) και 

τηςμονοδιάστατης κατανομής Yule (διακριτή περίπτωση) όταν ο 

παρατηρητής έχει πρόσβαση σε πληροφορίες σχετικές με την υπό 

συνθήκη κατανομή της Χ δεδομένου του γεγονότος {Y=y} ή/και με τη 

συνάρτηση παλινδρόμησης E(X|Y=y). 

Στην πρώτη ενότητα καθορίζονται οι συνθήκες οι οποίες 

προσδιορίζουν μονοσήμαντα την περιθώρια συνάρτηση (πυκνότητας) 

πιθανότητας της Υ και κατά συνέπεια την από κοινού συνάρτηση 

(πυκνότητας) πιθανότητας των Χ και Υ στην περίπτωση που δίνονται 

οι μορφές των συναρτήσεων (πυκνότητας) πιθανότητας των μεταβλητών 

Χ και Χ|(Y=y). 

Στη δεύτερη ενότητα αποδεικνύονται τέσσερα γενικά θεωρήματα 

από τα οποία προκύπτει ότι δεδομένης της μορφής τής συνάρτησης 

(πυκνότητας) πιθανότητας της μεταβλητής Χ|(Y=y) η συνάρτηση 

παλινδρόμησης E(XJY=y) προσδιορίζει μονοσήμαντα τη συνάρτηση 

(πυκνότητας) πιθανότητας της Χ. Αποδεικνύεται ότι συμπεράσματα ήδη 

γνωστά στη βιβλιογραφία αποτελούν ειδικές περιπτώσεις (πορίσματα) 

των τεσσάρων αυτών θεωρημάτων. -
 ;; 

Στις δυο τελευταίες ενότητες αποδεικνύονται χαρακτηριστικές 

* 

ιδιότητες για την κατανομή της Χ στην περίπτωση που υπάρχουν 

πληροφορίες για την E h(X)|X>y . Το θέμα αντιμετωπίζεται τόσο στη 

συνεχή περίπτωση (τρίτη ενότητα) όσο και στη διακριτή περίπτωση 

(τετάρτη ενότητα). Γίνεται αναδρομή στην υπάρχουσα βιβλιογραφία 

και γενικεύονται μερικά πολύ σημαντικά θεωρήματα. 

\ 
V 
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3.2 ΧΑΡΑΚΤΗΡΙΣΤΙΚΕ! ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΒΑΣΙΣΜΕΝΕΣ ΣΤΗΝ ΥΠΟ ΣΥΝΘΗΚΗ ΚΑΤΑΝΟΜΗ 

: Γ 

Αρχικά θα ασχοληθούμε με το πρόβλημα του καθορισμού της 

διδιάστατης κατανομής των Χ και Υ στην περίπτωση που είναι γνωστή 

η περιθώρια κατανομή της μιας συνιστώσας, έστω της Χ και η υπό 

συνθήκη κατανομή της ίδιας συνιστώσας δοθείσης της άλλης. Στο 

θεώρημα που ακολουθεί αποδεικνύεται ότι όταν η περιθώρια της Χ 

είναι Pareto (Ι,α) τότε, για δεδομένη μορφή της ί
χ
,,

γ
 *(Χ) η 

περιθώρια κατανομή της Υ ορίζεται μονοσήμαντα και είναι και αυτή 

Pareto. 

θΕώρπμα 4.2.1 Εστω (Χ,Υ) τυχαίο διάνυσμα. Υποθέτουμε ότι η 

περιθώρια κατανομή της Χ είναι Pareto (Ι,α) και η υπό συνθήκη 

κατανομή της Χ δεδομένου του γεγονότος (Y=y) είναι τέτοια ώστε 

f
X
|

( Y = y )
(x) = α x"o(1Yölny)"1f(l+oölnx)(l+/9Ölny)-öl (3.2.1) 

Xül, y£l, α,'βΖΟ..,' '
 ;
 OiSÖ.Sl . 

Τότε η περιθώρια κατανομή της Υ ; ορίζεται μονοσήμαντα και είναι 

Pareto (Ι,β). -

Απόδειξη Είναι γνωστό ότι 

f x i ( Y = y ) ( x ) f Y ( y ) d y
 =

 f
X

( x ) 

R 

y 

Στην προκειμένη περίπτωση η παραπάνω σχέση γίνεται 
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poo 

a χ 
—a (l+001ny)-l ϊ(1+σβΐχίΧ)(ΐ+βθ1ηγ)-θ] f y(y) dy = ο -σ-1 

ή ισοδύναμα, 

χ-α-αβθlny-1+σ+Ι Γχ + j S 0 χ n y + α ο 1 πχ+ο^ο©21 nx lny-ôj fy(y) dy = 1 

θέτοντας -αβθΐηχ = κ προκύπτει ότι 

'00 

χ 
•αβθ lny Γ 

1 + βθϊτιγ - | - θχίτιγ - θ\ f y(y) dy = 1 - ] 

Δηλαδή, 

pco -αβθ lny Γ 
(1 - | - θ). + (1 - | ) /?Slny] f y(y) dy = 1 

Η σχέση αυτή γράφεται ισοδύναμα ως εξής 

Γοο 
γ-αβθΙπχ | · ( 1 _ | _ θ) + ( 1 _ | } ^ l n y J £ γ ( γ ) d y = χ 

'co 
y* (1 - I - 0) dy + 

Γοο -.-•' 
y* (1 - | ) βθΛηγ fy(y)dy - l = 0 

Επομένως, 

C 1 - β - θ ) 

'co 
y* fy(y) dy+(l - | )£0 

'00 

y*lny fy(y)dy = 1 (3.2.2) 
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'CD 

θέτω y* f
Y
(y) dy = h(*) 

\» 

οπότε y lny f
v
(y) dy = h* (χ·) 

Κατά συνέπεια η σχέση (4.2.2) γίνεται. 

(1 - |) βθ h'(*) + (1 - | - θ) h(K) - 1 = 0 με h(0) = 1 

Λύση της διαφορικής αυτής εξίσωσης είναι, 

h(«) 

Δηλαδή, 

Γ» 

y* ί γ ( - ) dy = -TÊT 

Είναι όμως γνωστό ότι ο μετασχηματισμός Mellin προσδιορίζει 

μονοσήμαντα την κατανομή, κατά συνέπεια, 

Μ * ) = ß y (β+1) > y * 1 · :
 (3.2.3) 

Δηλαδή Υ ~ Pareto {Ι,β). 

Παρατήρηση. Είναι γνωστό ότι γενικά ισχύει 

f
x#y
<x,y) = f

x | ( Y
.

y )
(^y) f

Y
(y) -
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Αν αντικαταστήσουμε στη σχέση αυτή τις (3.2.1) και (3.2.3) 

καταλήγουμε ότι 

f
X Y
(x,y) = aß y'?-1

 χ"
β ( 1 +

^
1 η
^

)
-

1 [(1+flölia) (l+^lny)-ö] . 

Αλλά αυτή δεν είναι άλλη από τη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας 

της διδιάστατης κατανομής Pareto τύπου Gumbel. Εμμεσα λοιπόν το 

θεώρημα οδηγεί σε χαρακτηρισμό της διδιάστατης αυτής κατανομής. 

ΤΤόρισμα 3.2.1 Εστω (Χ,Υ) τυχαίο διάνυσμα. Υποθέτουμε ότι η υπό 

συνθήκη κατανομή της Χ δεδομένου του γεγονότος (Y=y) είναι τέτοια 

ώστε 

f
x | ( Y = y )

(x) = α x-£7(1+^lny)-1[(l+aölnx)(l+^lny)-ö] 

(3.2.4) 

x£l, y£l, σ,βζΟ, ossesi . 

Τότε οι προτάσεις: 

(α) Χ ~ Pareto (Ι,σ) : 

(β> Υ ~ Pareto (ΐ,β) χ 

είναι ισοδύναμες. 

ΑπόδΕίξη Εστω ότι ισχύει η (3.2.4) και έστω επίσης ότι 

Χ ~ Pareto (Ι,σ) τότε με βάση το θεώρημα 3.2.1 συνεπάγεται 

ότι Υ -ν Pareto (Ι,β). ' . 

Εστω τώρα ότι ισχύει η (3.2.4) και έστω επίσης ότι 

Υ ~ Pareto (Ι,β) τότε προφανώς Χ ~ Pareto (Ι,α). 
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Τα δυο θεωρήματα που ακολουθούν καθορίζουν το πλαίσιο στο οποίο η 

κατανομή της Υ προσδιορίζεται μονοσήμαντα από την κατανομή της Χ 

στην περίπτωση που η κατανομή της Χ δεδομένου του γεγονότος Y=y 

είναι η Pareto II, μετατοπισμένη δηλαδή μορφή της κατανομής 

Pareto. 

Θεώρημα 5.2.2 Αν η τυχαία μεταβλητή X|(Y=y) ακολουθεί την 

Pareto II (ö=y, c=y-l, σ=ρ+1) τότε η κατανομή της Χ προσδιορίζει 

μονοσήμαντα την κατανομή της Υ/ στην περίπτωση που η τελευταία 

είναι ανεξάρτητη της παραμέτρου ρ. 

Anôôetfn Εστω ότι X|(Y=y) ~ Pareto II (<9=y, c=y-l, α=ρ+1) 

Δηλαδή, 

f x | ( Y = y ) ( x ) = (p+i) y p + 1 c ^ y - i ) " ( p + 2 ) . 

Τότε, 

f
x
(x) = (ρ+1) V

+ 1
 (x+y-i)

_(p+2)
 f

Y
(y) dy , 

Εστω" f
y
(y) μια -λύστν ανεξάρτητη της παραμέτρου ρ. Αν η f

v
(y) δεν 

είναι η μόνη λύση τότε yjia κάθε άλλη λιίιση
:
 fy(y) ανεξάρτητη της 

ρ ισχύει , - ---••• 

y
p + 1

 (x+y-l)"~
(p+2)

 f*(y) dy = 0 (3.2.5) 
reo 

* ι 

όπου f = f-f . 

Είναι όμως γνωστό ότι η οικογένεια Pearson VI είναι πλήρης, κατά 

συνέπεια η σχέση (3.2.5) ισοδυναμεί με την f = 0 ή f = f . 
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Αρα, η κατανομή της Υ ορίζεται μονοσήμαντα. 

: Γ 

Το θεώρημα που ακολουθεί καθορίζει τη συνθήκη ώστε η κατανομή 

της Υ να ορίζεται μονοσήμαντα ως Pareto (1,ρ-1) στην περίπτωση που 

η δεσμευμένη κατανομή της Χ δεδομένου του γεγονότος Y=y είναι 

επίσης Pareto μετατοπισμένη όμως y μονάδες προς τα δεξιά. 

βΕώρημα 3.2.3 Εστω ότι η τυχαία μεταβλητή X|(Y=y) ακολουθεί την 

κατανομή Pareto (y+l,p), x£y>0. Τότε η τυχαία μεταβλητή Χ 

κατανέμεται ως beta II (2,ρ-1) αν και μόνον αν η Υ ακολουθεί την 

Pareto (1,ρ-1). 

ΑπόδΕίζη 

Ευθύ: Εστω ότι X|(Y=y) ~ Pareto (y+l,p), 

ότι Υ ~ Pareto (ρ-1), y>0. 

Είναι ,γνωστό ότι 

x£y>0. Εστω επίσης 

£
χ
(χ) f

X|(Y=y)
( x ) f

Y<y) dy, 

Η σχέση αυτή στη συγκεκριμένη περίπτωση γίνεται 

f
x
(x) . p(l+y)

p
 (1+χ)-

(ρ+1)
(ρ-1) (l+y)"

p
 dy 

= ρ(ρ-1)(1+χ)
 ( ρ + 1 )

χ . 

Δηλαδή, η τυχαία μεταβλητή Χ ακολουθεί την κατανομή 

beta II (2,ρ-1). 
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Αντίστροφο: Εστω ÓXL Xi(Y=y) ~ Pareto (y+l,p), x£y>0 

Εστω επίσης ότι Χ ~ beta II (2,ρ-1). Τότε, 

p(p-l)(l+x)'
Cp+1)

x = p(l+y)
p
(l+x)-

(p+1)
 f (y) dy, 

Jo 

Προφανώς, μια λύση της παραπάνω εξίσωσης είναι η συνάρτηση 

πυκνότητας πιθανότητας της Pareto (1,ρ-1). Η λύση αυτή είναι και η 

ι 

μοναδική, διότι διαφορετικά για κάθε άλλη λύση f
y
(y) θα ισχύει 

X
p(l+y)

P
(l+x)"

(p+1)
 fy(y) dy = Ο (3.2.6") 

ο 

* ι 

όπου f = f - f . 

Από τη σχέση (3.2.6) προκύπτει με παραγώγιση των μελών της ότι 
* ' · • " . « 

f = 0 , δηλαδή ότι f = f .Αρα η κατανομή της τυχαίας μεταβλητής Υ 

ορίζεται μονοσήμαντα ως Pareto (1,ρ-1). 

Αξίζει να σημειωθεί ότι ανάλογα αποτελέσματα για την 

περίπτωση διακριτών κατανομών έχουν αποδειχθεί από την Xekalaki 

(1981). Συγκεκριμένα έχει αποδειχθεί ότι αν η Χ|(Y=y) ακολουθεί 

τη μονοδιάστατη γενικευμένη κατανομή Waring (y+l,n;p+m) και η Χ τη 

μονοδιάστατη
1
 γενικευμένη κατανομή Waring (l,m+n;/?) τότε η 

κατανομή της Υ προσδιορίζεται μονοσήμαντα ως μονοδιάστατη 

γενικευμένη κατανομή Waring (l,m;p). Αν μάλιστα θεωρήσουμε την 

ειδική περίπτωση m=l=n τότε η κατανομή της Υ ορίζεται μονοσήμαντα 

ως Yule (ρ). 
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Διδιάστατα πιθανοθεωρητικά μοντέλα χρησιμοποιούνται συχνά για 

να περιγράψουν τυχαία φαινόμενα, κυρίως γιατί δίνουν μια βαθύτερη 

θεώρηση του ενυπάρχοντος τυχαίου μηχανισμού. Σε πολλές περιπτώσεις 

όπου ένα διδιάστατο μοντέλο χρησιμοποιείται, η δεσμευμένη κατανομή 

της μιας τυχαίας μεταβλητής δοθέντος του αθροίσματος τους μπορεί 

να δώσει πολλές πληροφορίες. Ετσι θα αναφερθούμε για λίγο στο 

πρόβλημα που παρουσιάζεται κατά τον προσδιορισμό της περιθώριας 

κατανομής της Υ όταν στο πλαίσιο μιας διδιάστατης κατανομής των Χ 

και 5f οι πληροφορίες που έχουμε * αφορούν την κατανομή της 

Χ{(Χ+Υ=Ζ). Το θέμα αντιμετωπίστηκε για πρώτη φορά απο τους Patii 

and Seshadri (1964) στην περίπτωση που οι μεταβλητές Χ και Υ είναι 

ανεξάρτητες. Απέδειξαν, μεταξύ άλλων ότι κάτω από ορισμένες 

προϋποθέσεις οι τυχαίες μεταβλητές Χ και Υ ακολουθούν την αρνητική 

εκθετική κατανομή. Βελτίωση των αποτελεσμάτων επιχειρείται απο 

τους Menon (1966) και Galambos (1975). Γενίκευση του αποτελέσματος 

επιτυγχάνεται απο τους Mathai (1966) και Berk (1977) για την 

περίπτωση n ανεξάρτητων τυχαίων μεταβλητών όταν οι πληροφορίες που 

έχουμε αναφέρονται στην κατανομή των Χ !(Χ; + ..,+Χ =Ζ), 
i l n 

i=l,2,...,n. Ο Panaretos (1982c) άρει την υπόθεση της ανεξαρτησίας 

και αντιμετωπίζει το πρόβλημα στη περίπτωση που οι τυχαίες 

μεταβλητές Χ και Υ δεν είναι ανεξάρτητες, οι κατανομές που 

ακολουθούν είναι- διακριτές και η μορφή της κατανομής της %\ (Χ+Υ=Ζ) 

είναι: γενική. Τέλος, αξίζει να αναφέρουμε ότι η Dimaki (1988b) , 

προσδιορίζει τις περιθώριες κατανομές των τυχαίων μεταβλητών Χ και 

Υ οι οποίες θεωρούνται ανεξάρτητες όταν δίνεται η κατανομή της 

Χ|(T=t), όπου Τ = ΧΥ. 
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) 

3.3 ΧΑΡΑΚΤΗΡΙΣΤΙΚΕΣ ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΒΑΣΙΣΜΕΝΕΣ ΣΤΗΝ ΥΤΤΟ ΣΥΝΘΗΚΗ ΚΑΤΑΝΟΜΗ 

ΚΑΙ ΣΤΗΝ ΥΤΤΟ ΣΥΝΘΗΚΗ ΑΝΑΜΕΝΟΜΕΝΗ ΤΙΜΗ. 

Η υπό συνθήκη κατανομή παίζει ένα σημαντικό ρόλο στη 

στατιστική συμπερασματολογία κυρίως γιατί μπορεί να μετασχηματίζει 

ένα πρόβλημα ορισμένο σε ένα δειγματικό χώρο σε ένα άλλο πρόβλημα 

ορισμένο σε ένα περιορισμό του δειγματικού χώρου. Είναι όμως 

επίσης γνωστό ότι απλή γνώση της υπό συνθήκη κατανομής δυο τυχαίων 

μεταβλητών δεν είναι επαρκής για τον μονοσήμαντο καθορισμό των 

περιθωρίων κατανομών. Συχνά μαζί με τη μορφή της δεσμευμένης 

κατανομής γίνεται μια πρόσθετη υπόθεση σχετική με τη μορφή της 

συνάρτησης παλινδρόμησης. 

Τα θεωρήματα που ακολουθούν αποδεικνύουν ότι κάτω από γενικές 

υποθέσεις, η συνάρτηση παλινδρόμησης E(X|Y=y) χαρακτηρίζει την 

κατανομή μιας τυχαίας μεταβλητής Χ όταν είναι δοσμένη η μορφή της 

δεσμευμένης κατανομής της Χ επί μιας ^λλης τυχαίας μεταβλητής Υ. 

Θα ξεκινήσουμε την αντιμετώπιση του προβλήματος με την περίπτωση 

που οι τυχαίες μεταβλητές είναι διακριτές. 

Θεώρημα 3.3.1 " Εστω χ τυχαία μεταβλητή που παίρνει ακέραιες και 

θετικές τιμές και της οποίας η κατανομή /είναι εκφυλισμένη. Εστω 

επίσης Υ τυχαία μεταβλητή με ακέραιες και_ μη αρνητικές τιμές 

τέτοια ώστε Υ^Χ. Υποθέτουμε ότι Τ: 

-£- Ρ(Χ=χ) 
P(X=x|Y=y) = J- , χ =1,2,... (3.3.1) 

Σ " ^ - ρ ( χ = χ ) 

y= χ + 1 
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/ 
/ 

/ 

Τότε η συνάρτηση 

λ(γ) = E(X|Y=y), y = 0,1,2 

ορίζει μονοσήμαντα την κατανομή της τυχαίας μεταβλητής Χ, 

οποτεδήποτε η λ(γ) είναι μια μη σταθερή συνάρτηση. 

ΑπόδΕίξη Εστω ότι ρ , q είναι οι συναρτήσεις πιθανότητας των Χ _. χ y 

και Υ αντίστοιχα. Τότε με βάση τον ορισμό της E(X|Y=y) προκύπτει 

ότι, 

λ(γ) = E(X |Y=y) 

00 

V χ P(X=x|Y=y) 

x s y + l 

CO 

-I 
P(X=x) 

CO 

x s y 4 1 Yu/x) P(x=x) 
\ x s y • 1 

Δηλαδή-:, 

co co 

λ ( 7 ) Σ-^-Σ 
x a y + 1 x = y + 1 

( 3 . 3 . 2 ) 

Εξειδικεύοντας τη σχέση (3.3.2) για y=r και y=r+l και αφαιρώντας 

κατά μέλη τις εξισώσεις που προκύπτουν έχουμε ότι: 
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λ(Γ) - λ(Γ+1) }Σ*-ΐ = κΑ>-^) 
χ « r + 2 

Εφαρμόζοντας την ίδια τεχνική φθάνουμε στη παρακάτω εξίσωση, 

r+1 _
 Ρ
Γ Γ-λ(Γ-Ι) _

 P
rtl Γ+1~λ(Γ) 

r+1 r λ(Γ-1)-λ(Γ) r+1 λ(Γ)-λ(Γ+1) 

Γ + ΐ 

r+1 
1 + 

r+l-A(r) 
λ(Γ)-λ(Γ+1) 

yr r-A(r-l) 

r λ(Γ-1)-λ(Γ) 
(3.3.3) 

Θέτω 

-L = Ρ 

r λ(Γ-1)-λ(Γ) r 

(3.3.4) 

κατά συνέπεια η σχέση (3.3.3) γράφεται 

P
r + i
 ^r+1-λ(r+1 )>-- Ρ_ SΓ-λ(Γ-Ι) } = 0, 

Προφανώς Γ+1-λ(Γ+1) Φ Ο, αλλιώς Ρ =0, r=l,2, το οποίο είναι 

άτοπο. Κατά συνέπεια. 

ρ - ρ • .^λ(Γ>1)
 = 

r+1 r Γ+1-λ(Γ+1) 

Η μοναδική λύση της εξίσωσης αυτής διαφορών δίνεται από τη σχέση 
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r _ 1
 ΐ-λ(Ι-Ι) 

ρ -ρ.Π ^ '
 Γ 

1 i.i i+i-λα-ΐ) 

" " Ä ^ W / · · · ^ Ο * J * J j 

Αντικαθιστώντας στη σχέση (3.3.5) την (3.3.4) προκύπτει, 

λ(Γ-1)-λ(Γ) ί-λ(ί-Ι) 
ρ = ρ T T , r = 2,3,... (3.3.6) 

1
 λ(0)-λ(1) i-î ΐ+1-λ(ί-1) 

όπου λ(ί) Φ i, δηλαδή μη σταθερά. 

Κατά συνέπεια η ρ ορίζεται μονοσήμαντα από τη συνάρτηση 

λ(γ) = E(X|Y=y). 

Στη συνέχεια θα θεωρήσουμε την ειδική περίπτωση που η 

συνάρτηση παλινδρόμησης είναι γραμμική. Θα υποθέσουμε δηλαδή ότι 

E(X|Y=y) = α + βγ. Με το πόρισμα 3.3.1 αποδεικνύεται ότι στην 

ειδική περίπτωση που a=ß=c η κατανομή της Χ είναι η Yule (ρ) με 

ρ = l/(c-l). 

Πόρισμα 5.3.1 Εστω οι τυχαίες μεταβλητές Χ και Υ πόϋ ορίζονται 

όπως στο θεώρημα 3.3.1. Εστω επίσης ότι η P(X=x|Y=y) δίνεται από 

τη σχέση (3.3.1). Τότε · 

E(X|Y=y) = e + cy, y = 0,1,2, . . ., e > 1 

τότε και μόνο τότε αν η κατανομή της Χ είναι η Yule [ρ = l/(c-l) . 

ΑπόδΕίξη Σύμφωνα με το θεώρημα 4.3.1 η συνάρτηση λ^)=Ε(Χ|Y=y) 

είναι γραμμική, δηλαδή 
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λ(7) = a + ßy. 

Τότε η σχέση (3.3.6) γίνεται 

y _ 1 i(ß-a)+(l-ß)r] 
P(X=y) = p(X=i) y T T [{1-α-β) + {1-β)Γ] 

r = 1 

= Ρ(Χ=1) y 

y-l 

r s 1 

β-α 
+ r 

1ΖΞΙΕ-. +
 r 

1-/9 

θέτουμε όπου (β-α)/{l-ß) = e και (1-α-β)/(1-β) = e. 
1 « 

Τότε, 

P(X=y) = Ρ(Χ=1) y 

y
-

1
 e +r 

π —!— 1
 » e +r 

r = l 2 

= P(X=1) y 
(e +1)/ ,χ 

ι • (y-i) 

2 '(y-l) 

=̂ P(X=1) 
(e +1), ,

x
 1. , 

ι
 y

(y-l) (y) 

( c

2

+ 1 )
(y-l) . <*> \i-

= P(X=1) 
( e
i

+ 1 )
(y-i)

 2
(y-D 

( C

2

+ 1
>(y-l) 

(y-l)! 

Αλλά, 

co 

^T'p(X=y) = 1. 

y = l 
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Κατά συνέπεια, 

OD 

ι = Ptt-i) Y (c
i
 υ
(γ-ΐ)

 2
(y-D i_ 

1 p ( x υ L (c + 1 ) (y-1) 
y-i

 l c
2

+ 1
'(y-l) 

. P ( w ) f ( c * + 1 ) c r > 2(y> ι 
k

 (c
a

+1)
(y)

 y
' 

r.(c
2
 + l) r(c

2
-

Ci
-2) 

= p
(

X = 1
> T(c -c ) T(c -1) 

v
 2 1 ' 2

 7 

δηλαδή, 

c (c -1) 
? 2 

1 = P(X=1) 
(c -c -1) (c -c -2) 
v
 2 1 ' 2 1 

Επομένως, 

(c -c -1) (c -c -2) 
P(X=1) =

 α Ί 

c (c -1) 
2 ^ 2

 y 

Αλλά, (β-α)/(1-β) - c και (1-σ-/9)/(1 
•"•'••ι

 ; 

Επομένως, 

Ρ(χ=1) = Λ •
 1
 . 

Στην περίπτωση που α = /? = c προκύπτει ότ 
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p < x = 1 ) = -jc=r 

Η τυχαία μεταβλητή Χ ακολουθεί λοιπόν την κατανομή Yule με 

ρ = l/(c-l). 

Με το Θεώρημα 3.3.1 χαρακτηρίσαμε την κατανομή της Χ από τη 

συνάρτηση παλινδρόμησης στην περίπτωση που Υ £ Χ. Το θεώρημα που 

ακολουθεί αντιμετωπίζει το ίδιο θέμα, στη περίπτωση που η μεταξύ 

των μεταβλητών σχέση είναι η Υ £ Χ. 

θΕώρημα 3.5.2 Εστω Χ μια θετική τυχαία μεταβλητή με μια μη 

εκφυλισμένη κατανομή ορισμένη στο σύνολο των θετικών αριθμών. Εστω 

Υ μια άλλη τυχαία μεταβλητή που παίρνει ακέραιες και θετικές τιμές 

και τέτοια ώστε Υ £ Χ. Υποθέτουμε ότι, 

χ Ρ(Χ=χ) 
P(X=XJY=y) = : , χ =1,2,... (3.3.4) 

y χ Ρ(Χ=χ) 

Τότε η συνάρτηση 

>(y) = E(X|Y=y) , y = 1,2,..; ^ 

ορίζει μονοσήμαντα την κατανομή της τυχαίας μεταβλητής Χ, 

οποτεδήποτε η λ(y) είναι μία μη σταθερή συνάρτηση. 
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Απόδειξη Εστω ότι ρ , q είναι οι συναρτήσεις πιθανότητας των χ 
χ y 

και Υ αντίστοιχα. Τότε με βάση τον ορισμό της E(XJY=y) προκύπτει 

ότι, 

λ(γ) = E(X|Y=y) 

y 

V χ P(X=x|Y=y) 

χ = 1 

•Σ 
χ Ρ(Χ=χ) 

y 

χ = 1 V χ Ρ(Χ=χ) 

χ = 1 

Δηλαδή, 

y y 

2 
•χ t. 

χ 
λ(Υ>

 Σ
 Χ Ρχ =

 Σ
 χ2 Ρν

 " (3V.3.4) 
χιΐ χ= 1 

Εξειδικεύοντας τη σχέση (3.3-.j4) για y=r και ~y=r+l και αφαιρώντας 

κατά μέλη τις εξισώσεις που προκύπτουν έχουμε όχι. 

2̂
 Χ P

x [λ(Γ+1)-λ(
Γ
)] Ρ

Γ
+
Ι 

χ = ι 

Εφαρμόζοντας την ίδια τεχνική φθάνουμε στην παρακάτω εξίσωση, 
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[(Γ+2)-λ(Γ+2)] (r+2) [(Γ+1)-λ(Γ)] (r+1) 

[λ(Γ+2)"λ(Γ+1)]
 P

r
+
2 ~ [λ(Γ+1)-λ(Γ)]

 P
r+1

 =
 ° 

η οποία τελικά γράφεται, 

r [Γ-λ(Γ-Ι)][Α(Γ+1-λ(Γ)] 
p
r

+
i (r+1) [λ(Γ)-λ(Γ-1)][(Γ+1)-λ(Γ+1)]

 P
r
 =
 ° 

Η μοναδική λύση της εξίσωσης αυτής διαφορών δίνεται από τη σχέση 

_
 y
"

1

 r
 [Γ-λ(Γ-Ι)][λ(Γ+1)"λ(Γ)] 

Ρ(Χ=γ)=Ρ(Χ=1)ΤΤρπ: [λ(Γ)-λ(Γ-1)] [(Γ+1)-λ(Γ+1)3'
 r
=

2
'

3
'··· (3.3.5) 

Κατά συνέπεια η ρ ορίζεται μονοσήμαντα από τη συνάρτηση 
Λ. 

λ(γ) = E(X|Y=y), y =1,2,... 

Τα δύο τελευταία θεωρήματα της ενότητας αυτής ασχολούνται με 

την περίπτωση κατά την οποία οι τυχαίες μεταβλητές είναι συνεχείς. 

ΘΕώρημα 3.5.3 Εστω Χ θετική συνεχής τυχαία μεταβλητή της οποίας 

η κατανομή είναι μη εκφυλισμένη. Εστω επίσης Υ μη αρνητική συνεχής 

τυχαία μεταβλητή τέτοια-ώστε Υ£Χ. Υποθέτουμε ότι 

1
 f

v
(x) 

Χ (Υ=Υ) ™Λ(Χ) = ~τζ— — — / x>0 (3.3.5) 
•co 

— f
x

( x ) d x 

y 

Τότε η συνάρτηση 
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λ(γ) = E(X|Y=y) , y>0 

opt ζει μονοσήμαντα την κατανομή της Χ, 

Απόδειξη Εστω *"
x
(x) Ά συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της 

Χ. Τότε με βάση τον ορισμό της E(X|Y=y) προκύπτει ότι, 

A(y) = E(X|Y=y) 

'οο 
χ f

X|(Y=y)
( x ) d x 

-CO 

χ 
τ- fX ( x ) 

Γοο 
dx 

ΊΓ f
x<*>

 d x 

Δηλαδή, 

λ(γ) 
'οο 

—
 f

x
( x ) d x = 

'CO 

J y 

f
x
(x) dx (3.3.6) 

Παραγωγίζοντας τη σχέση (3.3.6) ωςπρος y προκύπτει ότι, 

λ
,
(y) 

'00 

-5-
 £
X

( X ) d x Hy) -γ~ f
x
(y) = -f

x
(y) (3.3.7) 

Θέτουμε 
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Γοο 
K(y) = 

J y 

x
_1
f

x
(x) dx 

Τότε 

Κ'(y) = - y"
1
 f

Y
(y). 
X' 

Αντικαθιστώντας τα K(y) και Κ'(y) στην (3.3.7) προκύπτει ότι, 

λ'(y) K(y) + λ(γ) Κ'(y) = y Κ'(y). 

Προφανώς λ(γ) Φ y , διότι διαφορετικά f
x
(y) = 0 , y 2: 0 το οποίο 

αντίκειται στις υποθέσεις για την τυχαία μεταβλητή Χ. Επομένως, 

K'(y) λ'(y) 

K(y) γ-λίγ) 

Η λύση της διαφορικής αυτής εξίσωσης είναι, 

Κ(y) = C exp 
λ'(γ) 

y-A(y) dy 

η οπο ί α ισοδύναμα : γράφεται, 

'οο 
x" fy(x) dx = C exp 

λ'(γ) 

y-^(y) 
dy 

Παραγώγίζοντας ως προς y οδηγούμαστε στη σχέση 

85 



y"
1
 f

Y
(y) = - C exp 

* ' ( y ) 
γ-λ(γ) 

dy 
ey 

λ'(γ) 
γ-λ(γ) 

dy 

δηλαδή στη σχέση 

f
x
(y) - C y

 λ
»;<1> exp 

λ'(γ) 
γ-λ(γ) 

dy (3.3.8) 

Από τη σχέση (3.3.8) είναι προφανές ότι η £
χ
(Υ) ορίζεται 

μονοσήμαντα από τη συνάρτηση παλινδρόμησης λ(γ) = E(X|Y=y). 

θα εξετάσουμε τώρα την ειδική περίπτωση κατά την οποία η 

συνάρτηση παλινδρόμησης είναι γραμμική, θα υποθέσουμε δηλαδή ότι 

E(XJY=y) = α + β y ... Με το πόρισμα που ακολουθεί αποδεικνύεται ότι 

στην ειδική περίπτωση που α - 0 η τυχαία μεταβλητή Χ κατανέμεται 

ως Pareto 1,1/(β « , ) , 

ΤΤόρίσμα 3.5.2 Εστω οι τυχαίες μεταβλητές Χ και Υ που ορίζονται 

όπως στο θεώρημα 3.3.3. Εστω επίσης ότι η fvì/γ
=ν
\ δίνεται από τη 

σχέση (3.3.5) ·
:
 Τότε / :

 ν 

E(X|Y=y) =-'j5y , y > 0, β > 1 ;
 ._ V 

τότε και μόνσ~ τότε αν η κατανομή της Χ είναι Pareto 1,1/(/?-1)| 

Απόδειξη Οι μεταβλητές Χ και Υ ορίζονται όπως στο θεώρημα 3.3.3 

με την συνάρτηση λ(γ) = E(XJY=y) να είναι γραμμικής μορφής, 

δηλαδή 
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/ 
/ 
/ 

λ(y) = a + ßy. 

Τότε η σχέση (3.3.8) γράφεται, 

f
x
(Y) = C y

 Q + ( /
A

) y
 exp 

β 
{l-ß)y-a 

dy (3.3.9) 

θέτουμε όπου β/(1-β) = μ και α/{1-β) = κ και η σχέση 

(3.3.9) γίνεται, 

f
x
(y) = C y - ^ j - ίγ-κ)μ 

f
x
(x) =: C y μ (y-*) 

//-Ι-
(3.3.10) 

Στην ειδική περίπτωση που α=0 και κατά συνέπεια και κ=0 η σχέση 

(3 .3 . ίο;) γίνεται, 

f
x
(y) =;C M.y .μ (3.3.11) 

Αλλά, 

Γ® 

f
x
(x) dy = 1 

Κατά συνέπεια C = {1+μ)/μ . H σχέση (3.3.11) επομένως γράφεται, 

f
x
(y) = (//+!) y^ ι όπου μ = β/(1-β) > 0. 
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Αποδείχθηκε λοιπόν, ότι στην περίπτωση που ισχύουν οι υποθέσεις 

του πορίσματος 3.3.2 η τυχαία μεταβλητή Χ ακολουθεί την κατανομή 

Pareto (l,l/(l-/?)J . 

Το τελευταίο θεώρημα της ενότητας αναφέρεται και αυτό σε 

συνεχείς τυχαίες μεταβλητές και χαρακτηρίζει την κατανομή της 

τυχαίας μεταβλητής Χ από τη συνάρτηση παλινδρόμησης E(X|Y=y) στην 

περίπτωση που η μεταξύ των μεταβλητών σχέση είναι η Υ £ Χ. 

Θεώρημα 3.3.5 Εστω Χ θετική συνεχής τυχαία μεταβλητή της οποίας 

η κατανομή είναι μη εκφυλισμένη. Εστω επίσης Υ μη αρνητική συνεχής 

τυχαία μεταβλητή τέτοια ώστε Υ£Χ. Υποθέτουμε ότι 

Χ (Y=y) 

χ f
x
(x) 

_„v<x) ~ 
y 

Χ fy(x) d.X 
1 

, χ > 0 

Τότε η συνάρτηση 

λ (y) = E(X|Y=y), y * 0 .; 

ορίζει μονοσήμαντα την κατανομή της Χ. 

"ί ' • • • • . • • " " • 

Affoôsigr» Εστω f
x
(x) η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της Χ, 

Τότε με βάση τον ορισμό της E(X|Y=y) προκύπτει ότι, 

λ(
7
) = E(X|Y=y) 
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^
 f

X|(Y=y)
( x ) d y 

y Χ ί
χ
(Χ) 

dx . 

X fy(3C) dX 

Δηλαδή, 

λ(7)' χ f
x
(x) dx = χ

 f
v (

x
) dx (3.3.13) 

Παραγωγίζοντας τη σχέση (3.3.13) ως προς y προκύπτει ότι, 

λ'(γ) χ f
x
(x) dx + λ(γ) y f

x
(y) = γΔ

 ί
χ
(

Υ
) (3.3.14) 

θέτουμε 

Κ (y) χ ί
χ
(χ) dx 

Επομένως, 

•Κ'.(y). = y f
x
(x) 

Αντικαθιστώντας τα K(y) "και'Κ
1
(y) στην (3.3.14) προκύπτει ότι, 

λ
,
(y) K(y) + λ{γ) Κ

1
 (y) = y Κ'(y) 

Επειδή η κατανομή της τυχαίας μεταβλητής Χ είναι μη εκφυλισμένη, 

89 



x f
x|(Y=y)

( x ) d y 

y X f
Y
(x) 

x
 X dx 

X fy(3C) dX 

Δηλαδή, 

λ(7) x f
x
(x) dx = χ fy(x) dx (3.3.13) 

Παραγωγίζοντας τη σχέση (3.3.13) ως προς y προκύπτει ότι, 

λ·(γ) 
J ι 

χ ί
χ
(χ) dx + λ(γ) y f

x
(y) = Γ

 £
χ^> (3.3.14) 

θέτουμε 

K(y) ? x f
x
(x) dx . 

Επομένως, 

K'(y) = y f
x
(x). 

Αντικαθιστώντας τα K(y) και K'(y) στην (3.3.14) προκύπτει ότι, 

λ'(y) K(y) + λ(γ) Κ'(y) = y Κ'(y) 

Επειδή η κατανομή της τυχαίας μεταβλητής Χ είναι μη εκφυλισμένη, 
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ισχύει ότι K(y) > Ο και συνεπώς λ(γ) t y. Αρα η τελευταία σχέση 

γράφεται 

K'(y) _ λ'(γ) 
K(y) " y-A(y) 

Η λύση της διαφορικής αυτής εξίσωσης είναι, 

K(y) = C exp * ' ( y >
 d y 

η οποία ισοδύναμα γράφεται, 

fy 
x fy(x) dx = C exp 

λ'(y) 

y-λ(y) 
dy 

Παραγωγίζοντας ως προς y οδηγούμαστε στη σχέση 

y
 f

x
( y ) =

 c e x
P 

λ
'^> dy ^ 

y-a (y Κ _- sy 
λ'(y) 

7τλ.-(7). 
dy 

ή ισοδύναμα στη σχέση 

f
x<*>

 = c
^ Y-HV) exp 

λ'(y) 
γ-λ(γ) dy (3.3.15) 

Από την (3.3.15) είναι προφανές ότι η £·χ·(χ) ορίζεται μονοσήμαντα 

από τη συνάρτηση παλινδρόμησης λ(γ) = E(XJY=y) 
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3.4 ΧΑΡΑΚΤΗΡΙΣΤΙΚΕ! ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΒΑΣΙΣΜΕΝΕΣ ΣΤΗΝ ΥΤΤΟ ΣΥΝΘΗΚΗ 

ΑΝΑΜΕΝΟΜΕΝΗ ΤΙΜΗ. ΣΥΝΕΧΗΣ πΕΡΙΤΤΤΩΣΗ.
1 

OL δεσμευμένες αναμενόμενες τιμές αποτελούν ένα δημοφιλές 

εργαλείο για την απόδειξη διαφόρων χαρακτηριστικών ιδιοτήτων 

ορισμένων κατανομών. Πρώτος ο Shanbhag (1970) έδωσε έναν 

ενδιαφέροντα χαρακτηρισμό της εκθετικής κατανομής σε σχέση με 

ιδιότητα της συνάρτησης E(X|X>y). Το θεώρημα έτσι όπως 

διατυπώθηκε από τον Ιδιο έχει ως εξής, * 

θΒώρτιμα 3.4.1 (Shanbhag (1970)) Εστω Χ μη αρνητική τυχαία 

μεταβλητή με συνεχή κατανομή της οποίας η αναμενόμενη τιμή 

υπάρχει. Η ικανή και αναγκαία συνθήκη για να ακολουθεί η Χ 

εκθετική κατανομή με.Ε(Χ) = m είναι 

Ε(Χ|Χ > y) = y + m , y > ;Ö. (3.4.1) 

ι
1 

0 Hamdan (1972) ακολουθώντας την ίδια μεθοδολογία επεχείρησε 

γενίκευση του παραπάνω συμπεράσματος και έτσι οδηγήθηκε σε 

χαρακτηρισμό της κατανομής Weibull και κατά συνέπεια και της 

εκθετικής κατανομής.": Το "θεώρημα έτσι όπως διατυπώθηκε από τον 

Hamdan έχει ως ε̂ ξής, 

βΕώρτΊμα 3.4.2 (Hamdan ( 1972 ) ) Εστω h μια γνησίως αύξουσα 

διαφορίσιμη συνάρτηση από το διάστημα [a,b) στο [0,œ) και έστω 0 0 

σταθερά που ικανοποιεί τη σχέση a < C < b. Η τυχαία μεταβλητή Χ 

έχει αθροιστική κατανομή που δίνεται από την 
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Ο χ < a 

Ρ-(Χ £ χ) » « 1 - exp C-h(x)/h(C)] a < χ < b (3.4.2) 

ν
 1 χ * b 

αν και μόνον αν 

Th(X)|X>yl = h(y) + h(C), y e [a,b) . (3.4.3) 

Αξίζει να αναφερθεί ότι στην ειδική περίπτωση που h(t) = t
c
, 

t e [Ο,οο) και c>0 προκύπτει χαρακτηρισμός της κατανομής Weibull 

ενώ όταν e = 1 η κατανομή της τυχαίας μεταβλητής Χ ορίζεται 

μονοσήμαντα ως εκθετική. Τέλος η περίπτωση h(t) = -In (1-t), 

t e [0,1) οδηγεί σε χαρακτηρισμό της ομοιόμορφης κατανομής. 

Στο ίδιο πλαίσιο το 1977 η Dimaki , απέδειξε το παρακάτω 

θεώρημα που οδηγεί σε χαρακτηρισμό της κατανομής Pareto. , 

θΕώρημα 5.4.5 (Dimaki (1977)) Εστω Χ τυχαία μεταβλητή που 

παίρνει τιμές μεγαλύτερες από τη μονάδα. Η ικανή και αναγκαία 

συνθήκη για να ^χκολουθεί η Χ κατανομή Pareto με συνάρτηση 

κατανομής την '.'-.'\ - • 

F(x) = 1 - θα
 χ

 α , χ: >•&, θ > 0, α > 1 (3.4.4) 

είναι, 

E(X]X>y) = (γ/θ) Ε(Χ) για όλα τα y. (3.4.5) 

Η μέθοδος που χρησιμοποιήθηκε στα τρία προαναφερθέντα 
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θεωρήματα γενικεύθηκε από τον Kotlarski (1978) ο οποίος με το 

παρακάτω θεώρημα δίνει την
!
 δυνατότητα χαρακτηρισμού ενός 

μεγάλου αριθμού συνεχών κατανομών. 

Θεώρημα 3.4.4 (Kotlaxski (1975)) Εστω Χ και Χ δυο πραγματικές 

τυχαίες μεταβλητές με αντίστοιχες συναρτήσεις κατανομών F και F. 

Ας υποθέσουμε ότι η F είναι συνεχής και ότι υπάρχει ένα διάστημα 

[a,b] όπου -CD S a < b <. +co τέτοιο ώστε F(a+0) = F
Q
(a) = 0, 

F(b-O) = F (b) = 1 και ότι για κάθε* a < χ < b ισχύει ότι 

0 < F (χ) < 1 και 0 < F(x) < 1. Εστω h(.) μια πραγματική 

Jσuvάpτηση η οποία απεικονίζει το διάστημα [a,b] στο [α,β] όπου 

-co ζ α < β ύ +α>, συνεχής και διαφορίσιμη και έστω h'(x) > 0 για 

όλα τα a < x < b. Ας υποθέσουμε επίσης ότι τόσο η E[h(X )] όσο 

και η Ε[h(X)] υπάρχουν και είναι- πεπερασμένες. Τότε οι Χ και Χ 

ακολουθούν την ίδια κατανομή αν και μόνον αν ικανοποιείται μια από 

τις; παρακάτω συνθήκες ' -— 

E["h(X)|X<;yj = h(y) " [
F

0

(y)
]

 F

0

( x ) d h
<

x
>'

 a
< Y ^ (3.4.6) 

;|h(X) IX >.yj = h(y) + [ V
y )
] i: F (x) dh(x) , a*y<b (3.4.7) 

όπου
 F

Q
(

X
) = 1 -

 F

0
(

x
) ' x e Κ 

Τα πορίσματα που ακολουθούν τονίζουν τη μεγάλη σημασία του 

θεωρήματος 3.4.4. 
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ΤΤόρισμα 5.4.1 Εστω ότι ικανοποιούνται OL υποθέσεις του 

θεωρήματος 3.4.4 και έστω ότι, 

F
0
(x) = χ 

και 

h(x) = χ 

-α δηλαδή, Χ ** Pareto (Ι,σ) (3.4.8) 

(3.4.9) 

Ικανή και αναγκαία συνθήκη για να ακολουθεί η Χ κατανομή Pareto 

(Ι,ο) είναι η 

ΕΓχ|Χ>γ1 = y fa/(a-l)j . 

ΑπόδΕign Αντικαθιστώντας τις σχέσεις (3.4.8) και (3.4.9) στην 

(3.4.7) προκύπτει ότι ; 

:[x|x>y] = y + y a 
Γ® 

y 

χ~
σ
 dx 

a-1 

Παρατηρούμε ότι
;
 - το θεώρημα 3.4.3 μπορεί

 ν
να θεωρηθεί ως ειδική 

'
Ν
 . . . : - . • - "' > -- " ' - ν ' . -

περίπτωση το̂ υ θεωρήματος 3.4.4. 

ΤΤόρL·σμa 3.4.2 Εστω ότι ικανοποιούνται οι υποθέσεις του 

θεωρήματος 3.4.4 και έστω ότι, 

F
0
(x) = e 

και 

-αχ δηλαδή, Χ ~ Εκθετική (1/α) (3.4.10) 
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h(x) = Χ (3.4.11) 

Ικανή και αναγκαία συνθήκη για να ακολουθεί η Χ κατανομή εκθετική 

(I/o·) είναι, η 

:[x|x>y] = y + (1/σ) 

A-rroôeiSn Αντικαθιστώντας τ ι ς σχέσεις" ( 3 . 4 . 1 0 ) και ( 3 . 4 . 1 1 ) στην 

( 3 . 4 . 7 ) προκύπτει ό τ ι , 

:[x|x>y] = y + e * * 
'00 

- α χ j e dx 

-r + + 

Παρατηρούμε ότι το θεώρημα 3.4.1 μπορεί να θεωρηθεί ως ειδική 

περίπτωση του θεωρήματος 3.4.4. 

Το ; νόημα του θεωρήματος του Kotlarski είναι ότι αφού 

καθορισθεί η συνάρτηση h(.) και επιλεγεί ή επιθυμητή συνάρτηση 

κατανομής F προσδιορίζεται συνθήκη από τον υπολογισμό
 ;
-της 

E h(X)|X>y
 Λ
 γΐ-α να ακολουθεί η τυχαία μεταβλητή Χ την κατανομή 

F . Για το σημαντικότατο αυτό θεώρημα προτείνουμε μια πιο εύχρηστη 

παραλλαγμένη μορφή που περιγράφεται από το παρακάτω θεώρημα. 

ΘΕώρημα 3.4.5 Εστω Χ συνεχής τυχαία μεταβλητή με συνάρτηση 

κατανομής F
x
(x) για όλα τα χ£α. Εστω επίσης h(.) μια γνησίως 

αύξουσα, διαφορίσιμη συνάρτηση. Τότε η συνάρτηση 
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E[h(X)|X>yj - h(y) = H(y), y £ a (3.4.12) 

ορίζει μονοσήμαντα την κατανομή της Χ. 

AffoôsLgn Με βάση τον ορισμό της E h(X)|X>y προκύπτει ότι 

Γοο 
h(x) dF

x
(x) 

Erh(X)|X>y|-h(y) = -±± h (y.) 
L J

 l-F
Y
(x) 

Κατά συνέπεια η σχέση (3.4.12) γίνεται, 

H(y) + h(y) = -
 J

 y 

•co 
h(x) dF

x
(x) 

; F
x
(y) 

γράφεται δε ισοδύναμα ως εξής., 

F x ( y ) 
Γοο 

H(y)+h(y)j = h(x) dF x (x) 

= È^hCXx] + | h(x) dfx(x.X 
\a 

= E-[h(X):T + h(y)F x (x) - h(a) - h ' ( x ) Fx(x) dx 

Συνεπώς, 

H(y) Fx(y) = EJh(X)j - h(a) - h ' ( x ) F x (x) dx 
a 
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Παραγωγίζοντας ως προς y προκύπτει ότι, 

Η«(y) F„(y) + H(y) F'(y) = - h'(y) F
Y
(y) , 

X X 

ή ισοδύναμα, 

F£(y) 

F
x
(y) 

h'(y) + H'(y) 

H(y) 

H λύση της διαφορικής αυτής εξίσωσης οδηγεί στη σχέση 

F£(y> 

F
x
(y) 

dy = -
Γ h'(y) + H'(y) 

dy + C 

H(y) 

και τελικά, 

:F
X
(X) = C

t
 exp <(-

p h'(y)+H'(y) 

H(y) 
dy (3.4.13) 

'Από τη σχέση (3.4.13) προκύπτει ότι η F--(x) ορίζεται μονοσήμαντα 

από τις συναρτήσεις h(y) και H(y). )•'."• 

; . . .- - - : "· ;ι ;. 

Παρατηρούμε ότι το θεώρημα 3.4.5 οδηγεί σε χαρακτηρισμό της 

κατανομής της τυχαίας μεταβλητής Χ μέσω της σχέσης (3.4.12) αφού 

προκαθορισθεί η μορφή της συνάρτησης h(.). Ακολουθούν ορισμένα 

πορίσματα που τεκμηριώνουν τη πρακτική σημασία της παραλλαγμένης 

αυτής μορφής του θεωρήματος του Kotlarski. 
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Αρχικά να παρατηρήσουμε ότι στην ειδική περίπτωση που 

h(x) = x και H(y) = m = Ε(Χ) το θεώρημα 3.4.5 ταυτίζεται με το 

συμπέρασμα του Shanbhag (1970). 

Σαν πρώτη ειδική περίπτωση του θεωρήματος 3.4.5 θα θεωρήσουμε 

εκείνη που προκύπτει όταν h(x) = χ
σ
 και H(y) = e . Ετσι έχουμε 

το παρακάτω πόρισμα. 

Πόρισμα 3.4.5 Εστω Χ τυχαία μεταβλητή με συνεχή συνάρτηση 

κατανομής έστω F
Y
(x) που ορίζεται στο "διάστημα [Ο,αο). Αν 

Ε Χ ° | Χ > y = γα
 + σ, για α>0, c>0 και y e [0,co) , 

τότε η κατανομή της τυχαίας μεταβλητής Χ ορίζεται μονοσήμαντα και 

είναι η Weibull. 

Στην ειδική περίπτωση που α-\ η κατανομή της Χ ορίζεται 

μονοσήμαντα ως εκθετική. , 

Απόδει£η Αντικαθιστώντας τις σχέσεις h(x) = χα
 και H(y) = e στην 

(3.4.13) προκύπτει ότι, 

Fy(x) - 1 -
:
C ' exp 

1 α Τ 
- — χ 
L
 c
 J 

Επειδή δε F
Y
(0) = 0 =s C =1 

Αρα, 

F
Y
(x) = 1 - exp [- § Χ" ] -

Συνεπώς η τυχαία μεταβλητή Χ ακολουθεί την κατανομή Weibull με 
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παραμέτρους α>0 και e" >0 για χ e [0,<χ>). 

' Είναι προφανές ότι αν α=1 η τυχαία μεταβλητή Χ ακολουθεί την 

εκθετική κατανομή. 

Δεύτερη ειδική περίπτωση του θεωρήματος 3.4.5 την οποία θα 

μελετήσουμε είναι εκείνη που προκύπτει όταν h(x) = -In (1-χ
σ
) και 

H(y)=l. Μπορούμε λοιπόν να διατυπώσουμε το παρακάτω πόρισμα. 

Πόρισμα 3.4.4 Εστω Χ τυχαία μεταβλητή με συνεχή συνάρτηση 

κατανομής έστω F„(x) που ορίζεται στο διάστημα [0,1) . Αν 

E|-ln (1-Χ°)| Χ > y1 = -In (l-y
3
) + 1 , για α>0 και y € [0,1), 

τότε η κατανομή της Χ ορίζεται μονοσήμαντα και είναι η power 

function. 

Στην ειδική περίπτωση που α=1 δηλαδή όταν h-(χ) - -Ιη(Ι-α) η 

κατανομή της Χ ορίζεται μονοσήμαντα ως ομοιόμορφη. 

ΑπόδΕί£η Αντικαθιστώντας όπου h(x) = -In (1-χ ) και H(y) = 1 στη 

σχέση (3.4.13) προκύπτει ότι, 

F
x
(x) = 1 - C^ exp In (1-χ

σ
)1 . 

Επειδή δε F
v
(0) = 0 * - C = 1. ? 
A - 1 

Κατά συνέπεια 

F
x
(x) = χ

α 
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Αρα η τυχαία μεταβλητή Χ ακολουθεί την κατανομή power function με 

α>0 και χ e [0,1). 

Είναι προφανές ότι όταν σ=1 η κατανομή της Χ είναι η 

ομοιόμορφη, στο [0,1). 

Το τρίτο πόρισμα του θεωρήματος 3.4.5 χαρακτηρίζει την 

κατανομή Pareto. 

ΤΤόρισμα 3.4.5 Εστω Χ τυχαία μεταβλητή με συνεχή συνάρτηση 

κατανομής έστω F
x
(x) που ορίζεται στο διάστημα [Ι,αο). Αν 

Fin Χ | Χ > y 1 = In y + e, για e > 0 και y e [Ι,»), 

τότε η κατανομή της τυχαίας μεταβλητής Χ ορίζεται μονοσήμαντα ως 

Pareto (l,c" ). 

Απόδ£ΐξη Αντικαθιστώντας όπου h(x) - In Χ και i'H(y) = ς 

στη σχέση (3.4.13) προκύπτει ότι 

F
x
(x) = 1 - C

i
 exp 1 - - In x 

Δηλαδή 

F
x
(x) = 1 - C

t
 x "

( X /
^ . 

Επειδή δε F
v
(l) = 0 * C = 1 

Αρα, 

F
x
(x) = 1 - χ ί

1
/«

5
), 
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δηλαδή η τυχαία μεταβλητή Χ ορίζεται μονοσήμαντα και κατανέμεται 

ως Pareto (l,c~ ). 

Η τελευταία ειδική περίπτωση του θεωρήματος 3.4.5 με την 

οποία θα ασχοληθούμε είναι εκείνη η οποία προκύπτει αν θεωρήσουμε 

την h(x) = In (1+χ
σ
) και την H(y) = c. Το συμπέρασμα συνοψίζεται 

από το πόρισμα 3.4.6. 

Πάρυσμα 3.4.6 Εστω Χ τυχαία μεταβλητή με συνεχή συνάρτηση 

κατανομής έστω F„(x) που ορίζεται στο διάστημα [Ο,οο). Αν 

E|ln (1+Χ°) Ι Χ > y| = In (l+y°) + e για a>0, O O και y e [ο,co) 

τότε η κατανομή της τυχαίας μεταβλητής Χ ορίζεται μονοσήμαντα και 

είναι η κατανομή Burr. 

Στην ειδική περίπτωση που α-\ δηλαδή όταν h(x) = ln(l+x) η 

κατανομή της Χ ορίζεται μονοσήμαντα ως Beta II. 

Απόδει.£η Θέτοντας όπου h(x) = 1η (1+χ ) και H(y) - e στη 

σχέση (3.:4.13) προκύπτει ότι, 

Τ
χ
(χ) = ί - 0Λ exp Γ- | In (ΐ+χ

α
) 

Επειδή δΓε, F
v
(0) = 0 * C - 1 
Λ 1 

Κατά συνέπεια 

F
x
(x) = .1 - Ί+χ

α
] 

•IV e 
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Αρα η τυχαία μεταβλητή Χ κατανέμεται ως Burr με παραμέτρους α > Ο 

και e" > Ο. 

Είναι προφανές ότι όταν α = 1 η τυχαία μεταβλητή Χ ακολουθεί την 

κατανομή Beta II. 

3.5 ΧΑΡΑΚΤΗΡΙΣΤΙΚΕ! ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΒΑΣΙΣΜΕΝΕΣ ΣΤΗΝ ΥΠΟ ΣΥΝΘΗΚΗ 

ΑΝΑΜΕΝΟΜΕΝΗ ΤΙΜΗ. ΔΙΑΚΡΙΤΗ ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ. 

Στην ενότητα αυτή θα ασχοληθούμε με το θέμα του χαρακτηρισμού 

διακριτών κατανομών στην περίπτωση που έχουμε πληροφορίες για τη 

συνάρτηση E h(X)|X>y . Ο Shanbhag (1970) διατύπωσε επίσης και έναν 

ενδιαφέροντα χαρακτηρισμό για τη γεωμετρική κατανομή. Το θεώρημα 

έτσι όπως διατυπώθηκε από τον ίδιο έχει ως εξής, 

θ£ώρημα 3.5.1 ÌShanbhag (1970)) Εστω Χ 'τυχαία μεταβλητή με 

ακέραιες και μη αρνητικές τιμές της οποίας η αναμενόμενη τιμή 

υπάρχει. Η Χ κατανέμεται σύμφωνα με τη γεωμετρική κατανομή αν και 

μόνον αν 

:[χ| X>y »? [y] + 1 + Ε[Χ] για όλα τα> y. ^ (3.5.1) 

Στην εργασία των Dimaki and Xekalaki (1991) αποδεικνύεται 

ανάλογη ιδιότητα για την κατανομή Yule. Το συμπέρασμα της 

συνοψίζεται από το παρακάτω θεώρημα. 

θΕωρημα 3.5.2 {Dimaki and Xekalaki (1991) Εστω Χ τυχαία 

μεταβλητή με τιμές ακέραιες και μεγαλύτερες από την μονάδα της 
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οποίας η αναμενόμενη τιμή υπάρχει. Η Χ κατανέμεται σύμφωνα με τη 

μετατοπισμένη κατανομή Yule (ρ) αν και μόνον αν 

:[χ| X>y = y Ε(Χ) για όλα τα y. (3.5.2) 

Αξίζει να σημειωθεί η δυαδικότητα που υπάρχει μεταξύ των 

θεωρημάτων τα οποία αφορούν τις κατανομές εκθετική και γεωμετρική 

δηλαδή των 3.4.1 και 3.5.1 αφενός, και εκείνων που αφορούν τις 

κατανομές Pareto και Yule δηλαδή των 3.4.3 και 3.5.2 αφετέρου. 

Το συμπέρασμα του θεωρήματος 3.5.2 γενικεύεται για την 

περίπτωση που η κατανομή της τυχαίας μεταβλητής Χ είναι η 

μονοδιάστατη γενικευμένη Waring. Πριν προχωρήσουμε στην απόδειξη 

του θεωρήματος θα διατυπώσουμε το παρακάτω Λήμμα. 

Λήμμα 3.5.1 (Xekalaki, 1977) Εστω Χ τυχαία μεταβλητή με ακέραιες 

και μη αρνητικές τιμές. Τότε, 

P(X>r) = -^— (σ+r) P(X=r), r = 0,1,2,. . , α>0, ρ>0 (3.5.3) 

αν και μόνον αν η Χ ακολουθεί τη γενικευμένη μονοδιάστατη κατανομή 

Waring (σ,-Ι,/?)-, σ>0, ρ>0. .-: 

Θεώρημα 5.5.5 Εστω Χ τυχαία μεταβλητή με ακέραιες KOL μη 

αρνητικές τιμές της οποίας η αναμενόμενη τιμή υπάρχει. Η Χ 

κατανέμεται σύμφωνα με τη μονοδιάστατη γενικευμένη κατανομή Waring 

που έχει συνάρτηση πιθανότητας την 
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ρ = P(X=x) = É_L> ( Χ ) ( Χ ) ^ _ , Χ = 0 , 1 , 2 , ( 3 . 5 . 4 ) 
χ ( σ + ' ο ) ( 1 ) ( σ + 1 + ' σ ) ( χ ) 

σ , / ? > 0 . 

αν και μόνον αν 

ΕΓΧ|Χ>Υ] = μ + (y+D^ 

όπου 

μ = Ε(Χ). -Sj 

και 

μ = —3τ / δηλαδή η αναμενόμενη τιμή της αντίστοιχης 

μετατοπισμένης Yule (ρ). 

knòòcιξη 

Ευθύ:. Εστω ότι η τυχαία μεταβλητή Χ ακολουθεί
 ;
 τη μονοδιάστατη 

γενικευμένη κατανομή Waring {α,Ι,ρ). Τότε με βάση τον ορισμό της 

Ë|X|X>y και το συμπέρασμα του λήμματος 3.5.1 έχουμε ότι, 

- ' - • ' · ' ' ·".•"·. " Λ -.'". -• 

Ë Γ Χ · J Χ > yj. = •; V χ Ρ ( Χ | Χ > χ ) 

Χ a y + 1 

•Σ 
00 

Ρ(Χ=χ) 
χ 

P(X>y) 
χ a y + 1 
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00 

£_ λ ) χ Ρ(Χ=χ) 
•+y P(X=y) /_, ια+γ Ρ 

χ * y + 1 

^ _£_ ι V χ

 ρ ( ΐ ) σ ( χ ) * ( χ ) _ ι 
'(x=y) L· a+y P(X=y) /_, (α+ρ) ( 1 ) (σ+^+1 ) ( χ ) χ! 

χ = y + 1 

co 

- Ρ ι V f X + v + i ì -j£_ ° ( x + y + D x ( x + y + i ) ι 
- a+y P(X=y) Ζ , l X y i ; a+p (a+p+1 ) ( x + y + 1 ) ( x + y + D ! 

χ « 0 

_j_ y ( x + y + 1 ) _ ^ Q ( y + P ( g + y + 1 ) ( x ) 
(X=7) Ζ , ^ Υ ; a+p (σ+ρ+1)(γ+1) (a+p+y+2. ,. - , ( χ ) 

x s 0 

Q ( y ) ( Q + y ) ( D .ή,, .^.^^W1^ 
ö+p-P(X=y) α+,σ ( a V + l ) ( y ) ( t f + / ? + y + l ) ( 1 ) / _ / " J * ' -(.ö+p+y+2) ( χ ) 

X s 0 

/ ^ Λ ( α + p + y + l K . (o+p+y+2) x|! : 
x = 0 

CO 

"(1) :-.' f ^ y + 1 ) ( x ) 1 ( x ) 1 • y + 1 ) V ^(i) - l - ^ ( x ) 
y V ^ (a+p+y+l)(1) {a+p+y+2) ( X ) 

a+y+1 
+ y + l 

p-1 
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â - • (y+1> -Φτ 

= μ + (y+1)//. 

Αντίστροφο: Εστω ότι E X|X>y = μ + (y+1) μ . Η σχέση αυτή 

γράφεται ισοδύναμα, 

00 

Σ χ Ρ(Χ=χ) = μ P(X>y) + (y+l) μχ P(X>y) (3.5.5) 

χ β y + 1 

Εξειδικεύοντας τη σχέση (3.5.5) για y=r και y=r+l και αφαιρώντας 

κατά μέλη τις εξισώσεις που προκύπτουν έχουμε ότι, 

y P(X=y) = μ P(X=y) + y/i
l
[p(X>y-l) -P(X>y)j μΛ P(X>Y) 

(γ-μ-γμ^ P(x=y) = -Ml P(X>y) 

Εφόσον η E(X) υπάρχει, συνεπάγεται ότι ρ > 1 και επομένως η μ 

υπάρχει και εΟναι μεγαλύτερη από τη μονάδα. Αρα η τελευταία σχέση 

γράφεται - " . ί ~-

P(X>y) = ^ Τ
1 

y + 
μ. 

P(x=y), y =0,1,2, (3.5.6) 

Αυτή όμως είναι χαρακτηριστική για την γενικευμένη κατανομή Waring 

μ μ. 

° = ̂ Τ ' ,
1
' ' = μ~=Λ σύμφωνα με το λήμμα 3.5.1 
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Στη συνέχεια θα διατυπώσουμε ένα γενικό θεώρημα το οποίο θα 

μας επιτρέψει να αποδείξουμε ως πορίσματα γνωστά συμπεράσματα για 

συγκεκριμένες κατανομές. Το θεώρημα αυτό θα μπορούσε να θεωρηθεί 

ως το διακριτό ανάλογο του θεωρήματος του Kotlarski που αναφέραμε 

στην προηγούμενη ενότητα. 

Θεώρημα 3.5.4 Εστω Χ και Χ δυο διακριτές τυχαίες μεταβλητές που 

παίρνουν τιμές στους θετικούς ακέραιους και έχουν συναρτήσεις 

κατανομών και χ 
αντίστοιχα. Εστω επίσης ότι 

F (σ+0) = F (α) = 0 για κάποιο α>0. Ας θεωρήσουμε επίσης μια 

πραγματική συνάρτηση h( . ) τέτοια ώστε E h(X ) < co όσο και 

E h(X) < οο . Τότε οι, τυχαίες μεταβλητές Χ και Χ ακολουθούν την 

ίδια κατανομή αν και μόνον αν ικανοποιείται η σχέση 

00 

h(X)|X>yl = h(y+l) + rF
Q
(y)J V F

Q
( X ) h(x+l)-h(x) C.3.5.7) 

x = y +.1 

όπου F
o
(.) = 1 - F

o
(.) 

AirôSe ι£η 
* 

Ευθύ: Με βάση τον ορισμό της Ε h(X) |X>yì 

• f - · 

έχουμε δ ι α δ ο χ ι κ ά ό τ ι , 

00 

E[h(X)|X>yl = Υ" h(x) P(X=x|X>y) 

x = y + 1 

00 

•Σ h(x) F(X=x) 
P(x>y) 

x = y + 1 

1 0 7 



00 

-Σ h(x) 
χ s y + 1 

P(X^X) - P(X^X+1) 

P(x>y) 

P(x>y) 

00 00 

V h(x) Ρ(Χ£χ) - V h(x) P(X^X+1) 

x i y + l χ = y + 1 

P(x>y) 

C0 00 

V h(x+l) P(xac+1)- - V h(x) P(X^x+l) 

χ = y χ = y + 1 

P(x>y) 

CD CO 

h(y+l)P(Xiy+'l) + Vh(x+1 )P<X*x+l )-Vh(x)P(X^x+l) 

x = y + 1 χ s y + 1 

CO 

= hiy+l) +
 p ( x

>
y )

 Y^ [h(x+l)-h(x) P(X>x) 

χ = y + 1 

CO 

= h(y+l) 
+ ̂  Σ h(x+l)-h(x) F

x
(x) 

Χ -1
 x = y+ 1 

Δηλαδή, 

' " . ' . : . - •—• -—co 

Ë|h(X)|X>yj = h(y+l) + [Fx(y)J : ^ Fx(x)[h(x+l)-h(x)J -(3.5.8)' 

x= y + 1 

Είναι προφανές ότι αν F = F η σχέση (3.5.8) στην οποία 

καταλήξαμε ισοδυναμεί με την (3.5.7). 
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Αντίστροφο Εστω ότι ισχύει η σχέση (3.5.7). Οπως 

προηγουμένως, αποδεικνύεται ότι , 

co 

E[h(X)|X>y] = h(y+l)+[V
x
(y)] Υ Ρ

χ
(χ)[h(x+l)-h(x)j (3.5.9) 

χ = y + 1 

Συγκρίνοντας τις σχέσεις (3.5.7) και (3.5.9) συμπεραίνουμε ότι, 

co co 

[F
Q
(y)l Y F

0
(x)[h(x+l)-h(x)j = |?

x
(y)] ^ Ρ

χ
(χ) [h(x+l)-h(x)j (3.5.10) 

xs y + 1 χ a y + 1 

Εστω 

K
o
(y) = 

και 

K(y) 

00 

Σ F0
(x) h(x+l) -h(x)J 

χ a y + 1 

CO 

Σ F (χ) x
v
 ' h(x+l)-h(x) 

x = y + 1 

(3.5.11) 

(3.5.12) 

Από τη σχέση (3 . 5 .11 )_ προκύπτει ότι 

00 

κ
0
(y+1 ) = Y *F-

o
 (χ) jh (χ+1 ) -h"(x)] 

χ = y + 2 

(3.5.13) 

Αφαιρώντας κατά μέλη τις σχέσεις (3.5.11) και (3.5.13) προκύπτει 

ότι, 

K
Q
(y) - K(y) = F

o
(y+l) [h(y+2) - h(y+l)] 
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δ η λ α δ ή , 

F 0 ( y + D 
K Q ( y ) - K o ( y + l ) 

h ( y + 2 ) - h ( y + l ) 

Τελικά δηλαδή 

V
y )
 "

 K
o

( y _ 1 ) 

F
o

( y ) =
 h(y) - h(y+.l) (3.5.14) 

Με όμοιο τρόπο, ξεκινώντας από τη σχέση (3.5.12) καταλήγουμε στο 

F (y) = K(y) - K(y-l) 
x^

y ;
 h(y)-h(y+l) ' (3.5.15) 

Αντικαθιστώντας τις σχέσεις (3.5.11), (3.5.12), (3.5.14) και 

(3.5.15) στη σχέση (3.5.10) έχουμε ότι, 

K
0
(y) K(y) 

K
o
(y) - K

o
(y-l) K(y) - K(y-l) 

(3.5.16) 

Από τη σχέση (3.5.19) προκύπτει ότι, 

K(y) = C Κ (y), όπου: C σταθερά, 

Λόγω των (3.5.11) και ^3,5.12) η τελευταία αυτή σχέση γράφεται, 

00 00 

^ F
x
(x)[h(x+l)-h(x)] = C Y F

o
(x) h(x+l)-h(x) (3.5.17) 

χ = y + 1 x- y • 1 

Θέτοντας όπου y το y+1 η σχέση (3.5.17) γίνεται, 
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/ 
/ 

CO co 

Υ F
x
(x)|h(x+l)-h(x)] = C y F

o
(x)ih(x+l)-h(x)l. (3.5.18) 

x s y + 2 x e y + 2 

Αφαιρώντας τις σχέσεις (3.5.17) και (3.5.18) κατά μέλη προκύπτει 

ότι, 

F
x
(y+1) [h(y+2) - h(y+l)l = C F

p
(y+1) |h(y+l) - h(y+l)l 

H τελευταία αυτή σχέση είναι ισοδύναμη με την, 

F
x
(y+1) = C F

0
(y+1) 

δηλαδή. 

F
x
(y) = C F

x
(y) 

Απότην οποία τελικά προκύπτει ότι, 

1 " F x ( y ) = c - ^ F

0-(y? 

• .'.'-•, :-•• • • ; • ' . ' • . Λ ' 

Επειδή όμως . F (α) = F
Q
(c?) = 0, συνεπάγεται ότι C = 1, και άρα, 

F
x
(y) = F

Q
(y), γζα , α>0. 

Στη συνέχεια αποδεικνύεται ότι γνωστοί χαρακτηρισμοί 

διακριτών κατανομών , μπορούν να θεωρηθούν ειδικές περιπτώσεις του 

θεωρήματος 3.5.4. 
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Πόρισμα 5.5.1 Εστω ότι ικανοποιούνται οι υποθέσεις του 

θεωρήματος 3.5.4 και έστω ότι, 

F (x) = (1-ρ)
Χ
 δηλαδή Χ ~ γεωμετρική κατανομή 

και 

h(x) = χ 

(3.5.19) 

(3.5.20) 

Ικανή και αναγκαία συνθήκη για να ακολουθεί η Χ γεωμετρική 

κατανομή είναι η 

E[X|X>V] = y + -i- . (3.5.21) 

Απόδειξη Αντικαθιστώντας τις σχέσεις (3.5.19) και (3.5.20) στη 

σχέση (3.5.7) προκύπτει ότι, 

Ε X|X>y 

co 

: i - p ) y ^ 
= (y+i) + — — — ) (i-p) 

(i-p) 
χ s y + 1 

Χ 

= (y+1) .+ . 
l-p 

= y > 

Η σχέση (3.5.21) όμως, είναι χαρακτηριστική ιδιότητα της 

γεωμετρικής κατανομής που απεδείχθει από τον Shanbhag (1970). 

Το πόρισμα 3.5.2 καθορίζει την ικανή και αναγκαία συνθήκη για να 

ακολουθεί η τυχαία μεταβλητή Χ κατανομή Yule. 
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ΤΤόρισμα 5.5.2 Εστω ότι ικανοποιούνται οι υποθέσεις του 

θεωρήματος 3.5.4 και έστω ότι, 

F (χ) = ,
 +
.ί δηλαδή Χ ~ μετατοπισμένη Yule {ρ) " (3.5.22) 

και 

h(x) = χ (3.5.23) 

Ικανή και ανγκαία συνθήκη για να ακολουθεί η Χ μετατοπισμένη 

Yule {ρ) είναι η 

EÎx|X>yl = (y+1) -§γ - (3.5.24) 

ΑπόδΕΐ£η Α ν τ ι κ α θ ι σ τ ώ ν τ α ς τ ι ς σ χ έ σ ε ι ς ( 3 . 5 . 2 2 ) . και ( 3 . 5 . 2 3 ) στη 

σ χ έ σ η ( 3 . 5 . 7 ) π ρ ο κ ύ π τ ε ι ό τ ι , 

00 

' Α+1) Σ χ ΐ / ( 

[χ)χ>γ] = y + i + 

( χ ) 
χ = y+ 1 

y i / ( p + i ) ( y ) 

00 .-• " ·• ,-\, 

γ 
2^ 1(x+y+lV/ 

χ = 0 ' 

^ + 1 ) ( χ ) 

= y+i + Γ 

: y ! / ( p + l ) ( y ) 
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00 

ι Σ
 (
y

+ 2 )
(x/^

+
r

+ 2
>(x) 

= y + 1 + ( y + 1 > ! *-° 7 

(
^

+ 1 )
(y+i) y

!
/ ^

+ 1
>

( y ) 

(y+D! (/O+y+D/Co-l) 

= Y + 1 + (
'

+ 1 )
(y)

 (
"

+ y + 1 )
(i) yi/(^D

( y ) 

,
 y +
 !

 +
 Z+l ι 

J
 1 /9-1 

• '?
+1
> A 

Η σχέση (3.5.. 24) όμως είναι η χαρακτηριστική ιδιότητα της 

κατανομής Yule που αποδεικνύεται από τις Dimaki and Xekalaki 

(1991) , και το πόρισμα 3.5.2 αποτελεί επομένως μια αναδιατύπωση 

του δικού τους σχετικού θεωρήματος. 

Το τελευταίο πόρισμα προσδιορίζει^, την "ικανή και αναγκαία 

συνθήκη για να ακολουθεί η τυχαία μεταβλητή Χ τη μονοδιάστατη 

γενικευμένη 'κατανομή Waring. 

ΤΤόρυσμα 5.5.3 Εστω ότι ικανοποιούνται οι υποθέσεις του 

θεωρήματος 3.5.4 και έστω ότι, 

F (Χ) = 2Î2S Ρ(Χ =χ) (3.5.25) 
ο ρ ο 

\ 
ν 
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όπου 

P ( X 0 = x ) Ρ ν = 
Ρ ° ( χ ) * ( χ ) ι 

α+ρ ( σ + / ο + 1 ) ( χ ) χ ! 
χ = 0 , 1 , 2 , 

Ο,/3>0 

( 3 . 5 . 2 6 ) 

δ η λ α δ ή , Χ ~ μ ο ν ο δ ι ά σ τ α τ η γ ε ν ι κ ε υ μ έ ν η Waring (α,Ι',ρ) 

και 

h ( x ) = χ ( 3 . 5 . 2 7 ) 

Ι κ α ν ή και α ν α γ κ α ί α σ υ ν θ ή κ η γ ι α να α κ ο λ ο υ θ ε ί η Χ μ ο ν ο δ ι ά σ τ α τ η 

γ ε ν ι κ ε υ μ έ ν η κ α τ α ν ο μ ή Waring (α,1;ρ) ε ί ν α ι η -

EJx|x>y] = J 2 J + ( y + D ^ 

Απόδειξη Α ν τ ί καθιστώντας τ ι ς σχέσεις ( 3 . 5 . 2 5 ) και ( 3 . 5 . 2 7 ) στη 

σχέση ( 3 . 5 . 7 ) προκύπτει ό τ ^ , 

[x|x>y] = ( y + i ) ••+ ^ P ( x =y) 
Ρ 0 J 

• ι ω 

Σ 
χ = y 4 1 

— Ρ ( Χ = χ ) /? ο 

= ( y + i ) ---+• ^*<ν> 
ι co 

Σ-P(XV=x) + 
ο 

χ = y + 1 

+ Ì 

Τ - 1 00 

^ ^ Pcx =y) 
ρ ο J 7 Σ χ Ρ(Χ 0 =χ) 

χ = y + 1 
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a 
(y+i> + ρ ^ - p(x =y) 

ρ κ 0 J ' 

1 00 

Σ 
χ e y + 1 

P(X
0
=x) + 

00 

+ -P [ρ<ν*>]"1 £*p(v x ) 

χ = y + 1 

(y+i) + -p 
m PCX -y) 

ρ ο
 1 

co 

P(x
0
>y) + £ ]Γ χ 

PCX
0
=x) 

Ρ(Χ >χ) 
x = y + 1 Ο 

Λαμβάνοντας υπόψη τη σχέση (3.5.27) της υπόθεσης καταλήγουμε στο 

ότι, 

:[x|X>y] = (y+1) + £ |P(X
n
>y) [p(X
o
>y)j P(X

0
>y).;+ ì E[x0|X0>yJ". C3.5.28); 

Άπό τις υποθέσεις όμως του πορίσματος η τυχαία μεταβλητή Χ 

ακολουθεί μονοδιάστατη γενικευμένη κατανομή Waring (α,1;ρ). Κατά 

συνέπεια με βάση το ευθύ,του θεωρήματος 3.5^3 η σχέση C3.5.28) 

γίνεται, 

i[X|X>y] . , + x + l U ^ * ^ , ^ ] 

φι+ <*+1> φ ι • 
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Κατ' αναλογία με τη συνεχή περίπτωση μπορούμε να 

διατυπώσουμε το θεώρημα 3.5.4 και σε μια άλλη εξίσου χρήσιμη 

μορφή. Η παραλλαγή του διακριτού αναλόγου του θεωρήματος του 

Kotlarski δίνεται από το θεώρημα που ακολουθεί. 

Θεώρημα 3.5.5 Εστω Χ διακριτή τυχαία μεταβλητή που ορίζεται στο 

σύνολο {m,m+l, . . .} , m e Ι
+
υ {0} και η οποία έχει συνάρτηση 

κατανομής F
x
(x). Εστω επίσης h(.) μια γνησίως αύξουσα διαφορίσιμη 

συνάρτηση. Τότε η συνάρτηση 

E[h(X)|X>y| - h(y) = H(y), y=m,m+l,... m e I
+
u {0} (3.5.29) 

ορίζει μονοσήμαντα την κατανομή της Χ. 

ΑπόδΕϋζη Με βάση τον ορισμό της E h(X)|X>y και ακολουθώντας 

την επιχειρηματολογία που -ακολουθήθηκε για τ̂ην απόδειξη του 

θεωρήματος 3.5.4 έχουμε . 

οο 

E|"h(X)|X>yl = h(y+l) + 3 - ^ — Y Th(x+l)-h(x) F (x) . 
ν X 

X
V J
 ' x = y+l 

x ••·• • • • " • " ' • ' λ 

Επομένως η σχέση ( 3 . 5 . 2 9 ) γ ί ν ε τ α ι , _>; 

00 

^ — y • [h(x+l)-h(x)l F (x) = H(y) + h(y) - h(y-l) 
F ( y ) L-j L J x 
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00 OD 

Y h(x+l)F
x
(x)- y h(x)F

x
(x)=F

x
(y) 

x = y + 1 χ • y + 1 

H(y)+h(y)-h(y+i) (3.5.30) 

Εξειδικεύοντας τη σχέση (3.5.30) για y=r και y=r+l και αφαιρώντας 

κατά μέλη τις εξισώσεις που προκύπτουν έχουμε ότι, 

H(r+1) F
x
(r+1) - |H(r)+h(r)-h(r+l)j F

x
(x) = 0 . 

Επειδή η h(.) είναι γνησίως αύξουσα, έπεται από την (3.5.29) 

ότι H(r) > 0 για κάθε r. Αρα η τελευταία σχέση γράφεται 

P(Xkr+l) -
H(r-l)+h(r-l)-h(r) 

H(r-l) 
P(X*r) = 0 

Συνεπώς δεδομένου ότι P(X^m) = 1 η μοναδική λύση της εξίσωσης 

αυτής διαφορών δίνεται από τη σχέση, 

y-î 

P:(X*y) = H(r-l)+h(r-l)-h(r) 
H(r-l) (3.5.31) 

Από τη σχέση (3.5.31) προκύπτει ότι η P(Xiy) ορίζεται μονοσήμαντα 

από τις συναρτήσεις h(y) και H(y). 

Τα πορίσματα που ακολουθούν τεκμηριώνουν την πρακτική αξία 

του θεωρήματος 3.5.5. 
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Πόρισμα 3.5.4 Εστω Χ διακριτή τυχαία μεταβλητή με τιμές στο Ι
+ 

; Γ 

Αν 

[x|x>y] -y = C , για C > 1 και y = 1,2,... 

Τότε η κατανομή της Χ ορίζεται μονοσήμαντα και είναι η γεωμετρική. 

Απόδειξη Αντικαθιστώντας τις σχέσεις h(x) = χ και H(y) = C 

στην (3.5.32) προκύπτει ότι, 

P(X*y) = 1̂1 - J 

Δηλαδή το ζητούμενο. 

ΤΤόροσμα 5.5.5 Εστω Χ διακριτή τυχαία μεταβλητή με τιμές στο 

{m, m+1,...}. Εστω επίσης ότι 

Ε X|X>y - h ( y ) = a + / ? y , για σ < 1, β <0 , και y = m,m+l,... 

Τότε η κατανομή της Χ ορίζεται μονοσήμαντα και είναι η 

(πι-Ι)-περικόμένη Yule (ρ) όπου ρ"= - -̂ Λ> 0. 
% - - - - - -_ -·. -.. . 

ΑπόδΒίξη Αντικαθιστώντας τις σχέσεις h(x) = x και H(y) = α+βγ 

στην (3.5.31) προκύπτει ότι, 

P(X*y) = 

y-î 

-Γ-τ- (a-ß+l)+ßr 
1 « (a-ß)+ßr 
Γ s m 
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ή ισοδύναμα, 

P(X*y) = [ 2 = | ί 1 + m ] ( y _ m ) / / [ £ ^ + m ] ( y _ m ) J y = m , m + l , . . . (3.5.32) 

Στην ε ι δ ι κ ή περίπτωση που α-β+1 = β η σχέση (3.5.32) γ ί ν ε τ α ι , 

(m+1), . 

( y - m ) 

(•+D, . 
v ^ ' ( y - m + l ) 

= [l + Ì (y+1)] ρ χ ^ 
1+p+m) 

Αλλά αυτή είναι η ικανή και αναγκαία συνθήκη για να ακολουθεί η Χ 

1 ι Γ ^ 
την (m-1)-περικομένη Yule {ρ), ?=-•%> 0 Xekalaki (1984b) 
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ΧΑΡΑΚΤΗΡΙΣΤΙΚΕ! ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ 

ΔΙΔΙΔΙΑΣΤΑΤΩΝ ΚΑΤΑΝΟΜΩΝ 

PARETO & YULE 
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4.1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

Οπως φαίνεται και από τη βιβλιογραφία που παραταθέσαμε στα 

δυο προηγούμενα κεφάλαια σχετικά με τους χαρακτηρισμούς της 

μονοδιάστατης κατανομής Pareto υπάρχει πλήθος δημοσιευμένων 

εργασιών που καλύπτουν ένα πολύ μεγάλο μέρος του θέματος. Δεν 

συμβαίνει όμως το Ιδιο για την περίπτωση των διδιάστατων κατανομών 

Pareto. Δεν μπορέσαμε να εντοπίσουμε κάποια σχετική εργασία ούτε 

καν για την ήδη γνωστή στη βιβλιογραφία διδιάστατη κατανομή Pareto 

τύπου Mardia Ι. 

Στο κεφάλαιο αυτό αποδεικνύονται ιδιότητες των διδιάστατων 

κατανομών Pareto που ορίσθηκαν στο Κεφάλαιο 2 μερικές από τις 

οποίες αποδεικνύεται ότι είναι χαρακτηριστικές. Διατυπώνονται 

επίσης ιδιότητες που αφορούν διδιάστατες : κατανομές οι οποίες 

συνδέονται με τις διδιάστατες κατανομές Pareto καθώς επίσης 

ιδιότητες για το διακριτό ανάλογο της διδιάστατης Pareto" τύπου 

Mardia Ι δηλαδή τη διδιάστατη κατανομή Yule. 

Αναλυτικότερα, η ενότητα 2 που ακολουθεί περιέχει ιδιότητες 

της διδιάστατης κατανομής Pareto τύπου Marshall- Olkin ενώ η 

ενότητα 3 εξετάζει την περίπτωση της διδιάστατης κατανομής Pareto 

τύπου Mardia Ι. Τέλος/ η ενότητα 4 ασχολείται με χαρακτηριστικές 

ιδιότητες άλλων διδιάστατων κατανομών.' 
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4.2 ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΤΗΣ ΔΙΔΙΑΣΤΑΤΗΣ ΚΑΤΑΝΟΜΗΣ PARETO ΤΥΠΟΥ MARSHAL-OLKIN. 

; Γ 

Τα θεωρήματα της ενότητας αυτής αναφέρονται σε ιδιότητες της 

διδιάστατης κατανομής Pareto τύπου Marshal 1-01kin που ορίσθηκε στην 

ενότητα 2.3.2. Το πρώτο από τα θεωρήματα αυτά δηλαδή το θεώρημα 

4.2.1 θα μπορούσε να θεωρηθεί εναλλακτικά σαν διαδικασία ορισμού 

της διδιάστατης αυτής κατανομής. 

ΘΕώρημα 4.2.1 Εστω U. (i = 1,2,3) ανεξάρτητες τυχαίες 

μεταβλητές που κατανέμονται σύμφωνα με την κατανομή Pareto (l,ok.) 

(i = 1,2,3) και έστω, 

Χ = min (U
t
,U ) 

Y = min (U ,U ) . 
2 3 

Τότε το τυχαίο διάνυσμα (Χ,Υ) ακολουθεί τη διδιάστατη κατανομή 

Pareto τύπου Marshal1-Olkin με συνάρτηση επιβίωσης την 

-k 
τ* / \ -aia -ok„ 
Ρ

χ y
(x,y) = χ ι y 2 

, a aS\ 
max (χ , y ) 

Απόδειξη Με βάση τον ορισμό της συνάρτησης-επιβίωσης προκύπτει 

ότι, V '. - - ""'·." 

•ν'··'•-. """•
 :
 • - ~ • • '. • V- • -. : 

F
X Y
(x,y) = Ρ (Χ>χ, Y>y):: 

= Ρ fmin (U^.Ug) > χ, min (υ,,,υ̂ ) > y 

Από τις υποθέσεις του θεωρήματος όμως έχουμε ότι οι τυχαίες 

μεταβλητές U. (i = 1,2,3) είναι ανεξάρτητες και ακολουθούν την 
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κατανομή Pareto, ειδικότερα δε 

Fy (u) = u i , i = 1,2,3. 
i 

Ετσι έχουμε διαδοχικά ότι, 

F
x y
(x,y) = Ρ fu

t
>x, U

2
>y, u*

3
>max(x,y)j 

= Ρ (U >x)'P (U
2
>y) Ρ (u

3
>max(x,y)J 

= Fy (x) F
0
 (y) F

y
 (max(χ,y) 

1 2 3^ 

-ok -ok Γ -, à a\\ 3 = χ ι y 2 max (χ ,y ) 

*~'H Dimaki (1977) αποδεικνύει ότι αν Χ , i = l,2, ...,n είναι 
i 

ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές που κατανέμονται σύμφωνα με την 

κατανομή Pareto (θ,α) τότε η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της 

τυχαίας μεταβλητής Χ Μ min Χ. i=l,2,...,n είναι η 
1 :n - .1 i:nj 
_ '.

 :
~- ;- i

 ν
 Λ,"

 Ν 

. . • - ' . - ' - • • : • '-"•'•• ν
- ' . • ' . • - . - - \ ' _ ' ' - • 

Pareto (θ,ηα).' Στη συνέχεια θα αποδείξουμε ότι όταν οι τυχαίες 

μεταβλητές είναι εξαρτημένες και.η=2 η ιδιότητα διατηρείται στην 

περίπτωση που το τυχαίο διάνυσμα (Χ,Υ) ακολουθεί τη διδιάστατη 

κατανομή Pareto τύπου Marshal 1-0ikin. 

Θεώρημα 4.2.2 Εστω Χ,Υ τυχαίες μεταβλητές με από κοινού 

κατανομή τη διδιάστατη κατανομή Pareto τύπου Marshal1-Olkin με 
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συνάρτηση ε π ι β ί ω σ η ς , 

= , s —al/i —am Γ , α α.Λ 

F x y ( x , y ) = χ y I max (χ ,y ) 

τότε το min(X,Y) ακλουθεί την κατανομή Pareto (1,/?) με /?=a(k+m+r) 

ΑπόδΕίΕη Με βάση τις υποθέσεις του θεωρήματος έπεται ότι, 

fmin(X,Y) > χ] = Ρ (Χ > χ, Υ > y) 

-ak. -am -ar 
= χ χ χ 

= x
a(k+m+r) 

Δηλα5ή, min(X,Υ) ~ Pareto l,a(k+m+r) . 

Είναι γνωστό ότι η μονοδιάστατη κατανομή Pareto 

χαρακτηρίζεται από τη σχέση > 

F
x
(st)•« F

x
(s) F

x
(t) , s,t * 1. '*>.. 

Μια προφανής μεταφορά της παραπάνω σχέσης στο χώρο των δύο 

διαστάσεων είναι η 

ρ
χ , γ

( 3
Λ '

3

2
ν = F

X , Y
(
V

S

2
>
 F

x , Y
(
W · ί

4
·

2
·

1
) 

Το θεώρημα που ακολουθεί αποδεικνύει ότι η σχέση (4.2.1) οδηγεί σε 
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διπλή Pareto 

Θεώρημα 4.2.3 Η μοναδική λύση της συναρτησιακής εξίσωσης 

F
X

f
Y

( e
t

t
i'

e
2

t
2

) = F
X , Y

( S
i '

S
2

) F
X , Y

(
W ' W

1
'

 i = 1
'

2 

είναι η διπλή Pareto 

Απόδ£ΐ.£η Εστω η συναρτησιακή εξίσωση 

ρ
χ , γ

( 3
Λ '

3
2 ν -

 Γ
Χ,Υ<

β
ι*

β
2> F

X , Y < W · <
4
·
2
'
2
> 

θέτοντας s = t = 1 προκύπτει ότι, 

F
X , Y ( V I < ^ = ;-

r
i;Y<V

i
> ^ Υ ^ ι ' ^ 

F
X

( S
i

t
i

) =
 W W'

 YLOt Ο λ α Τ α S
i'

t
i^

 1
·' : (4.2.3) 

Η σχέση (4.2.3)~όπως γνωρίζουμε είναι ισοδύναμη^με τη σχέση 

F^Cx) = x~ai,.,, \ _\ '- . .-ί'.:•..•.,':• (4.2.4) 

1 • -

Με όμοιο τρόπο καταλήγουμε στο ότι, 

F
y
(y-) '= y~°2. (4.2.5). 

θ έ τ ο ν τ α ς όπου s = t = 1 στη σχέση ( 4 . 2 . 2 ) προκύπτει ότι 
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F
X,Y

(
W

 =
 ̂ Λ ·

1
)

 F
X,Y

(1
'V 

F

X
, Y

(
W - W W 

Λόγω της (4.2.4) και. της (4.2.5) η τελευταία αυτή εξίσωση γίνεται, 

F
X , Y

(
W =

 x'°t y
~°

2
, 

Δηλαδή, (Χ,Υ) ~ διπλή Pareto, 

Στη συνέχεια θα αποδείξουμε ότι στην ειδική περίπτωση που 

t =t =t η σχέση (4.2.1) είναι δυνατόν να οδηγήσει σε μονοσήμαντο 

ορισμό της κατανομής του τυχαίου διανύσματος (Χ,Υ) ως διδιάστατης 

Pareto τύπου Marshal1-Olkin. 

ΘΕωρπμα 4.2.4 Η μοναδική λύση της συναρτησιακής εξίσωσης 

^ γ ί
3
!

1
' ^ =

 F
x;.Y

(8
i'V

 F
x/Y

( t
'

t ) (4.2.6) 

είναι η 

ΈΓ / \ -k -m 
F

x y
(x,y) = χ y max (χ,y) 

-r 
, όπου k,m,r£0 

υπό την προϋπόθεση ότι οι περιθώριες κατανομές των Χ και Υ είναι 

μονοδιάστατες Pareto. 
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ΑπόδΕίΕη θέτοντας όπου (s , s ) = (s,s) στη συναρτησιακή εξίσωση 

(4.2.6) προκύπτει ότι, 

F
XiY
(st,st) = F

x Y
(s,s) F

x y
(t,t). 

Επομένως, 

— —R 

F
x Y
(s,s) = s για θ>0 

θέτοντας όπου s = 1, η συναρτησιακή εξίσωση (4.2.6) γίνεται, 

F]t_ï(sit,t) = FX;ï(Sl,l) FX/ï(t,t) 

• w t _ e -

Δηλαδή, 

F
X ) Y

(
S i
t,t) = t

 θ
 F

x
(s

t
). . (4.2.7) 

Με ανάλογο τρόπο προκύπτει ότι, 

V.-

F
X)Y
(t,S

2
t) = t Ö FY(s2). : — (4.2.8) 

Από τις υποθέσεις του θεωρήματος έχουμε ότι οι περιθώριες 

κατανομές των τυχαίων μεταβλητών Χ και Υ είναι μονοδιάστατες 

Pareto. Κατά συνέπεια οι σχέσεις (4.2.7). και (4.2.8) γίνονται, 
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F
X Y
(st,t) = t~9 3~θ\ για öi > Ο (4.2.9) 

και 

F
XjY
(t,st) = t~Ô Β~θτ για θ > Ο 

' 2 

(4.2.10) 

Επειδή δε s>l, t>l οι σχέσεις (4.2.9) και (4.2.10) γίνονται 

αντίστοιχα, 

F
X Y
(x,y) = y 

-θ 
αν χ ä y (4.2.11) 

και 

F
x y
(x,y) = χ 

'θ (ν]~θ2 
αν χ £ y (4.2.12) 

με θ, θχΙ "θ'ζ'•*'"> 0, 

Οι σχέσεις (4.2.11) και (4.2.12.) ορίζουν από κοινού μια διδιάστατη 

κατανομή για όλα τα χ,y Μ · Η L y(X/y) είναι φθίνουσα ως προς y 

όταν θ ί. θ , κατά συνέπεια όταν η διαφορ.ά κ" =- θκ - θ είναι μη 

αρνητική. Ομοια, η F„
 v
(x,y) είναι φθίνουσα ως προς χ όταν ότι θ t 

θ , επομένως όταν ή m = θ - θ είναι επίσης μη αρνητική. Εστω 

• ί ' 

τώρα r = θ +θ -θ. για να δείξουμε-ότι r £ 0 αρκεί να δείξουμε ότι 

θ +θ £ θ. Για το σκοπό αυτό παρατηρώ ότι η διδιάστατη κατανομή 

έτσι όπως περιγράφεται από τις (4.2.11) και (4.2.12) οδηγεί σε 

μονοδιάστατη κατανομή της οποίας η συνάρτηση κατανομής είναι 
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F
x
(x) = F

X Y
(x,x) 

= 1 + F
x γ
(χ,χ) - F

x
(x) - F^(x) 

_ 0 _jû _ 

όπου
 F

v(
x
)
 = x x> F

Y
(

X
)
 = x 2 KCCL

 Π
 F

x γ
(

χ
/

χ
) δίνεται από 

τις σχέσεις (4.2.11) και (4.2.12) με y = χ. Επομένως, 

f x ( x ) - 4 r FX,Y ( X 'X ) 

β χ 

\ . -θ -θ -θ ' 
1 + χ - χ 1 - χ 2 

1 2 

2: 0 γ ι α ό λ α τα χ . 

Εστω ότι χ -> 1. Παρατηρούμε ότι θ +0 à Ö από το οποίο 

συνεπάγεται ότι το r = θ +θ -θ είναι μη αρνητικό. 

Αντικαθιστώντας ^που θ = m+k+r, θ = k+r και θ = m+r 

ι 2 

στις σχέσεις (4.2.11) και (4.2.12) προκύπτει.ότι η μοναδική λύση 

της δοθείσας συναρτησιακής εξίσωσης είναι η 
, ν -m -κ. ι , s ι 
,
Γ
 "ν Tri = fr •ν I m a v ι ν w 1 Ι 

Χ, Υ' 

k,m,r £ 0. 

F
Y v
(x,y) = y

 m
 χ max (χ,y) , x,y > 1 
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4.3 ΧΑΡΑΚΤΗΡΙΣΜΟΙ ΤΗΣ ΔΙΔΙΑΣΤΑΤΗΣ ΚΑΤΑΝΟΜΗΣ PARETO ΤΥΠΟΥ MARDIA Ι 

Τα δυο θεωρήματα που περιέχονται στην ενότητα αυτή αποτελούν 

χαρακτηριστικές ιδιότητες της διδιάστατης κατανομής Pareto τύπου 

Mardia Ι. 

ΘΕωρημα 4.5.1 Εστω (Χ ,Χ ) τυχαίο διάνυσμα του οποίου οι 

συνιστώσες ορίζονται στο (Ο,+οο). Τότε η σχέση 

Ρ(Χ
α
>

Χί
 X

2
>y) = ρ (

^
+ 1 )

 (x+y+1)
2
 ί

χ χ (χ,γ) , χ,y > 0 , ρ > 0 

προσδιορίζει μονοσήμαντα την κατανομή του (Χ ,Χ ) ως διδιάστατη 

κατανομή Pareto τύπου Mardia Ι, με 

f -(χ,y) = ρ (ρ+ΐ) ( x + y + r ) " ( p + 2 ) ; ; ρ > 0, 
ΐ'. 2 

Απόδε; L£TI 

Ευβύ : Εστω ότι το τυχαίο διάνυσμα (Χ/
7
Χ ) ακολουθεί τη 

διδιάστατη κατανομή Pareto τύπου Mardia Γ,^τότε , 

Ρ(Χ
α
>χ, X

2
>y) = F

x
 ~

χ
" (x,y) - F

x
 (χ) - ¥χ (y) + 1 

1' 2 

= (x+y+1)
 ρ 
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Ρ (Ρ+ 
jj (x+y+l)2

 [P(P+D (x+y+l) ' ( ^ + 2 ) 1 

= c (x+y+l)2 fx x ( x , y ) 
1' 2 

Αντίστροφο: Εστω ότι ισχύει. 

P(X>x, Y>y) = C (x+y+l)
2
 f

x/y
(x,y) 

ή, ισοδύναμα 

2 ò* F x Y ( x ' y ) 
Fx,Y(x'y) = c Cx+y+D ' 

dx dy 

Γράφοντας την παραπάνω εξίσωση με την μορφή 

θ
2 Fr v

(x,y) 1 

F
Y v
(x,y) = 0, 

θχ ay C(x+y+l)
2 X
'

Y 

παρατηρούμε-ότι η μοναδική λύση της υπό τον περιορισμό F
v
 „(1,1) 

^ - -·Λ
/
>-Χ- . 

'- 1 / δίνεται από "την .̂ 

F
x y
(x,y) = (x+y+l)

 ρ . 
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Θεώρημα 4.3.2 Εστω (Χ ,Χ ) τυχαίο διάνυσμα του οποίου οι 

συνιστώσες ορίζονται στο (Ο,+οο). Τότε η σχέση 

'00 

ί
χ χ

 (χ,m) dx = 
r l' 2 

œ 1 
fx (r,y) dy = - ^ 

m 1 2 

(1+r+m) fx χ
 (r,m) 

l' 2 

προσδιορίζει μονοσήμαντα την κατανομή του (Χ ,Χ ) ως διδιάστατη 

Pareto τύπου Mardia Ι με 

f
X Χ

 ( x
'

y ) = ρ
 '•<'°

+1
> (3c+y+i)~

( p + 2 )
, Ρ > 0, 

ΐ' 2 

Απόδε t£n 

Εστω ότι το τυχαίο διάνυσμα (Χ ,Χ ) ακολουθεί τη Ευθύ: 

διδιάστατη κατανομή Pareto τύπου Mardia Ι. Τότε, 

•co 

f
 χ χ

 ( χ, m ) dx = 
r \' ζ 

'CO 

ρ (ρ+1) (1+x+m)
 (
^

+ 2 )
 dx 

= > (Ρ+1) 
•co 
(1+x+m) (p+2)ìdx 

J r 

= Ρ (iO+1) 
(1+r+m) (p+1) 

p+1 

ρ-ττ < 1 + r + m > f

x , χ < r ' m > 
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= C (1+r+m) ί
χ χ

 (r,m) 
1' 2 

όπου C = 
p+1 ' 

Αντίστροφο: Εστω ότι 

reo 
ί

χ χ
 (x,m) dx = C (1+r+m) ί

χ χ
 (r,m) 

r ι' 2 1' 2 

Παραγωγί ζοντας ως προς r προκύπτει, ότι, 

- ί
χ χ

 (r,m) = C ί"
χ χ

 (Γ,m) + C (1+r+m) -g- ί
χ χ

 (r,m) Φ 
ι' 2 ι' 2 ' i

J
- 2 · • '• 

C (1+r+m) - ^ f j j
 χ
 (r,m) + (C+l) f

 x
j<r

7
m)i.-* 0 'ψ 

l' 2 l' 2- -
 :

 -?•. 

• • _ ' • ' . - : • - - . ' • • • ·Τ~."
 :
-· '•'•-'.'-" •'-

a 
3r 

f
X ;x

 (r
'

m) +
 C a+"r+m)

 f
X ,X

 (r
'

m) =
 ° 

1 2 - ' 1 2 

Λύση της διαφορικής αυτής εξίσωσης είναι η 
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f (r,m) = C^ exp « -
1' 2 

C (1+r+m) 

= C exp 
C+l 
C 1+r+m 

dr 

C exp < 
C+l 

In (l+r+m)~ C 

Αρα τελικά προκύπτει ότι, 

_C+1 
f (r,m) = C (1+r+m) C . 

l' 2 

Αλλά, 

'00 reo 
f

x χ
 (r,m) dr dm = 1 

.o ••'.!' 2 

Κατά συν έπε ι'α, 

'co 'co _C+1 

(1+r+m)~ C dr dm = 1 
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e e 
ι 

Γο
° -I/C 

(1+m)
 x /
 dm = 1 

ο 

Από την τελευταία αυτή σχέση προκύπτει ότι, 

C =
 Χ 1

"
C 

Ί C C ' 

Αρα κ α τ α λ ή γ ο υ μ ε σ τ ο ό τ ι , 

_C+1 

fx χ (r,m) » ^ - y (1+r+m) C 

Δ η λ α δ ή , τ ο τ υ χ α ί ο δ ι ά ν υ σ μ α (Χ ,Χ ) α κ ο λ ο υ θ ε ί τη δ ι δ ι ά σ τ α τ η 

κ α τ α ν ο μ ή P a r e t o τ ύ π ο υ Mardi a. Ι με παράμετρο ρ = —g— - 1. 

4 . 4 ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΤΗΣ ΔΙΔΙΑΣΤΑΤΗΣ ΚΑΤΑΝΟΜΗΣ YULE 

Σ τ η ν ε ν ό τ η τ α α υ τ ή π ε ρ ι έ χ ε τ α ι μ ι α χ α ρ α κ τ η ρ ι σ τ ι κ ή ι δ ι ό τ η τ α τ η ς 

δ ι δ ι ά σ τ α τ η ς κ α τ α ν ο μ ή ς YuleT . .-. ^ ..-.: - Λ - ;ν.-,* : 

ΘΕωρημα 4 . 4 . 1 Εστω τ ο τ υ χ α ί ο διάνυσμα (Χ VX ) t o ο π ο ί ο έ χ ε ι μη 

' - • 1 : • 

α ρ ν η τ ι κ έ ς σ υ ν ι σ τ ώ σ ε ς οι ο π ο ί ε ς παίρνουν α κ έ ρ α ι ε ς τ ι μ έ ς . Τότε η 

κ α τ α ν ο μ ή τ ο υ τ υ χ α ί ο υ δ ι α ν ύ σ μ α τ ο ς (Χ ,Χ ) ε ί ν α ι η δ ι δ ι ά σ τ α τ η 

Yule {ρ), ρ>0 με από κ ο ι ν ο ύ συνάρτηση π ι θ α ν ό τ η τ α ς 
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ρ (r+m)! 
I ^ ( 2 ) tA A Λ \ 

ρ = . (4.4.1) 
K^ ( r + m + 2 ) 

αν και μόνον αν 

P < V r ' X 2 > m ) = Ρ ά+l) ( r + m + 1 ) ( r + m + 2 ) P r ,* 

Απόδεt£n 

Ευθύ: Εστω__ότι το τυχαίο διάνυσμα (Χ ,Χ ) ακολουθεί τη 

διδιάστατη κατανομή Yule. Τότε, 

P ( X i > r , X2>m) = ^ λ (ρ+1) 
*—' *—· ΚΗ ' ( x + y + 2 ) 

x = r + l y = m + 1 

CO co 

Σ \ ( x + y+ r +m + : 

CO co 
1 

2 ) 

(p+r+m+5), 
„ - (x + y ) 

x = Q y = 0 

ρ 1 r—,Φ r—*- ^ ( r + m + 3 ) ; 

( 2 ) ( r + m + 2 ) \ \ 

KH ' ( r + m + 4 ) * - J 4 - · » \ ^ 
+r+m+5) 

r. > ( x + y ) 
χ = 0 y = 0 > 

1, , 0+r+m+3 ) , „ r-̂  r-Î p, (r+m+3) 
( 2 ) (r+m+2) V ^ ( 2 ) \ \ ^ ( 2 ) ^ ' ( x + y ) Σ Σ (p+l) , / / , (p+r+m+3), (p+r+m+5), v ^ ' ( r + m + 4 ) / 3 , % *—' i - J

n ( 2 ) V ^ ' ( x + y ) 
' C 2 ) x = Q y = 0 
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Δηλαδή, 

Ρ(Χ >r, Χ >m) = 
"(2>

 X
( r « )

 ( 1 + r + m )
( 2 ) ( P

+
^

+
3 )

( 2 ) 

Λόγω δε της (4.4.1) τελικά προκύπτει ότι, 

Ρ(Χ >r, Χ >m) = - i - (l+r+m) ρ 

= C (r+m+.l)'(r+m+2) ρ 
Γ , m 

Αντίστροφο: Εστω ότι, 

P(X>r, Y>m) = C (r+m+1)(r+m+2) ρ 

η 

co co -

Σ V ρ = C (r+m+1) (r+m+2) ρ: 

χ = r: + 1 y = m + 1 

Από τη σχέση αυτή για r,m = 0,1,... προκύπτουν διαδοχικά 

παοακάτω σχέσεις,= 

co 

C(r+m+l)(r+m+2) ρ - C(r+m+3)(r+m+2)p = > Ρ 
r,m * r +1 , m / , Γ +1, χ 

xsm + 1 
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00 

C ( r + m + 2 ) ( r + m + l ) ρ - C ( r + m + 3 ) ( r + m + 2 ) p = ) Ρ 

χ = r + 1 

C ( r + m + 2 ) ( r + m + l ) ρ - C ( r + m + 4 ) ( r + m + 3 ) p 
r , m Γ + Ι , σ ι + î 

00 00 

= ) Ρ + y P ~ P 
/ , r + l , x ^ x , m t l * r + l , i n + l . 

χ = m + 1 χ = r + 1 

Από XLÇ τρεις αυτές τελευταίες σχέσεις προκύπτει ότι, 

( r + m + 4 ) ( r + m + 3 ) p „ Λ + ( r + m + 2 ) ( r + m + l ) p - ( r + m + 3 ) ( r + m + 2 ) p 
r + 1 , m + 1 r , m r + 1 , m 

- (r+m+3) ( r + m + 2 ) ρ = " - r ± - ρ 
r , m + l C r + ì , m + l 

( r+m+4)( r+m+3) " - - £ - p + (r+m+ 2 ) ( r + m + 1 ) ρ 
• . r+..1 » m-* 1 ."*;•· S" r, m 

' .- (r+m+3) ( r + m + 2 ) ρ , - ( r + m * 3 ) ( r + m + 2 ) p = 0" 
r + l , m r , m+î 

Λύση τ η ς ε ξ ί σ ω σ η ς α υ τ ή ς δ ι α φ ο ρ ώ ν ε ί ν α ι η ρ έ τ σ ι όπως α υ τ ή 
r , m 

δ ί ν ε τ α ι από την ( 4 . 4 . 1 ) . Οπου C = 1/ρ(ρ+1). 
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Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο "5 

ο ι ΚΑΤΑΝΟΜΈΣ 

PARETO ΚΑΙ YULE 

ΣΤΟ ΠΛΑΙΣΙΟ ΤΗΣ ΘΕΩΡΙΑΣ ΑΞΙΟΠΙΣΤΙΑΣ 

Ni' 
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5.1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

Η θεωρία αξιοπιστίας διατυπώνεται ως η θεωρία πρόβλεψης; 

εκτίμησης ή βελτιστοποίησης της πιθανότητας επιβίωσης (probability 

of survival), της μέσης ζωής (mean life), ή πιο γενικά της 

κατανομής ζωής (life distribution) των συνιστωσών ενός συστήματος 

ή και συστημάτων. Η ανάπτυξη της θεωρίας αξιοπιστίας υπήρξε 

ραγδαία και τούτο γιατί η γνώση της· συμπεριφοράς αποτυχίας μιας 

συνιστώσας ενός συστήματος (failure behaviour of a component) 

μπορεί να οδηγήσει σε μικρότερο κόστος παραγωγής ή συντήρησης και 

σε μερικές περιπτώσεις στη προστασία της ανθρώπινης ζωής. Επίσης 

διαπιστώθηκε η συμβολή της θεωρίας σε τομείς άλλους από εκείνους 

οι οποίοι συνδέονται με μηχανές και τα εξαρτήματα αυτών και οι 

οποίοι έδωσαν το έναυσμα για το ξεκίνημα της θεωρίας. Σήμερα 

δείχνουν αυξημένο ενδιαφέρον -για τη θεωρία αυτή, μαθηματικοί, 

οικονομολόγοι καθώς και εκείνοι που ασχο-λούνται με θέματα μελέτης 

του περιβάλλοντας. Με απλή παρατήρηση καταλήγει κανείς στο 

συμπέρασμα ότι οι μηχανικές αποτυχίες συμβαίνουν τυχαία. Αυτή η 

παρατήρηση οδηγεί στο συμπέρασμα ότι μελέτ.ες που αφορούν την 

αξιοπιστία πρέπεα να γίνονται με βάση τη θεωρία πιθανοτήτων και τη 

στατιστική θεωρία. Στο πλαίσιο της ^θεωρίας αξιοπιστίας η 

προσέγγιση αυτή είναι -γ_ενικά αποδεκτή. Ετσι καθοριστικής σημασίας 

είναι η αλληλεπίδραση που υπάρχει μεταξύ θεωρίας αξιοπιστίας και 

στατιστικής. Αξιοσημείωτο επίσης είναι ότι ενώ η θεωρία 

αξιοπιστίας θεωρείται σαν εφαρμογή των πιθανοτήτων και της 

στατιστικής σε μια ειδική κατηγορία προβλημάτων, η θεωρία 

αξιοπιστίας συνέβαλε στο να αναπτυχθούν καινούριες περιοχές της 
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στατιστικής. Σαν τέτοιες μπορούν να θεωρηθούν ο μη παραμετρικός 

χαρακτηρισμός συναρτήσεων κατανομών στο πλαίσιο της θεωρίας 

ανανέωσης ή της θεωρίας ταξινόμησης και επιλογής κατανομών. 

Οπως αντιλαμβανόμαστε η εμβέλεια της θεωρίας αξιοπιστίας 

είναι τεράστια. Η παρούσα διατριβή αντιμετωπίζει το θέμα από 

συγκεκριμένη οπτική γωνία αφιερώνοντας σε αυτό ένα μόνο κεφάλαιο. 

Είναι γνωστό ότι κατανομές όπως η εκθετική, η Weibull, η 

Gamma KOL η λογαριθμοκανονιμή έχουν χαρακτηρισθεί, άλλες 

περισσότερο και άλλες λιγώτερο, σαν κατανομές χρόνου ζωής (life 

time distributions). Στο κεφάλαιο αυτό εξετάζονται αφενός μεν οι 

κατανομές Pareto αφετέρου δε οι κατανομές Yule στο πλαίσιο της 

θεωρίας αξιοπιστίας. Ετσι αποδεικνύεται ότι οι κατανομές που 

προαναφέραμε ικανοποιούν ένα σημαντικό αριθμό ιδιοτήτων και κατά 

συνέπεια θα μπορούσαν να χρησιμοποιηθούν με επιτυχία για την 

αντιμετώπιση προβλημάτων στο πλαίσιο της θεωρίας αυτής. 

Στην ενότητα που ακολουθεί γίνεται μια μικρή εισαγωγή σε 

βασικές έννοιες της θεωρίας αξιοπιστίας. Πέρα από την ανάλυση της 

ήδη χρησιμοποιούμενης ορολογίας γίνεται και επέκταση υπαρχουσών 

εννοιών. Ορισμένα συμπεράσματα μεταφέρονται „επίσης και στο χώρο 

των δύο διαστάσεων. V * -

-Στην τρίτη ενότητα αποδεικνύονται ιδιότητες χαρακτηριστικές ή -
* 

μη των μονοδιάστατων κατανομών Pareto και Yule οι οποίες 

συνδέονται με έννοιες της θεωρίας αξιοπιστίας. Ορισμένες - από τις 

ιδιότητες αυτές αποδεικνύεται ότι είναι ισοδύναμες με άλλες ήδη 

γνωστές χαρακτηριστικές ιδιότητες των κατανομών αυτών. 
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Τέλος, στην τέταρτη ενότητα αποδεικνύονται χαρακτηριστικές ή 

μη ιδιότητες τόσο για διμεταβλητές μορφές της κατανομής Pareto 

(συνεχής περίπτωση) όσο και για διμεταβλητές μορφές της κατανομής 

Yule (διακριτή περίπτωση). 

θα τελειώσουμε την εισαγωγική αυτή στο θέμα ενότητα με μια 

σύντομη αναφορά στην υπάρχουσα βιβλιογραφία. Αξίζει να αναφέρουμε 

ότι η μόνη εργασία στην οποία εντοπίσαμε σαφή αναφορά στις 

μονοδιάστατες κατανομές Pareto και Yule ως κατανομές χρόνου ζωής 

είναι εκείνη της Xekalaki (1983b). Η υπόλοιπη από τη βιβλιογραφία 

που παραθέτουμε χρησίμευσε στο να αποκτήσουμε στοιχειώδες υπόβαθρο 

σε θέματα της θεωρίας αξιοπιστίας τα οποία αντιμετωπίζονται με 

πιθανοθεωρητική και στατιστική μεθοδολογία και στα οποία οι 

κατανομές Pareto και Yule μπορούν να παίξουν σημαντικό ρόλο. Ετσι 

αναφέρουμε το ειδικό στο θέμα βιβλίο των Mann, Schafer and 

Singpurwalla {1974);, καθώς και εκείνο των Kalbfleisch and Prentice 

(1980). Από τις δημοσιευμένες εργασίες θα ξεχωρίσουμε ως πιο 

χαρακτηριστικές τις παρακάτω τις οποίες παραθέτουμε ακολουθώντας 

τη χρονική στιγμή της δημοσίευσης τους: Epstein and Sobel (1953, 

1954, 1961), Reinhardt (1968), Bryson and Siddlgui C1969), Harris 

{1970), Basu (1971), Br indi ey and Thompson (1972)^ Laurent (1974, 

1,975) .Marshall (1975) , Block (1977a, ^977b), Friday and Patii 

(1977), Shinii and Tsokos (1977), Muth (ì'977), Morrison (1978), 

Esary and Marshall (1979), Block and Savits (1980a, 1980b, 1981a, 

1981b), Gupta (1980), Thompson (1981), Roy and Mukherjee (1986). 
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5.2 ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΑΠΟ ΤΗ ΘΕΩΡΙΑ ΑΞΙΟΠΙΣΤΙΑΣ 

Η πιθανή συμπεριφορά αποτυχίας μιας συνιστώσας ενός 

συστήματος προσδιορίζεται γενικά από μια συνάρτηση, έστω f(t), η 

οποία ονομάζεται πυκνότητα αποτυχίαβ (fai lure density). Στην 

πραγματικότητα η f(t) είναι η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας η 

οποία ορίζεται στον ημιάξονα των θετικών πραγματικών αριθμών 

(αποτυχία δεν μπορεί να συμβεί πριν από την έναρξη της χρήσης), 

και η οποία καθορίζει την πιθανότητα στιγμιαίας αποτυχίας τη 

χρονική στιγμή t. Το μοντέλο αποτυχί-αβ (failure model) 

περιλαμβάνει την εξειδικευμένη συναρτησιακή μορφή της f(t) 

καθώς και τις τιμές των παραμέτρων της. Αντίστοιχη προς την 

πυκνότητα f(t) είναι η συνάρτηση κατανομής 

F(t) = 
ft 
f(x) dx 
ο 

η οποία ορίζεται ως η αθροιστική πιθανότητα αποτυχίας μέχρι τη 

χρονική στιγμή t. Εμείς όμως, ενδιαφερόμαστε κυρίως για την 

πιθανότητα η συνιστώσα του συστήματος-,να _μην· αποτύχει, τη χρονική 

στιγμή t. Η συνάρτηση η οποία καθορίζει αυτή την πιθανότητα 

δίνεται από την '"-*-,-
 :

 / 

F(t) = 1 - F(t), 

και είναι γνωστή ως συνάρτηση αξυοπιστύαε (reliability function). 

Επιπλέον, για δοσμένη συνάρτηση κατανομής F(t) = P(X£t) 

ορίζουμε την κατανομή υπολειπόμενηΞ ζωήδ κατά τη χρονι,κή στιγμή t 
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(residual life distribution at time t), έστω F*(t), με βάση τον 

παρακάτω ορισμό, 

F
x
(t) = Ρ(χ < Χ * x+t|X > χ) , t ΪΪ 0. (5.2.1) 

Η συνάρτηση υπολειπόμενης ζωής ορίζεται για εκείνα τα χ για τα 

οποία Ρ(Χ>χ) > 0. 

Αμεση συνέπεια του ορισμού που περιγράφεται από τη σχέση 

(5.2.1) είναι KOL η παρακάτω ισοδύναμη έκφραση για τη συνάρτηση 

υπολειπόμενης ζωής κατά τη χρονική στιγμή t, 

F
x
(t) = 1 -

 F
^

X + t )
 , t i O . (5.2.2) 

F(x) 

Ο λόγος 

-
r
*(t) -

 p
C

x > x + t
) - F(*+t) t t * 0 (5.2.3) 

P(X>x) F(x) 

εκφράζει την πιθανότητα ένα σύστημα να επι ζήσειίγια μια διάρκεια t 

δεδομένου ότι επέζησε μέχρι τη χρονική"στιγμή χ, -είναι δε γνωστός 

στη διεθνή βιβλιογραφία ως συνάρτηση βάοΒμού αποτυχίαε (failure 

rate function) . Ενας μεγάλος αριθμός χαρακτηρισμών της εκθετικής 

και της γεωμετρικής κατανομής στηρίζεται σε αυτόν. Στην παρούσα 

διατριβή αυτή προτείνεται η εισαγωγή μιας νέας έννοιας, της 

έννοιας της συνάρτησηε πολλαπλασιαστικού βαθμού αποτυχίαβ 

(multiplicative failure rate function) η οποία ορίζεται από τον 

λόγο 
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r ( t )
 = P(*>* U , t * ι 

P(X>X) 

(5.2.4) 

ενώ προτείνεται ο όρος συνάρτηση βαθμού προσθετι.κή5 αποτυχίαβ 

(additive failure rate function) για τον λόγο 

Ρ(Χ>χ) 
(5.2.5) 

Μια έννοια καθοριστικής σημασίας για τη μελέτη φαινομένων στο 

πλαίσιο της θεωρίας αξιοπιστίας είναι εκείνη της συνάρτησης βαθμού 

κινδύνου (hazard rate function). συμβολίζεται με h(t) και 

εκφράζει την πιθανότητα αποτυχίας του συστήματος στο χρόνο t 

δοθέντος ότι αυτό επέζησε μέχρι τη χρονική στιγμή t, δηλαδή 

h(t) = lim 
Δι-»ο 

Ρ ( σ ύ σ τ π μ α n X c K t a s t Θα α π ο τ ύ χ ε ι στο. δ ι ά σ τ η μ α ( t , t + û t ) 

( ε π έ ζ η σ ε μ έ χ ρ ι τ η χ ρ ο ν ι κ ή στι,^μ'η t ) 

At 

= lim 
Δι-»ο 

Ρ Χ Ζ t + -At Ι Χ > t 

At 
.ν. 

Ορίζεται επομένως, για μεν την περίπτωση συνεχούς κατανομής από τη 

σχέση 

h(t) = 
F

x
(t) 

tì'O (5.2.6) 
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για δε την περίπτωση διακριτής κατανομής -από την 

P(X=t) 
h(t) = , t = 0,1,2,... 

P(X*t) 
(5.2.7) 

Η μέση υπολειπόμενη ζωή κατά ττι χρονική στιγμή t (mean 

residual life at time t) συμβολίζεται με /y*(t) και ορίζεται για 

μεν την περίπτωση συνεχούς κατανομής ως 

μ (t) = 
F

x
(t) 

'OD 

F
x
(x) dx (5.2.8) 

F
x
(t) 

•oo 
χ dF

x
(x) - t 

= E 
) : · : 

x-t|x>t •.-,-, t i;.o, 

για δε την περίπτωση διακριτής κατανομής, 

Φ 

μ (et) = 
F

y
(t) ^ 
Ä χ = t 

F
x
(x) (5.2.9) 
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Εστω ότι θέλουμε να εκφράσουμε τη συνάρτηση αξιοπιστίας F
x
(t) 

συναρτήσει της //
x
(t). Θα αποδείξουμε ότι ισχύει το παρακάτω 

θεώρημα. 

βΕώρημα 5.2.1 Εστω Χ τυχαία μεταβλητή η οποία έχει συνάρτηση 

αξιοπιστίας F
x
(t). Η κατανομή της Χ ορίζεται μονοσήμαντα 

είτε α) από τη συνάρτηση βαθμού κινδύνου h(t) 

είτε β) από τη μέση υπολειπόμενη ζωή μ*(t) 

Απόδειξη 

Α
1
 ΣΥΝΕΧΗΣ ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ 

Από τη σχέση (5.2.8) προκύπτει ότι, 

U*(t) = 
F

x
(t) 

ß Fx(x) dx {5.2.10) 

όπου μ είναι η αναμενόμενη τιμή της τυχαίας μεταβλητής Χ η οποία 

υποτίθεται ότι„ είναι πεπερασμένη. Προφανώς:, - μ*(0) •- = • μ. 

Πολλαπλασιάζοντας και, τα. δύο μέλη της , (5.2.10) επί F
v
(t) και 

. - . • V' 
^ " \ * • ' - - · • • · • • " 

παραγωγί ζοντας ως προς t προκύπτει ότχ, .̂; 

/ / x ' ( t ) F x ( t ) + u

x(t) F x C t ) = - F x ( t ) ( 5 . 2 . 1 1 ) 

δηλαδή, 
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1 + //»(t) 

^ x ( t ) 
= h(t) (5.2.12) 

όπου 

h(t) = -
F

x
(t) 

ε(.ναι η συνάρτηση κινδύνου. Επειδή τόσο η μ (t) όσο και η h(t) 

είναι μη αρνητικές για όλα τα t από τη σχέση (5.2.12) προκύπτει 

ότι, 

//
x,
(t) * -1. 

Παρατηρούμε λοιπόν ότι μπορούμε να εκφράσουμε τη συνάρτηση 

αξιοπιστίας F„(t;) συναρτήσει της h(t), δηλαδή, 

F
x
(t) = exp ih (χ) dx (5.2.13) 

Αν αντικαταστήσουμε στη σχέση (5.2.13) την (5.2..12) προκύπτει ότι, 

F
x
(t) = exp 

t 1 +//
X|
(x) 

lo. μ (Χ) 
dx t* 

Επιπλέον, 

Η 1 + μ '(χ) 

0 μ (Χ) 
dx = In μ ix) - In μ (0) + 

dx 

ο μ (χ) 
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επομένως, τελικά προκύπτει ότι, 

Α
Χ
(0) 

F
x

( t )
 • — exp 

rt dx 

μ ( x ) 

Β» ΔΙΑΚΡΙΤΗ πΕΡΙΤΤΤΩΣΗ. 

0 μ (Χ) 
(5.2.14) 

Από τη σχέση (5.2.7) προκύπτει ότι, 

P(X*t) = 
P(X=t) 

h(t) 
(5.2.15) 

Εξειδικεύοντας τη σχέση (5.2.15) για t=r και t=r+l και αφαιρώντας 

τις εξισώσεις που προκύπτουν έχουμε ότι, 

P(X=r) = 
P(X=r) P(X=r+l) 

h(r) h(r+l·) 

δηλαδή, 

P(X=r+l>' -, 
'] l-h(r) fi(r+l) 

h(r) 

P(X=r) = o.; 

Id-

Η μοναδική λύση της εξίσωσης αυτής διαφορών δίνεται από τη σχέση 

Γ-ι Γΐ—h< i )1 h(i + l) 

P(X=r) = Ρ(Χ=0) J~J — , i = 1,2, (5.2.16) 
i=0 

h(i) 
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Ακό τη σχέση (5.2.9) προκύπτει ότι, 

t -1 

^
x
(t) F

x
(t) = μ - Υ* F

x
(x) (5.2.17) 

Χ 3 Ο 

όπου μ είναι η αναμενόμενη τιμή της τυχαίας μεταβλητής Χ η οποία 

υποτίθεται ότι είναι πεπερασμένη. Προφανώς/ μ*(0) = μ. 

Εξειδικεύοντας τη σχέση (5.2.17) για t=r και t=r+l αφαιρώντας τις 

εξισώσεις που προκύπτουν έχουμε ότι, 

a
x
(r+l) F

x
(r+1) - μ* (r) Ρ

χ
(Γ) = - Ρ

χ
(τ) 

δηλαδή, 

μχ(τ)-1 
F

Y
(r+l) - F

Y
(r) = 0 

Η μοναδική λύση της παράπονο; εξίσωσης διαφορών υπό τον περιορισμό 

Ρ(Χ>0) = 1 δίνεται από τη σχέση, / 

/i
x
(r)-l 

P(X>r) = I I — , r = 1,2,.. Ä . < (5.2.18) 
".i-Q- //*(r+l) h -/ Γ-?-" 

Από τις σχέσεις (5.2.13), (5.2.17) και (5.2.14),(5.2.18) προκύπτει 

ότι η συνάρτηση αξιοπιστίας Ε\_(τ.) ορίζεται μονοσήμαντα τόσο από 

την συνάρτηση κινδύνου h(t) όσο και από τη συνάρτηση μέσης 

υπολειπόμενης ζωής μ*(t). Επειδή δε η συνάρτηση αξιοπιστίας F
x
(t) 
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ορίζει μονοσήμαντα το νόμο πιθανότητας τον οποίο ακολουθεί η 

τυχαία μεταβλητή Χ, συνεπάγεται ότι η συνάρτηση πυκνότητας 

πιθανότητας της τυχαίας μεταβλητής Χ προσδιορίζεται μονοσήμαντα 

είτε από τη συνάρτηση κινδύνου h(t) είτε από τη συνάρτηση μέσης 

υπολειπόμενης ζωής μ* (t). 

Θα ολοκληρώσουμε την ενότητα μεταφέροντας στο χώρο των δυο 

διαστάσεων μερικές από τις έννοιες που ήδη ορίσαμε. Εστω το 

δϋδϋάστατο μοντέλο αποτυχύαΞ το οποίο περιλαμβάνει τη δι.δι.άστατη 

πυκνότητα αποτυχΙαΗ f(t ,t ). Η δυδι,άστατη συνάρτηση αξυοπϋστύαε 

ορίζεται ως 

f
X,Y

( x
'

y ) = F
X,Y

( x
'

y )
 '

 F
X

( X )
 "

 F
Y

( y ) + Χ
 ' (5.2.19) 

Ορίσμόβ 5.2.1 Εστω το τυχαίο διάστημα (Χ,Υ) . Θα ονομάζουμε 

δLÔuao~raTn συνάρτηση βαθμού πολλαπλασι.αστι.κη3 αποτυχι-as την 

F
Y
 (xt,yt). 

r (t,t) =
 Λ

'_ / t i l . (5.2.20) 
x
'

y F
X

( X ) 

Op capos 5.2-2 Εστω το τυχαίο διάστημα (Χ>ίΥ-) . θα ονομάζουμε 

δι-δι,άστατησυνάρτηση βαθμού κι,νδύνρυ για μ;ε:ν την περίπτωση 

συνεχούς κατανομής την § " 

f
 v

(x,y) -"~Τ 

1h(x,y) = ~^-—— (5.2.21) 

F
x y
(x,y) 

για δε την περίπτωση διακριτής κατανομής την 

P(X=x,Y=y) 

h(x,y) = . (5.2.22) 

P(X>x,Y>y) 
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5.3 ΟΙ ΜΟΝΟΔΙΑΣΤΑΤΕ! ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ PARETO ΚΑΙ YULE ΣΤΟ 

ΠΛΑΙΣΙΟ ΤΗΣ ΘΕΩΡΙΑΣ ΑΞΙΟΠΙΣΤΙΑΣ. 

ECvat γνωστό ότι η εκθετική κατανομή χαρακτηρίζεται από τη 

σχέση 

Χ £ X+t|X £ t 
• ) -

Χ i χ ( 5 ..3 .1 ) 

η οποία είναι γνωστή στη βιβλιογραφία ως ϋδι,ότητα ÉXXci.q>ns μνήμηε 

fiacJc of memory property). Στη μελέτη αυτή θα αναφερόμαστε στην 

ιδιότητα που περιγράφεται από τη σχέση (5.3.1) ως LÔLOTTITO: 

ÉXXeLipns προσθετίκήε μνήμης και τούτο γιατί θα εισάγουμε και μια 

άλλη άμεσα συνδεόμενη έννοια αυτήν της πολλαπλασιαστικής μνήμης. 

Συγκεκριμένα θα αποδείξουμε ότι η μονοδιάστατη κατανομή Pareto 

χαρακτηρίζεται από την ι,δι-όττιτα. έλλευφηε πολλαπλαΰΊ-αστχκηδ μνήμηε 

έτσι όπως αυτή περιγράφεται από τη σχέση (5.3.2). 

θΕωρημα 5.5.1 Εστω Χ συνεχής τυχαία μεταβλητή. Τότε η σχέση 

Χ £ Χ t Χ > t = ρ Χ * χ , t * 1 ":«-"•••• " (5.3.2) 

ορίζ-ει μονοσήμαντα την κατανομή της "̂ τυχαίας μεταβλητής Χ ως 

Pareto (1,α). 

ΑπόδΕ ϋ£η 

Ευθύ: Εστω ότι η τυχαία μεταβλητή Χ ακολουθεί την κατανομή 

Pareto (1,-α) , α·>0. Τότε, 
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X, t i 1 . 

Επομένως, 

f > Ρ(Χ i χ t) 
ρ χ i χ t|x i t = 
^ J Ρ(Χ i t) 

= χ
_ σ 

= Ρ(Χ i Χ) . 

Αντίστροφο: Εστω ότι η σχέση (5.3.2) ισχύει. Τότε, 

Ρ(Χ i x t , n t ) 
= Ρ(Χ i x ) . 

Ρ(Χ i t ) 

Δηλαδή, 

Ρ(Χ i χ t) ' 
: — = Ρ(Χ i X ) . 
Ρ(Χ i t) 

: Κατά συνέπεια, -
 χ ^ 

••- F x (x t ) = F x (x) F x (t> y ; *: 

H γενική λύση της συναρτησιακής αυτής εξίσωσης είναι η, 

F
x
(x) = x

c
. 

Επειδή δε F
v
(oo) = 0 =Φ e = -α, όπου α > 0. 

ρ Χ i χ t|X i t 
) • 

Ρ(Χ i Χ t, Χ i t) 

P(X i t) 
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ι y 

/ 

Το θεώρημα που ακολουθεί αποδεικνύει ότι η μορφή της 

συνάρτησης πολλαπλασιαστικού βαθμού αποτυχίας ορίζει μονοσήμαντα 

την κατανομή Pareto. 

Θεώρημα 5.3.2 Εστω Χ συνεχής τυχαία μεταβλητή η οποία παίρνει 

τιμές μεγαλύτερες ή ίσες από τη μονάδα. Τότε η Χ ακολουθεί τη 

κατανομή Pareto (Ι,ο), σ>0 αν και μόνον αν η συνάρτηση 

πολλαπλασιαστικού βαθμού αποτυχίας έτσι όπως αυτή ορίζεται από τη 

σχέση (5.2.4) είναι σταθερή ως προς x για κάθε t i 1. 

ΑπόδΕίξη 

Ευθύ: Εστω Χ συνεχής τυχαία μεταβλητή η οποία ακολουθεί την 

κατανομή Pareto (Ι,α), α > 0. Τότε, 

F X (X) - • . ; . : • . 

= g(t) , t i l . • 

Αντίστροφο: Εστω Χ συνεχής τυχαία: "μεχαβλητή της οποίας η 

συνάρτηση πολλαπλασιαστικού/βαθμού αποτυχίας είναι σταθερή ως προς 

x για κάθε t i 1. Τότε,
 Χ

 - •: . $' \ . 

F (x t) ' . _ - . ' 

-^ = gr(t), t i l . 

F
x
(x) 

Δηλαδή, 

155 



F
x
(x t) = g(t) F

x
(x). 

Η γενική λύση της συναρτησιακής αυτής εξίσωσης δίνεται από τις 

σχέσεις: 

F
x
(t) = b t

c
 και g(t) = t

c 

Επειδή δε αφενός μεν F--(l) = 1 αφετέρου
 F

x
(°°)

 =
 ° προκύπτει ότι 

b = 1 και e = -α όπου α > 0. 

Συνδυάζοντας τα συμπεράσματα των θεωρημάτων 5.3.1 και 5.3.2 

προκύπτει το θεώρημα που ακολουθεί. 

Θεώρημα 5.3.3 Εστω Χ συνεχής τυχαία μεταβλητή η οποία παίρνει 

τιμές μεγαλύτερες ή ίσες από τη μονάδ'α. Τότε η πρόταση: η 

συνάρτηση πολλαπλασιαστικού βαθμού αποτυχίας είναι σταθερή ως προς 

χ για κάθε t, είναι ισοδύναμη με την πρόταση : η τυχαία μ'εταβλητή 

Χ έχει την ιδιότητα της έλλειψης πολλαπλασιαστικής μνήμης. 

ΑπόδΕιξη Με βάση τους ορισμούς που έχουν προηγηθεί προκύπτει ότι 

τελικά θέλουμε να αποδείξουμε την ισοδυναμία των - προτάσεων : 

•'•••"•..••.-• Λ - '•}':• :-V ••;: > : · . · - . - . - -

α) p f x £ χ t | X i t ] = Ρ f Χ 2: Χ , :.-,% i l ( 5 . 3 . 3 ) 

και 

F ( χ t ) 
β) -± = g(t); t i l . (5.3.4) 

Fx(x) 
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Η απόδειξη είναι προφανής, αφού με βάση αφενός μεν το θεώρημα 

5.3.1 ισχύει ότι, 

ίχ * χ t|X fc. t » Ρ X ì χ] , t ì 1 « X ~ Pareto (I,a) 

αφετέρου δε με βάση το θεώρημα 5.3.2 ισχύει ότι, 

F ( χ t ) 

-ΐ = g(t), t i l » Χ ~ Pareto (Ι,α) 

F
x
(x) 

Το θεώρημα που ακολουθεί είναι ουσιαστικά πόρισμα του 

θεωρήματος 5.2.1. Η Xekalaki (1983b) αποδεικνύει το συμπέρασμα 

ν 

αυτό ακολουθώντας όμως άλλη αποδεικτική διαδικασία . 

θΕώρημα 5.3.4 Εστω Χ συνοχής τυχαία μεταβλητή που ορίζεται στο 

[β,(β),'θ > 0. Τότε η Χ ακολουθεί την κατανομή Pareto (θ,α), θ,α >0 

αν και μόνον αν η συνάρτηση βαθμού κινδύνου κατά τη χρονική στιγμή 

t είναι αντιστρόφως ανάλογη ως προς t. 

Απόδειξη : Με βάση το θεώρημα 5.·;2..ΐ'
ν
'
λ
Π κατανομή της τυχαίας 

μεταβλητής Χ ορίζεται μονοσήμαντα <ιπό τη^συνάρτηση'βαθμού κινδύνου 

h(t) . Επομένως αρκεί να υπολογίσουμε; τη μορφή της h(t) στην 

περίπτωση που η τυχαία μεταβλητή Χ ακολουθεί την κατανομή 

Pareto \θ,α) . 

f
Y
(t) 

h(t) = — 5 
F

x
(t) 
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θα t ' a 

Δηλαδή, 

h(t) = a , t 2: Θ, a > 0, (5.3.5) 

To θεώρημα 5.3.5 θα μπορούσε και αυτό να θεωρηθεί ως πόρισμα 

του θεωρήματος 5.2.1. Για λόγους διάρθρωσης της ύλης προτιμήθηκε 

να περιληφθεί ως ανεξάρτητο συμπέρασμα στην ενότητα αυτή. 

βΕώρημα 5.3.5 Εστω Χ συνεχής τυχαία μεταβλητή που ορίζεται στο 

[θ ,<χ>), θ > 0. Τότε η Χ ακολουθεί την κατανομή Pareto {θ ,α), θ ,α >0 

αν και μόνον αν η μέση υπολειπόμενη ζωή κατά τη χρονική στιγμή t 

είναι γραμμική συνάρτηση του t. 

ΑπόδΕίξη Το θεώρημα 5.2.1 αποδεικνύει ότι η κατανομή της τυχαίας 

μεταβλητής Χ ορίζεται μονοσήμαντα από τη ; συνάρτηση μέσης 

υπολειπόμενης ζωής //
x
(t). Ετσι αρκεί να υπολογίσουμε την μ* (t) 

στην περίπτωση που η τυχαία μεταβλητή Χ ακολουθεί την κατανομή 

Pareto (θ,α). 

ρ* it) 
F

x
(t) J 

'CD 

Ε
χ
(χ) dx 

t". 

θα t~a 

reo 
θ" χ " dx. 
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Δηλαδή, 

• ι 

^
x
(t) = ~£ t , t ^ θ , α > 1. (5.3.6) 

Το θεώρημα που ακολουθεί αποτελεί έναν πολύ απλό αλλά 

ταυτόχρονα σημαντικό χαρακτηρισμό της κατανομής Pareto (θ,α). 

Συγκεκριμένα θα αποδείξουμε ότι η κατανομή της Χ ορίζεται 

μονοσήμαντα ως Pareto (θ,α), θ > 0, α >0 αν και μόνον αν η 

συνάρτηση βαθμού κινδύνου τη χρονική - στιγμή t είναι πολλαπλάσιο 

του αντιστρόφου της μέσης υπολειπόμενης ζωής κατά τη χρονική 

στιγμή t. 

Θεώρημα 5.5.6 Εστω Χ συνεχής τυχαία μεταβλητή που ορίζεται στο 

[θ,CD), θ > 0. Τότε η Χ ακολουθεί την κατανομή Pareto (θ,α), θ > 0, 

α >1 αν και μόνον αν 

h(t) = C — ί — , όπου C σταθερά , t ï ô . (5.3.70 
//x(t) 

ΑπόδΕi£n ^ -

Ευθύ: Εστω Χ συνεχής τυχαία μεταβλητή η οποία ακολουθεί την 

-κατανομή Pareto (θ,α), θ > 0, α > Ì. ΤότΕ| από μεν τρ θεώρημα 5.3.4 
* ' ^* "ν ' 

προκύπτει ότι, 
- '""·'{• - . • • • • 

h(t) = - 2 - , t * θ', α >.0, • 

από δε το θεώρημα 5.3.5 ότι, 
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//
x
(t) = — j - ," t t θ, a > 1 

Κατά συνέπεια, 

a h(t) μ x
(t) = ^ , t * θ, θ >0, a > I. 

Αντίστροφο: Εστω ότι ισχύει η σχέση (5.3.7). Δηλαδή, 

h(t) .//
x
(t) = C , t i ö , fi >0, C > 0, (5.3.8) 

Επίσης, από τον ορισμό της μέσης υπολειπόμενης ζωής προκύπτει ότι, 

M
X
(t) -

F
x
(t) 

Π 
F

x
(x) dx (6.3.11) 

όπου μ είναι η αναμενόμενη τιμή της τυχαίας μεταβλητής Χ η οποία 

υποτίθεται ότι είναι πεπερασμένη. Προφανώς, μ*(0) = μ. 

Πολλαπλασιάζοντας ; και τα δύο μέλη της (5.3.^11) επί F
Y
(t) και 

παραγωγί ζοντας ως προς t προκύπτει ότι,,. . ' ~· ' . 

£.-
/j

x,
(t) F

x
(t) .+ //

x
(t) F

x
(t) = - F

x
(f) (6.3.12) 

δηλαδή, 

1 + μ '(t) 

V(t) 
= h(t) (5.3.13) 
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και άρα, 

h ( t ) / / ( t ) = 1 + / / x , ( t ) . ( 5 . 3 . 1 4 ) 

Atro τ ι ς σ χ έ σ ε ι ς ( 5 . 3 . 8 ) κ α ι ( 5 . 3 . 1 4 ) προκύπτει ό τ ι , 

1 + / / x , ( t ) = C , t i f f , Β > 0, C > 0, 

Από τη λύση της διαφορικής αυτής εξίσωσης προκύπτει ότι 

^
x
(t) = (C-l)x . (5.3.15) 

Με βάση το θεώρημα 5.3.5 η σχέση (5.3.15) στην οποία καταλήξαμε 

ισοδυναμεί με την πρόταση ότι. η κατανομή της Χ είναι η Pareto 

όπου θ > 0 και α = C/(C-1) > 1. Αρα το θεώρημα απεδείχθη. 

(θ, α) 

Στη συνέχεια θα ασχοληθούμε με συμπεράσματα που αφορούν την 

κατανομή Yule. Θα υπολογίσουμε τόσο; τη;, συνάρτηση βαθμού 

πολλαπλασιαστικής αποτυχίας όσο και τη" , συνάρτηση βαθμού 

αθροιστικής αποτυχίας. Δυστυχώς, σε αντίθεση με την περίπτωση της 

κατανομής Pareto τα αποτελέσματα στα οπόί;α. καταλήξαμε δεν φαίνεται 

να επιδέχονται κάποια φυσική ερμηνεία. 

θΕώρημη 5.3.7 Εστω Χ διακριτή τυχαία μεταβλητή η οποία ακολουθεί 

τη μετατοπισμένη κατανομή Yule (ρ) με συνάρτηση πιθανότητας 
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Ρ (Χ-1)! 
ρ = Ρ(Χ=Χ) =

 (
 . > , χ = 1,2, . . . (5.3.16) 

Τότε, 

α) Η συνάρτηση βαθμού αθροιστικής αποτυχίας δίνεται από τη σχέση, 

F
X<*

+t
> <*

+1
>(θ (

χ+1
>

(/σ) 

F
x
(x) " <"

+x+1
>ct, " <

t + x + 1
>

( i 0
> 

β) Η συνάρτηση βαθμού πολλαπλασιαστικής αποτυχίας δίνεται από τη 

σχέση, 

F
x
(x t) _ (χ

+
1)

( ρ ) 

ΈΓ / χ (Χ t+1) ,
 % F

x
<x)

 ν {ρ) 

ΑπόδΕύξη Εστω ότι η τυχαία μεταβλητή Χ ακολουθεί τη 

μετατοπισμένη κατανομή Yule {ρ) με συνάρτηση πιθανότητας την 

(5.3.16). Τότε με βάση το συμπέρασμα του λήμματος 4.5.1 στην 

ειδική περίπτωση που α=1, προκύπτει ότι;, .""• ~•:-J*__'•:-- "" 

•£ 

F„(x+t) 
r*Ct) = 4 — 

F
x
(x) 

P(X>x+t) 

P(X>x) 
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x + t 
?—=• P(X=X+t) 

- P(X=x) 
Ρ 

x + t ( x + t - 1 ) ! ( ρ + 1 ) ( χ ) 

x e * " 1 ' * < < ° + 1 > c x + t, 

( x + t ) ! ( ^ + 1 ) ( x ) 

( p + l ) ( x ) ( P + 1 + X ) ( t ) 

( x + l ) ( x + 2 ) . . . ( x + t ) -1 

( P + x + D ( t ) 

( P + X + I ) ( t ) 

( t + X + 1 ) ^ . 

Με ό μ ο ι ο τρόττο κ α τ α λ ή γ ο υ μ ε στο ό τ ι , 

F „ ( x - t ) 

t) = f : 
FXCX) 

P(X>x t ) 

P(X>x) 

( t X + 1 ) ( ^ ) 
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Το θεώρημα το οποίο ακολουθεί είναι ουσιαστικά πόρισμα του 

θεωρήματος 5.2.1. Και πάλι για λόγους παρουσίασης της ύλης 

περιλαμβάνεται στην ενότητα αυτή. Η Xekalaki (1983b) αποδεικνύει 

και αυτό το συμπέρασμα ακολουθώντας όμως διαφορετική αποδεικτική 

διαδικασία . 

ΘΕώρημα 5.5.8 Εστω Χ διακριτή τυχαία μεταβλητή που παίρνει 

ακέραιες και μη αρνητικές τιμές. Τότε η Χ ακολουθεί τη κατανομή 

Yule (ρ), ρ > 0 αν και μόνον αν η συνάρτηση βαθμού κινδύνου κατά 

τη χρονική στιγμή t είναι αντιστρόφως ανάλογη ως προς t. 

Απόδειξη Με βάση το θεώρημα 5.2.1 η κατανομή της τυχαίας 

μεταβλητής Χ ορίζεται μονοσήμαντα από τη συνάρτηση βαθμού κινδύνου 

h(t). Επομένως αρκεί να υπολογίσουμε τη μορφή της h(t) στην 

περίπτωση που η τυχαία μεταβλητή Χ ακολουθεί τη κατανομή Yulè (ρ) . 

h ( t )
 - Ρ<χ·* t) 

Με βάση το συμπέρασμα του λήμματος 4.5.1 στην ειδική περίπτωση που 

α = 1 προκύπτει ότι, : -•_'. [: :* "• -?•• 

V. 

h(t) = 
PtX = t) 

P(X>t)+P(X=t) 

P(x = t) 

^ ϋ P(X=t)+P(X=t) 
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Δηλαδή, 

h(t) = (6.3.17) 

p+t+1 

To θεώρημα 5.3.9 θα μπορούσε επίσης να θεωρηθεί ως πόρισμα 

του θεωρήματος 5.2.1. 

ΘΕώρημα 5.3.9 Εστω Χ διακριτή τυχαία μεταβλητή που παίρνει 

ακέραιες και μη αρνητικές τιμές. Τότε η Χ ακολουθεί τη κατανομή 

Yule {ρ), ρ > 0, αν και μόνον αν η μέση υπολειπόμενη ζωή κατά τη 

χρονική στιγμή t είναι γραμμική συνάρτηση του t. 

Απόδε ιξτι Με βάση το θεώρημα 5.2.1 η κατανομή της τυχαίας 

μεταβλητής Χ ορίζεται μονοσήμαντα από τη συνάρτηση μέσης 

υπολειπόμενης ζωής //(t). Επομένως αρκεί να υπολογίσουμε τη μορφή 

της //
x
(t.) στην περίπτωση που η τυχαία μεταβλητή Χ ακολουθεί την 

κατανομή Yule (ρ). 

V(t) = 

OD 

Σ 
x = 0 

F*-(y) 

Τ-

00 

Σ Γ\Λ. 

Ρ( 
χ = 0 

P(X>x+t) 

X>t) 

co 

t+1 

Ρ 
— Σ-
P(X=t) ^-

χ s ο 

X+t+1 
P(X=x+t) 
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1
 γ

1
 x+t+1 ρ (x+t)! 

ìp(X-t) L Ρ ^
+ 1
> ( *

 + l +
 i) t+ 

— F [ A=T1 ) 
X = 0 

(P+1) ' (t + i) V"
1
 ( x + t + n (χ) 1 

( t + 1 )
 L ^ + D

( x t t + 1 )
 χι ι 

(1+1 ) 
x = 0 

rO+t+2) rCp-1) 

Γ(ρ) r(p+t+l) 

Δηλαδή, 

p+t+1 
^*(t) = ρ_χ . ' 1 • (6.3.18) 

To θεώρημα 5.3.10 που ακολουθεί είναι αντίστοιχο του 

θεωρήματος 5.3.6 που αποδείχθηκε. για την κατανομή Pareto. Ετσι θα 

αποδείξουμε ότι η κατανομή -της τυχαίας μεταβλητής Χ ορίζεται 

μονοσήμαντα ως Yule (ρ), ρ>0 αν και μόνΙον αν η συνάρτηση βαθμού 

κινδύνου τη χρονική στιγμή t είναι πολλαπλάσιο του αντιστρόφου 

""'"•'1
 ; 

της μέσης υπολειπόμενης ζωής κατά τη χρονική στιγμή t. 

θΕωρημα 5.3.10 Εστω Χ διακριτή τυχαία μεταβλητή που παίρνει 

ακέραιες και μη αρνητικές τιμές. Τότε η Χ ακολουθεί την κατανομή 

Yule (ρ), ρ>0 αν και μόνον αν 
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1 

h(t) = C , όπου C σταθερά, t iy0. (5.3.19) 

//
X
(t) 

Απόδειξη Εστω Χ διακριτή τυχαία μεταβλητή η οποία ακολουθεί την 

κατανομή Yule (ρ), ρ > 0, x = 0,1,.... Τότε με βάση το θεώρημα 

5.3.8 προκύπτει ότι, 

Ρ 
h(t) = , t £ 0, ρ > 0. 

p+t+1 

Επίσης, λόγω του θεωρήματος 5.3.9 ισχύει ότι, 

p+t+1 
U*(t) = —£Zl , t ϊ: 0, -ρ > 0. 

Κατά συνέπεια, 

h(t) μ (t) =
 r

j - / t ^ 0, ρ > 0, 

Αντίστροφο: Εστω.. ó-T-ij ισχύει η σχέση (-5.3.19). Δη-λαδή, 

- • .. .-.••• •/.-•·. --•., , · • • . . . • • - • • .- t.*.. •• . -•• 
h(t) μ*(τ.) ='C, t i O .

 v
;\ (5.3.20) 

Επίσης, από τον ορισμό της μέσης υπολειπόμενης ζωής προκύπτει ότι, 

Ux(t) = ̂  F
x
(y) 

χ = 0 
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/ 
/ 

/ 

00 

P(X>t 
X c D 

P(X>x+t) 

(X>t) 

Κατά συνέπεια, 

oo 

^
x
(t) P(X>t) = Y P(X>y) 

y-t 

ή 

co t-1 

//
x
(t) P(X>t) = Y P(X>y) - Y P(X>y) 

y = 0 y = 0 

(6.3.21) 

Εξειδικεύοντας τη σχέση (5.3.21) για t=r και t=r+l και αφαιρώντας 

τις εξισώσεις που προκύπτουν έχουμε ότι, 

ι 

//*(r+l) P(X>r+l) - μ*(Γ) P(X>r) = - P(X>r) ' 

p*(r+l) P(X>r+ì) - - .'3 μ (r) - 1 T(X>r) = 0 .·*•. 

//
x
(r-+l) P(X£r+l) - ;P(:X=r+l) '..** \μ*(τ)..'• - Ä ]-K' P(X>r) =„0 * 

U (r+1) - //(r) + 1 P(X*r+l) - μ (r+1) P(X=r+l) = 0 * 

//
x
(r+l) - /i

x
(r) + 1 P(X=r+l) 

//
x
(r+l) P(Xîsr+l) 

(6.3.22) 
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Αντικαθιστώντας στη σχέση (5.3.22) τη σχέση (5.2.7) προκύπτει ότι, 

//*(r+l) - μχ(Γ) + 1 

. = h(r+l) * 

μ
χ
(Γ+1) 

//(r+1) - μ*{τ) + 1 = μ
χ
(τ+1) h(r+l) (6.3.23) 

Λόγω της σχέσης (5.3.20) η σχέση (5.3.23) γίνεται, 

//
x
(r+l) - μ*{τ) "+ 1 = C , . 

και τελικά,; 

μ
Χ
(Γ+1) -•//"*(r) = C-I, r 2. 0. 

Η λύση της εξίσωσης αυτής διαφορών δίνεται από τη σχέση, 

//
x
(r) - k + (C-1) r , r £. 0, όπου k σταθερά ' -f ••• (5^3*24) 

-::.-v"^-- - ••' '-•- •'- - ••' I'" -- -: <·::;\^:-
. . * και C σταθερά η οποία 

'••••f ·• 

ορίζεται από τη σχέση (5.3.19). 

Με βάση το συμπέρασμα του θεωρήματος (5.3.9) η σχέση (5.3.24) 

είναι η ικανή και. αναγκαία συνθήκη για να ακολουθεί η Χ την 

κατανομή Yule {ρ) όπου ρ = C/(C-1) = (k+l)/(k-l) > 0. 
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5.4 ΟΙ ΔΙΔΙΑΣΤΑΤΕΣ ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ PARETO ΚΑΙ YULE ΣΤΟ ΠΛΑΙΣΙΟ ΤΗΣ 

ΘΕΩΡΙΑΣ ΑΞΙΟΠΙΣΤΙΑΣ 

Στην ενότητα αυτή γίνεται προσπάθεια μεταφοράς στο χώρο των 

δυο διαστάσεων ορισμένων συμπερασμάτων που αποδείχθηκαν στην 

προηγούμενη ενότητα. Με το θεώρημα 5.3.3 αποδείξαμε ότι η 

μονοδιάστατη κατανομή Pareto έχει σταθερή συνάρτηση 

βαθμού πολλαπλασιαστικής αποτυχίας. Με το θεώρημα 5.4.1 

αποδεικνύουμε ότι από τις διδιάστατες κατανομές Pareto η τύπου 

Marshal1-Olkin διατηρεί την αντίστοιχη ιδιότητα στο χώρο των δυο 

διαστάσεων. 

ΘΕωρημα 5.4.1 Εστω το τυχαίο διάνυσμα Χ = (Χ ,Χ ) και έστω ότι 

ακολουθεί τη διδιάστατη κατανομή Pareto τύπου Marshal1-Olkin τότε 

η διδιάστατη συνάρτηση βαθμού πολλαπλασιαστικής αποτυχίας είναι 

σταθερή ως προς χ = (χ ,χ-) για κάθε t £ 1. 

ΑπόδΕίξη Εστω Χ = (Χ /Χ ) το τυχαίο διάνυσμα το οποίο ακολουθεί 

τη διδιάστατη κατανομή Pareto τύπου Marshal1-Ölkin. Τότε, με βάση 

τον ορισμό της διδιάστάτης συνάρτησης, βαθμού 'πολλαπλασιαστικής 

αποτυχίας που δίνεται από τη σχέση (5.2.^0) προκύπτει ότι, 

Γ 
χ 

ν~ 
t 

J 

Χ fe) 

(x
t
t) (

χ

2
*) max (x

t
t)

 a , (x
2
t)

 a 

x
-^k -αϊ 
1 2 max ι 2 "] 

-r 
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= t
-a (k+l+r) 

Με το θεώρημα 5.3.1 αποδείξαμε ότι η μονοδιάστατη κατανομή 

Pareto χαρακτηρίζεται από την έλλειψη πολλαπλασιαστικής μνήμης της 

οποίας ο ορισμός περιγράφεται από τη σχέση (5.3.2). Μια προφανής 

μεταφορά του ορισμού αυτού στο χώρο των δυο διαστάσεων αποτελεί ο 

ορισμός που ακολουθεί 

Ορίσμόβ 5.4.1 Εστω το τυχαίο διάνυσμα Χ = (Χ ,Χ ). Η διδιάστατη 

κατανομή την οποία ακολουθεί το τυχαίο αυτό διάνυσμα θα 

χαρακτηρίζεται από έλλειψη πολλαπλασιαστικής μνήμης αν και μόνον 

αν ισχύει η σχέση: 

Γχ >χ t ,Χ >χ t Ix >t ,Χ >t Ì = Ρ|Χ >χ ,Χ >χ 1 
^ .1 · 1 1 2 2- 2 ' 1 1 2 2) ^ 1 1 2 Ζ) 

(5.4.1) 

όπου χ ,χ , t , t £ 1 

Παρατηρούμε ότι η σχέση. ( 5 . 4 . 1 ) ε ί ν α ι ισοδύναμη προς την 

Te-

Χ , Χ 
1 2 

Χ t ,Χ t 
1 1 2 2 - Fx ,Χ t V x 2 j 

1 2 ν J 

(νχ

2) \.£[*,·\ ( 5 * 4 . 2 ) 

η οποία με βάση το θεώρημα 5.2.3 ορίζει μονοσήμαντα την κατανομή 

του (Χ ,Χ ) ως διπλή Pareto. Ετσι αποδεικνύεται το παρακάτω 

θεώρημα: 
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