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2.2 Ε λ ε γ χ ο ς γ ι α τ η ν α ξ ι ο λ ό γ η σ η τ η ς π ρ ο β λ ε π τ ι κ ή ς 
. ι κ α ν ό τ η τ α ς ε ν ό ς γ ρ α μ μ ι κ ο ύ μ ο ν τ έ λ ο υ με τ η ν 

χ ρ η σ ι μ ο π ο ί η σ η τ η ς χ/' κ α τ α ν ο μ ή ς . 

2.2 Σ υ γ κ ρ ι τ ι κ ή α ξ ι ο λ ό γ η σ η της π ρ ο β λ ε π τ ι κ ή ς ι κ α ν ό τ η τ α ς 
ε ν ό ς Yoaiiui κού μ ο ν - έ λ ο υ με τ η χ ρ η σ ι μ ο π ο ί η σ η μ ι α ς 
γ έ ν ι κ ε υ μ έ ν η ς μ ο DÎT ή ς της F κ α τ α ν ο μ ή ς . 

Ποοσ6, οοι-σμός της κ α τ α ν ο μ ή ς τ ο υ λ ό γ ο υ Χ/Υ ό τ α ν 
Χ και ϊ α κ ο λ ο υ θ ο ύ ν τ η ν οι μ ε τ α β λ η τ ή γάμμα του 
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Μ ε λ έ τ η ι 6ι ο τ ή η ο ν τ<υν κ α τ α ν ο μ ώ ν f o l d e d n o r m a l , 
f o l d e d s t a n d a r d n o r m a l και π ρ ο σ δ ι ο ρ ι σ μ ό ς τ ο υ 
α θ ρ ο ί σ μ α τ ο ς α ν ε Ιάοτη-cov r a i d e d s t a n d a r d n o r m a l 
τυχ,αί ο;ν μ ε τ α β λ ο , τ λ ν . 

3 . 1 Ε ι σ α γ α γ ή . 

3 . 2 Π ε ρ ί π τ α; σ η μ ε γ α / ο υ α ρ ι θ μ ό ύ π α ρ α τ η ρ ή σ ε ω ν . 

3 . 2 . 1 Ρ ο π ο γ ε ν ν ή τ ρ ι α της f o l d e d n o r m a l κ α τ α ν ο μ ή ς . 

3 . 2 . 2 Π ρ ο σ δ ι ο ρ ι σ μ ό ς τ - ς κ α τ α ν ο μ ή ς χον ά θ ρ ο ι σ μ α - : · ς δύο 
α ν ε ξ ά ρ τ η τ ω ν τυχαίο.),- μ ε τ α β λ η τ ώ ν που α κ ο λ ο υ θ ο ύ ν τ η ν 
f o l d e d s t a n d a r d m mia i κ α τ α ν ο μ ή . 

3 . 2 . 3 Ε ύ ρ ε σ η της κ α τ α ν ο μ ή ς της δ ι α φ ο ρ ά ς δύο α ν ε ξ ά ρ τ η τ ω ν 
τυχαία<ν μ ε τ α β λ ητών που α κ ο λ ο υ θ ο ύ ν τ η ν i o i d e * 
s t a n d a r d n o r a a 1 κατανοίχή. 
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Η ε π ι λ ο γ ή τ ο υ κ α τ ά λ λ η λ ο ι · γ ρ α μ μ ι κ ο ύ μ ο ν τ έ λ ο υ γ ι α τ η ν μ ε λ έ τ η 

ε ν ό ς σ υ γ κ ε κ ρ ι μ έ ν ο υ π ρ ο β λ ή μ α τ ο ς έ χ ε ι ε ξ ε τ α σ θ ε ί από π ο λ λ έ ς 

π λ ε υ ρ έ ς στη δ ι ε θ ν ή β ι β λ ι ο γ ρ α φ ί α Η έμφαση έ χ ε ι δ ο θ ε ί , κ υ ρ ί ω ς , 

σ τ η ν α ξ ι ο λ ό γ η σ η της π ε ρ ι γ ρ α φ ι κ ή ς ι κ α ν ό τ η τ α ς των μ ο ν τ έ λ ω ν π ο υ 

ε ί ν α ι υ π ο ψ ή φ ι α γ ι α χ ρ η σ ι μ ο π ο ί η σ η . 

Π ρ ό σ φ α τ α , α ν α π τ ύ σ σ ο ν τ α ι μ ε θ ο δ ο λ ο γ ί ε ς που α ξ ι ο λ ο γ ο ύ ν τ η ν 

π ρ ο β λ ε π τ ι κ ή ι κ α ν ό τ η τ α γ ρ α μ μ ι κ ώ ν μ ο ν τ έ λ ω ν . 

Η ε ρ γ α σ ί α α ι τ η κ ι ν ε ί τ α ι π ρ ο ς τ η ν τ ε λ ε υ τ α ί α α υ τ ή 

κ α τ ε ύ θ υ ν σ η . Σ υ γ κ ε κ ρ ι μ έ ν α , γ ί ν ε τ α ι π ρ ο σ π ά θ ε ι α να α π ο τ ι μ η θ ε ί η 

π ρ ο β λ ε π τ ι κ ή ι κ α ν ό τ η τ α ε ν ό ς μ ο ν τ έ λ ο υ με βάση τ η ν σ ύ γ κ ρ ι σ η των 

π α ρ α τ η ρ ο ύ μ ε ν ω ν τιυκίιν με τ ι ς α ν τ ί σ τ ο ι χ ε ς α ν α μ ε ν ό μ ε ν ε ς τ ι μ έ ς τ η ς 

« 

ε ξ α ρ τ η μ έ ν η ς μ ε τ α β λ η τ ή ς σε μ ί α α κ ο λ ο υ θ ί α χ ρ ο ν ι κ ώ ν σ τ ι γ μ ώ ν π ο υ το 

' ι ο λ ό γ η σ η σ τ η ρ ί ζ ε τ α ι σε 

:u υπό κ ρ ί σ η μ ο ν τ έ λ ο υ κάθε χ ρ ο ν ι κ ή σ τ ι γ μ ή γ ι α 

τ η ν ο π ο ί α ύ π α ρ χ ο ι. ν π α ρ α τ η ρ ή σ ε ι ς . Η τ ε λ ι κ ή " α π ό δ ο σ η " τ ο υ 

μ ο \ τ έ λ ο υ ε κ φ ρ ά ζ ε τ α ι ο;ς σ υ ν ά ρ τ η σ η τ η ς " β α θ μ ο λ ο γ ί α ς " α υ τ ή ς . 

Γ ι α τ e ν r κ ο π ό α ι: τ ό κ α τ α σ κ ε υ ά ζ ο ν τ α ι οι ά φ ο ρ ε ς σ τ α τ ι σ τ ι κ έ ς 

σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς t o i οποί ε ; ε ί ν α ι σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς της π α ρ α τ η ρ ο ύ μ ε ν η ς και 

τ η ς αναμενόμεντνς T i u r v - - η ς ε ξ α ρ τ η μ έ ν η ς μ ε τ α β λ η τ ή ς ) . 

Η π ρ ο σ έ γ γ ι σ η α υ τ ή ο δ η γ ε ί σ τ η ν α ν ά γ κ η τ η ς μ ε λ έ τ η ς των 

κ α τ α ν ο μ ώ ν των σ τ α τ ι σ τ ι κ ώ ν α υ τ ώ ν σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ν ώστε να κ α τ α σ τ ε ί 

δ υ ν α τ ή η ε ξ α γ ω γ ή σ τ α τ ι σ τ ι κ ώ ν σ υ μ π ε ρ α σ μ ά τ ω ν . Μεταξύ των 

κ α τ α ν ο μ ώ ν που π ρ ο κ ύ π τ ο υ ν και μ ε λ ε τ ώ ν τ α ι ά λ λ ε ς ο ρ ί ζ ο ν τ α ι γ ι α 

'.ό είέταση μ ο ν τ έ λ ο έ χ ε ι ε φ α ρ μ ο σ θ ε ί . Κ 

μ ί α " β α θ μ ό λ ο γ ί 



πρώτη φορά -/.α ι άλλες έχουν μόνο αναφερθεί στη βιβλιογραφία 

χωρίς να έχουν μελετηθεί.Τέτοιες κατανομές είναι η folded-t (η 

οποία είναι η απόλυτη τιμή της t) ,η bivariate folded-t και 

bivariate folded normal, καθώς επίσης και μία γενικευμένη μορφή 

της F κατανομής. 

Στην κατεύθυνση που αναφέρθηκε αναπτύσσεται στατιστική 

συμπεράσματα/ογία για την αξιολόγηση της προβλεπτικής 

ικανότητας ενός μοντέλου αλ>ά και συγκριτικής αξιολόγησης όΰο 

μοντέλων. 



Ενα σημαντικό πρόβλημα στην στατιστική και ειδικότερα στην 

ανάλυση δεδομένο)ν είναι η επιλογή τον καλύτερου μοντέλου το 

οτοίο προσαρμόζεται στα υπό ανάλυση Οεοομένα. Μερικές φορές η 

επιλογή αυτή είναι αρκετά εύκολη άλλες φορές όμως είναι 

αρκετά δύσκολη. 

Ενα πρόβλημα που επίσης εξετάζεται πολύ τα τελευταία 

χρόνια είναι η ανάπτυξη μεθοδολογιών για την αξιολόγηση της 

προβλεπτικής ικανότητας γραμμικών μοντέ/ων. Προς αυτή την 

κατεύθυνση κινείται η εργασία των Xekalak i-Ka 11 i (19&4). Στην 

εργασία αυτή εισάγεται μία ' διαδικασία αξιολόγησης της 

προβλεπτικής ικανότητας ενός στοχαστικού γραμμικού μοντέλου 

αλλά και συγκριτικής αξιολόγησης δύο στοχαστικών γραμμικών 

μοντέλων. 

Ava λ υτι.κά : 

θεωρούμε το μοντέλο πρόβλεψης: 

.ι ι J e 

είναι διάνυσμα διαστάσεως 

μεταβλητών 

Χ πίνακας διαστάσεως i χm 
T. t 

συντε/ εσταν 

1 χ 
t των εξαρτημένων 

(1 >m,iX Χ 1*0) γνωστών 
t t 



3 διάνυσμα διαστάσε(υς mxl συντελεστών παλινδρόμησης και 

•ρ 

e διάνυσμα διαστάσεως 1x1 με E(e 1=0 και V(e )=σ Ι όπου 
t t. ι t i t 

Ι είναι ο 1 χΐ ταυτοτικός πί νάκας. 
L t t 

Μία πρόβλεψη για την εξαρτημένη τυχαία μεταβλητή θα δίνεται ατό 

την στατιστική συνάρτηση: 

γ ° =χ ° β 
* t + \ t +\ ' t 

ότου 

β ε ί ν α ι ο ε κ τ ι μ η τ ή ς ε / α ν ί α τ ω ν τ ε τ ρ α γ ώ ν ω ν τ ο υ β τ ο ν - /cóvo t 
t 

και 

Χ ° ε ί ν α ι έ ν α lxm δ ι ά ν υ σ μ α των τ ι μ ώ ν τίον συντελεσtoVv 
t + 1 

π α λ ι ν δ ρ ό μ η σ η ς τ η ν σ τ ι γ μ ή t + 1 t = 0 , l , . . . 

Ετσι Χ 
t + i και Υ 

ο t + 1 

t 

ι- ο , Υ 

Η μ έ θ ο δ ο ς α ξ ι ο λ ό γ η σ η ς των X e k a l a k i - K a t t i σ τ η ρ ί ζ ε τ α ι σ τ η ν 

κ α τ α σ κ ε υ ή ε ν ό ς δ ι α σ τ ή μ α τ ο ς ε μ π ι σ τ ο σ ύ ν η ς τ ο υ ο π ο ί ο υ τ υ μ ή κ ο ς 

α υ ξ ά ν ε τ α ι η ε λ α τ τ ώ ν ε τ α ι α ν ά λ ο γ α με το αν η πρόβλεψη ε ί ν α ι 

ε π ι τ υ χ ή ς η μη ε π ι τ υ χ ή ς . Ετι τ ν / η ς θ ε ω ρ ε ί τ α ι η πρόβλεψη αν ί] 

π ρ α γ μ α τ ι κ ή τ ι μ ή της ε ξ α ρ τ η μ έ ν η ς μ ε τ α β / η τ ή ς β ρ ί σ κ ε τ α ι μέσα σ ' έ ν α 

" δ ι ά σ τ η μ α π ί ο τ η ς " το ο π ο ί ο κ α τ α σ κ ε υ ά ζ ε τ α ι γύρω ατό τ η ν 

π ρ ό β λ ε ψ η . Ακολούθως τα ε ν δ ε χ ό μ ε ν α , α ν ά λ ο γ α με τ ο αν η π ρ ό β λ ε ψ η 

ε ί ν α ι ε π ι τ υ χ ή ς η μη ε π ι τ υ χ ή ς , β α θ μ ο λ ο γ ο ύ ν τ α ι με κ ά π ο ι ο 

β α θ μ ο λ ο γ ι κ ό κ α ν ό ν α ( s c o r i n g r u l e ) . Η τ ε λ ι κ ή απόφαση β α σ ί ζ ε τ α ι , 

σ τ η μ έ σ η τ ι μ ή των α ξ ι ο λ ο γ ή σ ε ω ν . 

Π ρ ι ν προχωρήσουμε όμως σ τ η ν ε π ε ξ ε ρ γ α σ ί α του π ρ ο β λ ή μ α τ ο ς 

π ο υ ε κ θ έ σ α μ ε καλό ε ί ν α ι να δ ο ύ μ ε τ ι ς δ ι ά φ ο ρ ε ς μ ε θ ο δ ο λ ο γ ί ε ς π ο υ 

έ χ ο υ ν α ν α π τ υ χ θ ε ί σ χ ε τ ι κ ά με τ ο π ρ ό β λ η μ α τ ο υ πόσο ν: α."α τα 

ο 



δεδομένα περιγράφονται '/.asvxzQa από ένα μοντέλο. 

Για την επίλυση αυτού του προβλήματος πολλά κριτήρια έχουν 

κατά καιρούς προταθεί στη βιβλιογραφία. Στην ενότητα αυτή 

αναφέρουμε μερικά απο τα πιό γνωστά κριτήρια επιλογής μοντέλων. 

Ας θεο)ρήσουμε ένα στατιστικό μοντέλο με Μ παραμέτρους
 τ
ον 

οποίου την προσαρμογή στα δεδομένα θέλουμενα εξετάσουμε. Ενα 

από τα πιό γνωστά κριτήρια ει ναι το: 

Κριτήρια του Akaike (Akaike Information Criterion AlC) , 

Eayesian Information Criterion BIC): 

To κριτήριο του Akaike (1973.1974) βασίζεται στην 

ελαχιστοποίηση της παρακάτω ποσότητας: 

AIC (Μ,η) = 1η(σ
2
) + 2Μ/η 

η 

ο π ο υ η ε ί ν α ι το μ έ γ ε θ ο ς τ ο υ δ ε ί γ μ α τ ο ς , σ ε ί ν α ι η ε κ τ ί μ η σ η της 

δ ι α σ π ο ρ ά ς των κ α τ α λ ο ί ποον και Μ όπως π ρ ο α ν α φ έ ρ θ η κ ε ε ί ν α ι το 

π λ ή θ ο ς των π α ρ α μ έ τ ρ ω ν . 

Σ χ ε τ ι κ ά .τ·, ο π ρ ό σ φ α τ α ο A k a i k e ( 1 9 7 8 , 1 9 7 9 ) ό ρ ι σ ε μ ι α Μ π ε υ ζ ι α ν ή 

ε π έ κ τ α σ η τ ο υ AIC κ ρ ι τ η ρ ί ο υ τ ο ο π ο ί ο ονόμασε BIC 

( B a y e s i a n I n f o r m a t i o n C r i t e r i o n ) και το ο π ο ί ο δ ί ν ε τ α ι α π ό : 

lIC(M,n)= n i n f a 2 ) - ( n - M ) l n ' l - -iL> + 
n n 

+ l i l n f n ì +M In I | — l - ',) ,'M! 
2 L V .-2 j ' j 

ότον Μ.η.,σ" ο ρ ί ζ ο ν τ α ι ότως προηγουμένους και σ" ε ί ν α ι 
n z 

όειγματικη διασπορά της σειράς τ co ν δεδομένων. 

Με βάση το κριτήριο του Akaike και την επέκταση 

3 



ορισθεί μία σειρά από άλλα κριτήρια τα οποία αναφέρουμε στην 

συνέχει α : 

Το κριτήριο του Schwarz (Schwarz's Bayesian Information 

Criterieft-S-BïC) . 

Το κριτήριο του Schwarz (1978) είναι παρόμοιο με το BIC 

του Akaike και βασίζεται στην ελαχιστοποίηση της παρακάτω 

ποσότητας : 

SBICOl.n) = 1η(σ
2
) + M(ln(n))/n 

Το κριτήριο του Parzen (Parzen's criterion for 

autoregressive transfer functions CAT). 

C Parzen (1977) πρότεινε το παρακάτω κριτήριο το οποίο 

ονόμασε CAT: 

CAi(pi = < η 

I _!_ Y _L· - _ L n=i -> 3 
l n L

 0
;
2
 ^2 " '"' 

j = 1 j Ρ 

όπου σΔ
 είναι η αμερόληπτη εκτιμήτρια του σ" όταν ένα AP(j) 

(Autoregressive σειρά τάΐεως j) μοντέλο προσαρμόζεται στα 

οεόομένα και n είναι ο αριθμός τ ce ν παρατηρήσεων. Η σειρά του ρ 

επιλένεται όταν το CAT(p) γίνει, ελάχιστο. 

Το κριτήριο του Ameniiya (Amemiya Prediction Criterion PC) 

0 m̂e.Tiiya (1980) πρότεινε ένα κριτήριο παρόμοιο, με εκείνο 

του Akaike το οποίο βασίζεται στην ελαχιστοποίηση της 

ποσότητας : 



PC(M.n)- σ
2 ~^L 
n
 n-M 

To κριτήριο του Hannan (Herman's criterion HC) 

0 Hannan (1981) πρότεινε επίσης èva κριτήριο το οποίο 

βασίζεται στην ελαχιστοποίηση της ποσότητας: 

HC(M,n)= 1η(σ
2
) +Μ(2 In ln(n))/n 

n 

Τέλος ένα παλαιότερο κριτήριο είναι: 

Το κριτήριο τον The il (Theil's residuai variance criterion 

RVC) 

To κριτήριο αυτό προτάθηκε το 1961 απο τον The il και 

βασίζεται στην ελαχιστοποίηση της ποσότητας: 

RVC(M,n)= σ
2
[η/(Μ-η)] 

η 

Ενας σ η μ α ν τ ι κ ό ς α ρ ι θ μ ό ς ε π ι σ τ η μ ό ν ω ν έ χ ε ι α σ χ ο λ η θ ε ί μ ε τ α 

κ ρ ι τ ή ρ ι α που α ν α φ έ ρ α μ ε π α ρ α π ά ν ω με τ ι ς ι δ ι ό τ η τ ε ς αλ/.ά και με 

τ η ν δ ι ό ρ θ ω σ η τ ο υ ς κάτω από ο ρ ι σ μ έ ν ε ς σ υ ν θ ή κ ε ς . 

Ετσι ε ν δ ι α φ έ ρ ο ν π α ρ ο υ σ ι ά ζ ε ι η ε ρ γ α σ ί α τ ο υ Chow ( 1 9 8 1 ) ο 

ο π ο ί ο ς Ο ΐ ν ε ι μ ι α β ε λ τ ί ω σ η τ ο υ AIC και ε π ί σ η ς σ υ γ κ ρ ί ν ε ι το 

κ ρ ι τ ή ρ ι ο τ ο υ Akaike με ε κ ε ί ν ο τ ο υ S c h w a r z . 

Προς τ η ν ί δ ι α κ α τ ε ύ θ υ ν σ η β ρ ί σ κ ε τ α ι και η ε ρ γ α σ ί α τ ο υ 

S h i b a t a ( 19S4) όπου δ ί ν ε τ α ι έ ν α ς π ρ ο σ ε γ γ ι σ τ ι κ ό ς κ α ν ό ν α ς γ ι α τ η ν 

α π ο δ ο τ ι κ ό τ η τ α τ ο υ κ ρ ι τ η ρ ί ο υ τ ο υ τ ε λ ι κ ο ύ π ρ β λ ε π τ ι κ ο ϋ σ φ ά λ μ α τ ο ς 

( F i n a l P r e d i c t i o n E r r o r FEE) α π ' ό π ο υ τ ε λ ι κ ά π ρ ο έ ρ χ ο ν τ α ι όλα τ α 

π α ρ α π ά ν ω κ ρ ι τ ή ρ ι α που α ν α φ έ ρ θ η κ α ν . 

Ε ν δ ι α φ έ ρ ο ν ε π ί σ η ς π α ρ ο υ σ ι ά ζ ε ι και η ε ρ γ α σ ί α των H u r v i c h 



δ ί ν ε τ α ι μ ί α δ ι ό ρ θ ω σ η τ ο υ κ ρ ι τ η ρ ί ο υ τού­

τ ο υ ο α ρ ι θ μ ό ς των π α ρ α τ η ρ ή σ ε ω ν ε ί ν α ι 

κ ρ ι τ η ρ ί ο υ π ο υ π ρ ο τ ε ί ν ε τ α ι ε ί ν α ι : 

2(Μ+1)(Μ+2) 

η-Μ-2 

δηλαδή το AIC είναι το άθροισμα του κριτηρίου του Akaike και 

ενός παράγοντα που εξαρτάται από το μέγεθος n του δείγματος 

καθώς επίσης και από το μέγεθος των παραμέτρων Μ του 

μοντέλου. 

Στην εργασία των Smith και Spiegelhalter (1980) ορίζονται 

σφαιρικοί και τοπικοί Μπευζιανοί παράγοντες (Global and Local 

Bayes factors) και δίνεται ο ρόλος τους για την επιλογή μεταςύ 

γραμμικών μοντέλων. Επίσης δίνεται η σχέση των global Bayes 

factors με το κριτήριο του Schwarz καθώς επίσης και η σχέση των 

local Bayes factor με το κριτήριο του Akaike. 

Οι Holmes και Huton (1989) στην εργασία τους κάνουν 

σύγκριση των κριτηρίων που αναφέρθηκαν στην αρχή της ενότητας 

και καταλήγουν στο συμπέρασμα ότι κάτω από ορισμένες συνθήκες 

το κριτήριο του The i 1 είναι το πιύ αΐιόπιστο. 

Τέλος θα πρέπει να σημειώσουμε ότι ενδιαφέρον παρουσιάζουν 

και οι εργασίες των Zarr.an (1984) και Urbain (1989) οι οποίες 

μελετούν την σχέση τ»ν διαφόρων κριτηρίων που αναφέραμε 

παραπάνο) με άλλες τεχνικές και δίνονται, στην πρώτη· εργασία, 

μειονεκτήματα των διαφόρων κρι τηρίων. 

Επιλογή μοντέλων με μεθόδους που βασίζονται σε λάθη πρόβλεψης 

και Tsai (19S9) όπου 

Akaike στην περίπτωση 

μικρός. Η διόρθο^ση του 

AIC = AIC + 

(3 



Αν ο κύριος σκοπός ενός μοντέλου ε ίνα·. η πρόβλεψη 

μελλοντικών τιμών τότε κριτήρια επιλογής μοντέλων μπορούν να 

βασισθούν στα λάθη πρόβλεψης. 

Ετσι αν το λάθος πρόβλεψης βήματος 1 (1 step ahead forecast 

errer) δίνεται από: 

e,= Y , - Y (1) 

'ότε η σύγκριση στηρίζεται στα ταοα'λάτω κριτήρια 

1. Μέσο εκατοστιαίο λάθος (Mean Percentage Error MPE) 

MPE _ r _ L 
l M 

100% 

1 = 1 n+ 1 

2. Μέσο τ ε τ ρ α γ ω ν ι κ ό σφάλμα (Mean S q u a r e E r r o r MSE) 

MS E = 
M > e i 

i = ι 

i ο μέσο τετραγωνικό σφάΛμα είναι ένας ιιεροληπτι κός 

εκτιμητής της διασποράς το)ν σφαλμάτων του γραμμικού μοντέλου. 

Ενας αμερόληπτος εκτιμητής της όιασποράς των σφαλμάτων που 

χ ρ η σ ι μ ε ύ ε ι στη ν ε π ι λ ο y ή μ ο ν τ έ λ co ν είναι ο : 

.ο καλύτερο μοντέ/.ο είναι εκείνο που δίνει την μικρότερη 

/ 



τ ι μ ή γ ι α το s . 

3. Μέσο ccroAUTo λάθος (Mean A b s o l u t e E r r o r ) 

MAE = 

M 

1 ν 
M 

/ l " i i 

1 = 1 

4. Μέσο απόλυτο εκατοστιαίο λάθος (Mean absolute percentage 

error MAFE) 

.tirtit — f _ L 
I M 1 

i = 1 n+ 1 

100% 

5. Μέσο απόλυτο σχετικό λάθος (Mean Absolute Relative 

Deviation MARD) 

MARD- ~ 2>,ΐ I 
M 

Y.Ì 
i = 1 

ότου e ~Y -Υ είναι το ένα βήμα μπροστά λάθος πρόβλεψης (one 
i i 

step ahead forecast error). 

6. Συντελεστής τροσόι COL σμού (Coefficient of determination 

Σ ( v T ) 

R
2
=

 1 = 1 

Ι (Ϊ
Γ
Τ) 

ι = 1 

S 



Ο σ υ ν τ ε λ ε σ τ ή ς π ρ ο σ δ ι ο ρ ι σ μ ο ύ π α ί ρ ν ε ι τ ι μ έ ς στο διάστημα από 

0 έως 1. Οπως ε ί ν α ι γνωστό τ ι μ έ ς τ ο ν R 2 κ ο ν τ ά στο 1 α π ο τ ε λ ο ύ ν 

. έ ν δ ε ι ξ η καλής π ρ ο σ α ρ μ ο γ ή ς τ η ς ε ν θ ε ί α ς π α λ ι ν δ ρ ό μ η σ η ς στα 

δ ε δ ο μ έ ν α τ ο υ δ ε ί γ μ α τ ο ς . Α ν τ ί θ ε τ α τ ι μ έ ς τ ο υ R κ ο ν τ ά σ τ ο 0 

α π ο τ ε λ ο ύ ν έ ν δ ε ι ξ η κακής π ρ ο σ α ρ μ ο γ ή ς . Σ τ ο σ η μ ε ί ο α υ τ ό 9α π ρ έ π ε ι 

να σ η μ ε ι ω θ ε ί ό τ ι ο σ υ ν τ ε λ ε σ τ ή ς π ρ ο σ δ ι ο ρ ι σ μ ο ύ δ ε ν ε ν δ ε ί κ ν υ τ α ι 

σ α ν τ ο μ ό ν ο κ ρ ι τ ή ρ ι ο γ ι α τ η ν ε π ι λ ο γ ή τ ο υ κ α λ ύ τ ε ρ ο υ π ρ ο β λ ε π τ ι κ ο ύ 

μ ο ν τ έ λ ο υ . 

0 S n e e ( 1 9 7 7 ) π ρ ό τ ε ι ν ε δ ι ά φ ο ρ ο υ ς τ ρ ό π ο υ ς γ ι α τ η ν α ξ ι ο λ ό γ η σ η 

τ οι ν μ ο ν τ έ λ ω ν : 

1 . Σ ύ γ κ ρ ι σ η των συντελεστούν π ρ ό β λ ε ψ η ς (β ) και των π ρ ο β λ έ ψ ε ω ν 

τ ο υ μ ο ν τ έ λ ο υ (Υί) με τ η ν φ υ σ ι κ ή θ ε ω ρ ί α . 

Η μ έ θ ο δ ο ς α υ τ ή β α σ ί ζ ε τ α ι σ τ ο ο τ ι α ρ ν η τ ι κ έ ς π ρ ο β λ έ ψ ε ι ς μ ι α ς 

θ ε ω ρ η τ ι κ ά θ ε τ ι κ ή ς π ο σ ό τ η τ α ς ή σ υ ν τ ε λ ε σ τ ώ ν με λ ά θ ο ς πρόσημο ε ί ν α ι 

έ ν δ ε ι ξ η μ ο ν τ έ λ ο υ με χ α μ η λ ή π ρ ο β λ ε π τ ι κ ή ι κ α ν ό τ η τ α . 

2 . Σ υ λ λ ο γ ή ν έ ω ν δ ε δ ο μ έ ν ω ν γ ι α τ ο ν έ λ ε γ χ ο της 

π ρ ο β λ ε π τ ι κ ό τ η τ α ς τ ο υ μ ο ν τ έ λ ο υ . 

Η μ έ θ ο δ ο ς α υ τ ή σ τ η ρ ί ζ ε τ α ι σ τ η ν άποψη ό τ ι η π ρ ο β λ ε π τ ι κ ό τ η τ α 

ε ν ό ς μ ο ν τ έ λ ο υ μ π ο ρ ε ί να ε λ ε γ χ θ ε ί με τ η σ υ λ λ ο γ ή δ ε δ ο μ έ ν ω ν τα 

ο π ο ί α θα ε ί ν α ι δ υ ν α τ ό ν να σ υ γ κ ρ ι θ ο ύ ν με τ ι ς π ρ ο β λ έ ψ ε ι ς τ ο υ 

μο ν τ έ λ ο υ . 

3 . Σ ύ γ κ ρ ι σ η των α π ο τ ε λ ε σ μ ά τ ω ν με θεοορητικά και προσομοι ο μ ε ν α 

δ ε δ ο μ έ ν α . 

9 



Σ - η ν μ έ θ ο δ ο α υ τ ή γ ί ν ε τ α ι σ ύ γ κ ρ ι σ η των π ρ ά γ μ α τ ι κιόν 

π α ρ α τ η ρ ή σ ε ω ν με π ρ ο σ ο μ ο ι ο μ έ ν ε ς . Αν υ π ά ρ χ ε ι σ υ μ φ ω ν ί α τ ό τ ε 

μ π ο ρ ο ύ μ ε να π ο ύ μ ε ό τ ι τ ο μ ο ν τ έ λ ο ε ί ν α ι α ρ κ ε τ ά ι κ α ν ο π ο ι η τ ι κ ό . 

4 . Δ ι α χ ω ρ ι σ μ ό ς όεόομένο)ν . ( D a t a S p l i t t i n g ) 

Από τα π α ρ α π ά ν ω κ ρ ι τ ή ρ ι α που α ν α π τ ύ χ θ η κ α ν σ υ μ π ε ρ α ί ν ο υ μ ε 

ό τ ι η σ υ λ λ ο γ ή κ α ι ν ο ύ ρ γ ι ω ν δ ε δ ο μ έ ν ω ν α π ο τ ε λ ε ί μ ί α από τ ι ς 

κ α λ ύ τ ε ρ ε ς μ ε θ ό δ ο υ ς γ ι α τ η ν a l i o / ό γ η σ η τ ο υ μ ο ν τ έ λ ο υ . Πολλές 

φ ο ρ έ ς ό μ ω ς , α φ ε ν ό ς ε ξ α ι τ ί α ς της μορφής τ ο υ μ ο ν τ έ λ ο υ και 

α φ ε τ έ ρ ο υ γ ι α π ρ α κ τ ι κ ο ύ ς λ ό γ ο υ ς , δ ε ν ε ί ν α ι δ υ ν α τ ό γ ί ν ε ι α υ τ ό . 

Ετσι 9α π ρ έ π ε ι ν α σ τ η ρ ι χ θ ο ύ μ ε σ τ α δ ε δ ο μ έ ν α π ο υ έ χ ο υ μ ε γ ι α τ η ν 

α ξ ι ο λ ό γ η σ η τ ο υ μ ο ν τ έ λ ο υ . Σ τ η ν π ε ρ ί π τ ω σ η α υ τ ή μ ί α δ ι α δ ι κ α σ ί α η 

ο π ο ί α π ρ ο σ ο μ ο ι ώ ν ε ι τ η ν σ υ λ λ ο γ ή νέων δ ε δ ο μ έ ν ω ν ε ί ν α ι α ν α γ κ α ί α . Η 

δ ι α δ ι κ α σ ί α α υ τ ή χ ω ρ ί ζ ε ι τα δ ε δ ο μ έ ν α με κ ά π ο ι ο λ ο γ ι κ ό τ ρ ό π ο σε 

δύο σ ύ ν ο λ α . Το προίτο σ ύ ν ο λ ο δ ε δ ο μ έ ν ω ν που κ α λ ο ύ ν τ α ι 

δ ε ί γ μ α π ρ ο σ α ρ μ ο γ ή ς ( f i t t i n g s a m p l e ) χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ο ύ ν τ α ι γ ι α τ η ν 

ε κ τ ί μ η σ η των π α ρ α μ έ τ ρ ω ν τ ο υ μ ο ν τ έ λ ο υ . Τα υ π ό λ ο π α δ ε δ ο μ έ ν α τα 

ο π ο ί α κ α λ ο ύ ν τ α ι δ ε ί γ μ α ε π ι β ε β α ί ωσ η ς ( v a l i d a t i o n 

s a m p l e ) χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ο ύ ν τ α ι γ ι α τ η ν μ έ τ ρ η σ η τ η ς π ρ ο β λ ε π τ ι κ ή ς 

ι κ α ν ό τ η τ α ς τ ο υ μ ο ν τ έ λ ο υ . 

Η μ έ θ ο δ ο ς δ ι α χ ω ρ ι σ μ ο ύ των δ ε δ ο μ έ ν ω ν ε ί ν α ι π ο λ ύ γ ν ω σ τ ή σ τ η ν 

β ι β λ ι ο γ ρ α φ ί α και π ο λ λ ο ί σ υ γ γ ρ α φ ε ί ς έ χ ο υ ν α σ χ ο λ η θ ε ί με α υ τ ή . 

Χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ώ ν τ α ς τ η ν λ ο γ ι κ ή α υ τ ή ς τ η ς μ ε θ ό δ ο υ μ ί α δ ι α δ ι κ α σ ί α που 

ε π ι τ ρ έ π ε ι τ η ν α ξ ι ο λ ό γ η σ η μ ο ν τ έ / ω ν και η ο π ο ί α έ χ ε ι π ρ ο τ α θ ε ί από 

τ ο ν A l l e n ( 1 9 7 i ) ε ί ν α ι η : 

Π ρ ο β λ ε π τ ι κ ό ά θ ρ ο ι σ μ α τ ε τ ρ α γ ώ ν ω ν ( P r e d i c t i v e Sum of S q u a r e s 

PRESS) . 
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Η μέθοδος στηρίζεται στην ελαχιστοποίηση της ποσότητας: 

n n 

FRESS = Y (y.-y. ) 2 = ; (e ) 2 

i = 1 i = 1 

όπου y είναι η προβλεπόμενη τιμή στην i περίοόο αν 
ί , - i 

εξαιρέσουμε την παρατήρηση i. Στην μέθοδο αυτή θεωρούμε ένα 

σύνολο δεδομένων στα οποία παραμερίζουμε την πρώτη παρατήρηση 

του δείγματος και χρησιμοποιούμε τις υπόλοιπες για να 

εκτιμήσουμε τους συντελεστές του υποψηφίου μοντέλου. 

Επαναλαμβάνουμε την ίδια διαδικασία συνεχιός απομακρύνοντας κάθε 

φορά από μια παρατήρηση και έτσι το υπουήφιο μοντέλο 

προσαρμόζεται συνολικά n φορές όσες και ο συνολικός αριθμός 

ταρατηρήσεϋΑ'. 

Στην βιβλιογραφία υπάρχουν αρκετές εργασίες γύρω από τον 

διαχωρισμό των δεοομένοον και την στατιστική συνάρτηση PRESS. Οι 

πιο σημαντικές από αυτές είναι των Magee και Veall(1991) η 

οποία μελετάει κάποιες ιδιότητες του κριτηρίου PRESS ε voi η 

εργασία τιον Picard και Berk (1990) δίνει ιδιότητες και κάνει 

κριτική της μεθόδου του διαχωρισμού των δεδομέ\·ο;ν. 

Επιλογή συντελεστών παλινδρόμησης 

Μία πολλή γνωστή μέθοδος για την προσαρμογή ενός μοντέλου 

σ ' ένα σύνολο δεδομένοον είναι η μέθοδος των ελαχίστων 

τετραγώνων. Εκτός όμως από το πρόβλημα της προσαρμογής των 

δεδομένων, στην πολλαπ/ή παλινδρόμηση υπάρχει και το πρόβλημα 

του κατά πόσον κάποιες από τις μεταβλητές παλινδρόμησης έχουν 

σημαντική προσφορά στο μοντέλο. Στην πολλαπλή παλινδρόμηση 

1ί 



π α ρ έ χ ε τ α ι η σ τ α τ ι σ τ ι κ ή συμπερασματολο γί α γ ι α τον καθορισμό του 

κατά πόσο μ ί α μεταβλητή ε ί ν α ι σ η μ α ν τ ι κ ή με τον έλεγχο της 

μ η δ ε ν ι κ ή ς υπόθεσης 

Η : β =0 έ ν α ν τ ι της ε ν α λ λ α κ τ ι κ ή ς 
ο i 

--Η—Τ"13 *0 i = 0 . 1 ,k 
l i 

Αν η Η όεν απορριφθεί για κάποια τιμή του i συμπεραίνουμε ότι 

<5εν υπάρχουν στοιχεία ικανά να μας πείσουν ότι η αντίστοιχη 

μεταβλητή έχει συνεισφορά σημαντική στο μοντέλο. Στην περίπτωση 

αυτή ο όρος β Χ διαγράφεται από το μοντέλο. 
i i 

Για την επιλογή των συντελεστών παλινδρόμησης έχουν 

προταθεί πολλές διαδικασίες. Οι κυριώτερες από αυτές είναι: 

1. Μέθοδος Αποκλεισμού Μεταβλητών (Backward Elimination 

Procedure). 

Η μέθοδος αυτή Ιεκινά περιλαμβάνοντας όλες τις μεταβλητές 

στο μοντέλο και σε κάθε βήμα αποκλείει μία μεταβλητή που δεν 

έχει σημαντική συνεισφορά σε αυτό. Η μέθοδος αποκλεισμού των 

μεταβλητών αποκλείει σε κάθε βήμα την μεταβ/ητή εκείνη που έχει 

το μεγαλύτερο παρατηρούμενο επίπεδο σημαντικότητας με την 

προϋπόθεση ότι το παρατηρούμενο επίπεδο σημαντικότητας 

υπερβαίνει το επίπεδο σημαντικότητας που έχουμε προκαθορίσει. 

2. Μέθοδος Προοδευτικής Προσθήκης Μεταβλητών (Forward 

Selection Procedure) 

Η μέθοδος της προοδευτικής προσθήκης μεταβλητών 

χρησιμοποιεί την ακριβώς αντίθετη λογική από αυτήν της 

προηγουμένης μεθόδου. Εδώ το μοντέλο αναπτύσσεται με την 

!2 



προσθήκη κάθε φορά μιας ανεξάρτητης μεταβλητής. Το πλεονέκτημα 

της μεθόδου αυτής είναι ότι απαιτούνται λιγότερες πράξεις στον 

υπολογιστή. Η μέθοδος όμως αυτή παρουσιάζει μειονεκτήματα σε 

σχέση με την προηγούμενη από την ιδιαιτερότητα που παρατηρείται 

λόγω των μεγαλύτερων τιμών των συντε/εστών συσχέτισης των 

εξαρτημένων μεταβλητών με τις ανεξάρτητες. Ενα άλλο μειονέκτημα 

είναι ότι υπάρχει η δυνατότητα μόνο προσθήκης ανεξάρτητων 

μεταβλητών οι οποίες από τη στιγμή που θα ενσοοματωθούν στη 

διόικασία διατηρούνται έστο) και αν η τιμή της στατιστικής 

συνάρτησης 

β 
-η Ì 
1= 

S ; 
i 

όπου β. ε ί ν α ι η ε κ τ ι μ ή τ ρ ι α ε λ α χ ί σ τ ω ν τ ε τ ρ α γ ώ ν ο ; ν τ ο υ σ υ ν τ ε λ ε σ τ ή 

β της μ ε τ α β λ η τ ή ς Χ στο γ ε ν ι κ ό γ ρ α μ μ ι κ ό μ ο ν τ έ λ ο και S; ε ί ν α ι 
i i 

i 

η εκτιμούμενη τυπική απόκλιση τ?ης εκτιμήτριας β του συντελεστή 

παλινδρόμησης σε κάποιο βήμα δεν υπερβαίνει το κρίσιμο επίπεδο. 

3.Μέθοδος της Βηματικής Παλινδρόμησης (Stepwise Regrssion) 

Η μέθοδος αυτή είναι παρόμοια με τη μέθοδο της 

προοδευτικής προσθήκης μεταβλητών. Η διαφορά των δύο μεθόδων 

έγκειται στο γεγονός ότι για κάθε διαδοχικό βήμα η υπόθεση: 

Κ : β =0 
ο i 

ελέγχεται για όλες τις δυνατές ανεξάρτητες μεταβλητές ώστε να 

αποκ/είονται εκείνες για τις οποίες οι τιμές της στατιστικής 

συνάοτησης ÌT Ι είναι ιαικρότεοη από ένα ποοκαθορι σμένο κρίσιμο 

επίπεδο. Η επόμενη μεταβλητή προστίθεται με την ίδια διαδικασία 

1? 



όπως στη μέθοόο της προοδευτικής προσθήκης μεταβλητών.Αυτή η 

βηματική επιλογή συνεχίζεται μέχρις ότου καταλήγουμε σ'ένα 

σύνολο μεταβλητών για το οποίο καμμία από τις μεταβλητές που 

περιέχει δεν έχουν τιμή για τη στατιστική συνάρτηση IT Ι 
i ' 

μικρότερη από κάποια συγκεκρι μμένη κρίσιμη τιμή της μεταβλητής 

t και δεν υπάρχουν άλλες μεταβλητές που θα πρέπει να 

αξιολογηθούν για να περιληφθούν στο μοντέλο, θα πρέπει εδώ να 

σημειώσουμε το ενδιαφέρον που παρουσιάζει η εργασία των 

Forsythe et. al. (1973) σχετικά με την προαναφερόμενη μέθοδο. 

Μία μέθοδος πού δίνει τον αριθμό των μεταβλητών που θα 

πρέπει να εισαχθούν στο μοντέλο είναι και η μέθοδος του: 

4. Πολλαπλού Συντελεστή Συσχέτισης (Multiple Correlation 

Coefficient) 

Η μέθοδος αυτή προτάθηκε από τον Hocking (1976) 

και προβλέπει τον υπολογισμό της ποσότητας 

SSE 
R

2
 = ι- L_ 

S ST 

για όλα τα δυνατά υπουήφια σύνολα ΐίεταβλητών όπου SSE είναι το 

Ρ 

ά θ ρ ο ι σ μ α τ ε τ ρ α γ ώ ν ω ν το.1 ν σφαλμάτων γ ι α τ ι ς p μ ε τ α β λ η τ έ ς και SST 

ε ί ν α ι το σ υ ν ο λ ι κ ό ά θ ρ ο ι σ μ α τ ε τ ρ α γ ώ ν ω ν . Ενα σ χ ε δ ι ά γ ρ α μ μ α τ ο υ 

μ ε γ ί σ τ ο υ Ε ως προς το ν δ ί ν ε ι μ ί α κ α μ π ύ λ η που α ρ χ ι κ ά α υ ς ά ν ε ι 
p 

και κατόπιν, για κάποια τ:μή του ρ μένει σταθερή. Αυτή η τιμή 

του ρ είναι ο αριθμός των μεταβλητών που θα πρέπει να εισαχθούν 

στο μοντέλο. 

Ο Προσαρτημένος πολλαπλός συντελεστής συσχέτισης είναι ο: 



i r (ρ)=ι -
n ( l - IT) 

Ρ 

n - p 

Το σ ύ ν ο λ ο των μ ε τ α β λ η τ ώ ν που δ ί ν ε ι τ η ν μ ε γ α λ ύ τ ε ρ η τι .μή γ ι α τ ο ν 

π ρ ο σ α ρ τ η μ έ ν ο π ο λ λ α π λ ό σ υ ν τ ε λ ε σ τ ή σ υ σ χ έ τ ι σ η ς ε ί ν α ι ε κ ε ί ν ο που 

ε π ι λ έ γ ε τ α ι . 

5 . Το κ ρ ι τ ή ρ ι ο C τ ο υ M a l l o w s 
ρ 

0 Mal l o w s ( 1 9 7 3 ) π ρ ό τ ε ι ν ε μ ί α ε ν α λ λ α κ τ ι κ ή μ έ θ ο ό ο γ ι α τ η ν 

ε π ι λ ο γ ή τ ο υ κ α λ ύ τ ε ρ ο υ σ υ ν ό λ ο υ μ ε τ α β λ η τ ώ ν π ο υ θα π ρ έ π ε ι να 

π ε ρ ι λ η φ θ ο ύ ν σ τ ο μ ο ν τ έ λ ο . Η ε π ι λ ο γ ή τ ο υ κ α λ ύ τ ε ρ ο υ σ υ ν ό λ ο υ 

β α σ ί ζ ε τ α ι σ τ η ν ε λ α χ ι σ τ ο π ο ί η σ η τ η ς π ο σ ό τ η τ α ς : 

SSE 
C = EL 

Ρ . 2 
( n - 2 p ) 

όπου SSE είναι το άθροισμα τετραγώνων, των καταλοίπων από 

μοντέλο που περιέχει ρ μεταβλητές από τις k υποψήφιες 

(συμπεριλαμβανομένης και της σταθεράς p=l,...k+l) και s"" είναι 

το μέσο τετραγωνικό σφάλμα από το μοντέλο με k παραμέτρους. 

Στην βιβλιογραφία μπορεί να όει κανείς πολλές εργασίες που 

αναιτέοονται στο κριτήριο C καθώς και στην σνέση αυτού αε τα 
Ρ 

κριτήρια των Akaike, Schwarz, PRESS που αναφέρθηκαν στην αρχή 

της ενότητας. Πρακάτω αναφέρουμε μερικές ατό αυτές: 

Οι Kobayashi και Sakata (1990) αποδεικνύουν ότι το 

κριτήριο C είναι μεροληπτικό υπό την έννοια ότι η πιθανότητα 
Ρ 

γ ι α τ η ν ε π ι λ ο γ ή δύο γ ρ α μ μ ι κ ώ ν μ ο ν τ έ λ ω ν δ ε ν ε ί ν α ι ί σ η με 0 . 5 και 

αν ακόμη α υ τ ά έ χ ο υ ν ί σ ο τ ε τ ρ α γ ' ω ν ι κ ό σφάλμα π ρ ό β λ ε ψ η ς και δ ί ν ο υ ν 

μ ί α δ ι ό ρ θ ω σ η τ ο υ κ ρ ι τ η ρ ί ο υ η ο π ο ί α ε ί ν α ι χ ρ ή σ ι μ η κάτω από 



ορισμένες συνθήκες. 

0 Shibata (1981) δίνει επίσης μία μέθοδο για την επιλογή 

μεταβλητών στην περίπτωση που ο αριθμός των νπό έλεγχο 

μεταβλητών είναι απεριόριστος ή αυΐάνει ανάλογα με το μέγεθος 

τον δείγματος. Στην ίδια εργασία αποδεικνύεται ότι η μέθοδος 

αυτή είναι ασυμπτωτικά ισοδύναμη με τις μεθόδους του Akaike και 

την μέθοδο C . 
Ρ 

Οι ε ρ γ α σ ί ε ς των X i s h i i ( 1 9 S 4 ) , Yi και J u d g e ( 1 9 8 S ) . 

Zhang ( 1 9 9 2 ) δ ί ν ο υ ν α σ ν μ π τ ω τ ι κ έ ς ι δ ι ό τ η τ ε ς των δ ι α φ ό ρ ω ν 

κ ρ ι τ η ρ ί ω ν . Ε ι δ ι κ ό τ ε ρ α σ τ η ν ε ρ γ α σ ί α τ ο υ X i s h i i α π ο δ ε ι κ ν ύ ε τ α ι ό τ ι 

τ α κ ρ ι τ ή ρ ι α ε π ι λ ο γ ή ς ε ί ν α ι α σ υ μ π τ ω τ ι κ ά ι σ ο δ ύ ν α μ α κάτω από 

ε ι δ ι κ έ ς σ υ ν θ ή κ ε ς . Σ τ η ν ε ρ γ α σ ί α τ ο υ Zhang α π ο δ ε ι κ ν ύ ε τ α ι ό τ ι τα 

κ ρ ι τ ή ρ ι α που α ν α φ έ ρ θ η κ α ν ε ί ν α ι α σ υ μ π τ ω τ ι κ ά ι σ ο δ ύ ν α μ α και 

μ π ο ρ ο ύ ν να θ ε ω ρ η θ ο ύ ν ε ι δ ι κ έ ς π ε ρ ί πτοήσει ς της 

C ( k , X ) = R S S ( k ) + / . k 0<ksK 

ό π ο υ Κ ε ί ν α ι ο σ υ ν ο λ ι κ ό ς α ρ ι θ μ ό ς των σ υ ν τ ε λ ε σ τ ώ ν π α λ ι ν δ ρ ό μ η σ η ς , 

k ε ί ν α ι ο α ρ ι θ μ ό ς των σ υ ν τ ε λ ε σ τ ώ ν που υ π ε ι σ έ ρ χ ο ν τ α ι σ τ ο 

μ ο ν τ έ λ ο . RSS(k) ε ί ν α ι το ά θ ρ ο ι σ μ α Ύετοαγώ\'(.ϋ\ των κ α τ α λ ο ί π ω ν και 

τ ο λ δ ί ν ε ι κ ά π ο ι α π ο ι ν ή σ τ η ν π ε ρ ί π τ ω σ η κακής ε π ι λ ο γ ή ς 

( ο ν e r f i 11 i n g ) . 

Σ τ η ν ε ρ γ α σ ί α τ ο υ Amemiya ( 1 9 S 0 ) έ κ τ ο ς τ ο υ κ ρ ι τ η ρ ί ο υ π ο υ 

π ρ ο τ ε ί ν ε - α ι δ ί ν ε τ α ι και μ ί α σ ύ γ κ ρ ι σ η των κρι τηρί on-· A k a i k e , 

T h e i l , Mal lows και τ ο υ Amerai v a . 

6 . Τ ο S κ ρ ι τ ή ρ ι ο 
Ρ 

Πα ο όμοιο ι: ε το κοιτήοι ο C είναι το S κριτήοιο το οποίο 
Ρ Ρ 
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δόθηκε από τον Hocking (1976) αρχικά και στην τελική του αορ.'ίή 

απο τον- Thompson (1978).Το κριτήριο αυτό βασίζεται στην 

ελαχιστοποίηση της ποσότητας: 

SSE 

s = e 

Ρ
 (n-p)(n-p-2) 

όπου SSE είναι το άθροισμα τετραγώνων των καταλοίπων από 

Ρ 

μοντέλο που περιέχει ρ μεταβλητές από τις k υποψήφιες 

(συμπεριλαμβανομένης και της σταθεράς p=l,...k+l). Σχετικά με 

αυτό το κριτήριο ενόιαψέρουσα είναι και η εργασία των Breiman 

και Freedman (1983). 

^ ·Η τεχνική αμφιχλινους πάλι νδοόμησης f'Ridge Regrossion) 

Η τεχνική της αμφικλινοϋς παλινδρόμησης η οποία προτάθηκε από 

a. U 

τους Koeri χαι Kennard (1970J όίνει έναν διαφορετικό τρόπο για 

την επιλογή μεταβλητών. Η μέθοδος στηρίζεται στην εκτίμηση των 

συντελεστών παλινδρόμησης β ενός γραμμικού μοντέλου Υ=Χβ+ε από 

την σχέση 

ß*(j) = [Χ·Χ+ΪΙ]Χ·Υ ĵ O 

και στην ιδιότητα ότι υπάρχει πάντα κάποιο j<0 τέτοιο ώστε 

E ( L ; Ü ) ] < ECL^CO) 1 όπου L* ( j ) = ίβΛ
 ( j ) -β) ' (β* ( j ) -β) . 

Η διαδικασία επιλογής κατ'αρχήν διαγράφει εκείνες τις 

μεταβλητές για τ;, ς οποίες υπάρχει ελάχιστη προβλεπτική 

ικανότητα δη/αόή εκείνες οι οποίες δίνουν την μικρότερη απόλυτη 

τιμή για την ß*(j). Κατόπιν διαγράφονται οι μεταβλητές εκείνες 

των οποίων οι συντελεστές παλινδρόμησης τείνουν στο μηδέν όταν 

1? 



το j αυξάνεται .Σαν μειονέκτημα της μεθόδου 9α πρέπει να πούμε 

το ότι δεν αποσαφηνίζει πότε τελειώνει η διαδικασία. 

Ενδιαφέροντα σχόλια σχετικά με την διαδικασία της αμφικλινούς 

παλινδρόμησης και βιβλιογραφία σχετικά με αυτό το θέμα 

δίνονται στην εργασία των Draper και Nostrana (1979). 

Αλλα κριτήρια επιλογής μοντέλων 

Εκτός των κριτηρίων που αναπτύχθηκαν παραπάνω έχουν 

αναφερθεί στην βιβλιογραφία μία σειρά από άλλα κριτήρια τα 

οποία έχουν εφαρμογές κάτω από ειδικές συνθήκες και καλύπτουν 

μία μεγάλη περιοχή εφαρμογών απο οικονομικά προβλήματα μέχρι 

προβλήματα μηχανικής. Παρακάτω αναφέρουμε τα πιό σημαντικά από 

αυτά. 

Οι Edwards και Havranek (1987) προτείνουν έναν τρόπο 

επιλογής μοντέλων όταν έχουμε μία μεγάλη οικογένεια υποψηφίων 

μοντέλων. Το κριτήριο στηρίζεται στην άπονη ότι αν ένα μοντέλο 

απορρίπτεται τότε και κάθε υποσύνολο του είναι υπονήφιο για 

απόρριυη. Αν ένα μοντέλο γίνει δεκτό τότε κάθε υποσύνολο του 

ε ί ν α ι ν π ο ν ή Φ ι ο γ ι α α π ο δ ο χ η . 

Οι Linhart και Zucchini (19S6) προτείνουν μία γενική 

μ ε θ ο δ ο λ ο γ ία για την ε π ι λ ο γ ή μ ε τ α ì ύ δ ύ ο π α ο α μ ε τ ρ ι κ ώ ν μ ο ν τ έ λ ω ν 

βασισμένοι σε κριτήρια που μετρούν την διαφορά μεταΐύ 

κατανομών. Η μέ-Joóoc που προτείνουν είναι η ε;ής: 



ct. Ε τ ι λ έ γ ε τ α ι , μ ι α σ υ ν ά ρ τ η σ η ( d i s c r e p a n c y f u n c t i o n a l ) A ( G , F ) 

π ο υ μ ε τ ρ ά τ η ν δ ι α φ ο ρ ά μ ε τ α ξ ύ των 60ο μ ο ν τ έ λ ω ν G '/at F . 

β. Τα δ ε δ ο μ έ ν α θ ε ω ρ ε ί τ α ι ό τ ι π ρ ο έ ρ χ ο ν τ α ι α τ ό το μ ο ν τ έ λ ο F . 

Αυτό το μ ο ν τ έ λ ο ε ί ν α ι τ ο σ ω σ τ ό . Η σ υ ν α ρ τ η σ ι α κ ή μ ο ρ φ ή τ ο υ F 

θ ε ω ρ ε ί τ α ι ά γ ν ω σ τ η . 

y. Μέλη τ η ς π α ρ α μ ε τ ρ ι κ ή ς ο ι κ ο γ έ ν ε ι α ς τ ο υ μ ο ν τ έ λ ο υ G, 

χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ο ύ ν τ α ι γ ι α να π ρ ο σ ε γ γ ί σ ο υ ν τ η ν F . τ ό τ ε τα 

π α ρ α τ η ρ ο ύ μ ε ν α δ ε δ ο μ έ ν α χ ρ σ ι μ ο π ο ι ο ΰ ν τ α ι γ ι α να ε κ τ ι μ ή σ ο υ ν τ η ν 

π α ρ ά μ ε τ ρ ο θ . Η ε κ τ ι μ ή τ ρ ι α 9 ε π ι λ έ γ ε τ α ι έ τ σ ι ώ σ τ ε ν α 

ε λ α χ ι σ τ ο π ο ι ε ί τ η ν A(G* . F ) ό π ο υ F ε ί ν α ι η ε μ π ε ι ρ ι κ ή σ υ ν ά ρ τ η σ η 

κ α τ α ν ο μ ή ς . Μία τ έ τ ο ι α ε κ τ ι μ ή τ ρ ι α κ α λ ε ί τ α ι ε λ . ά χ ι σ τ η ε κ τ ι μ ή τ ρ ι α 

δ ι α χ ω ρ ι σ μ ο ύ (minimum d i s c r e p a n c y e s t i m a t o r ) . 

ό . Υπάρχουν δ ι α φ ο ρ ε τ ι κ έ ς α π ό ψ ε ι ς γ ι α τ η ν μ ο ρ φ ή τ η ς 

σ υ ν ά ρ τ η σ η ς δ ι α φ ο ρ ά ς ( d i s c r e p a n c y ) μ ε τ α ς ύ τ ο υ π α ρ α τ η ρ ο υ μ έ ν ο υ 

μ ο ν τ έ λ ο υ F και των μ ε λ ώ ν μ ι α ς π α ρ α μ ε τ ρ ι κ ή ς ο ι κ ο γ έ ν ε ι α ς π ο υ θα 

π ρ έ π ε ι να χ ρ η σ ι μ ο π ο ι η θ ε ί : 

(a ) δ ι α φ ο ρ ά ως π ρ ο ς τ η ν π ρ ο σ έ γ γ ι σ η 

G ε ί ν α ι το μ έ λ ο ς της π α ο α μ ε τ ο ι κ ή ς ο ι κ ο γ έ ν ε ι α ς 
ο 

κ ο ν ~ ά στο F . 

(b) διαφορά co ς προς την εκτίμηση A(G 

είναι η εκτιμήτρια της παραμέτρου θ και 

(e) ολική 51αφορά A(G ; ,F). 

Σε μερικές περιπτώσεις η ολική διαφορά είναι το άθροισμα της 

διαφοράς .»ς προς την προσέγγιση και της διαφορά ως προς την 

εκτί μηση. 

Στην ιδανική περίπτωση ο ερευνητής 9α επ.λέΤε: ένα μοντέλο 

A(G , F) όπου 

που ε ι ναι πι ο 

, G ) ό π ο υ 

, ο 

ta 



( τ η ν π α ρ α μ ε τ ρ ι κ ή ο ι κ ο γ έ ν ε ι α ) σ τ η ν βάση τ η ς ο λ ι κ ή ς δ ι α φ ο ρ ά ς . 

Αυτό όμως σ υ ν ε π ά γ ε τ α ι τ ο ά γ ν ω σ τ ο μ ο ν τ έ λ ο F έ τ σ ι τ ο κ ρ ι τ ή ρ ι ο θα 

ε ί ν α ι μ ί α ε κ τ ι μ ή τ ρ ι α της α ν α μ ε ν ό μ ε ν η ς ο λ ι κ ή ς δ ι α φ ο ρ ά ς . Η 

ε π ι λ ο γ ή μ ο ν τ έ λ ο υ σ υ ν ε π ά γ ε τ α ι ε κ τ ί μ η σ η τ ο υ κ ρ ι τ η ρ ί ο υ γ ι α 

π-οττατλες π α ρ α μ ε τ ρ ι κ έ ς ο ι κ ο γ έ ν ε ι ε ς και ε π ι λ ο γ ή τ η ς ο ι κ ο γ έ ν ε ι α ς 

π ο υ ε λ α χ ι σ τ ο π ο ι ε ί το κ ρ ι τ ή ρ ι ο . 

Γ ι α τ η ν ε π ι λ ο γ ή τ ο υ μ έ τ ρ ο υ με τ ο ο π ο ί ο θα κ ρ ί ν ε τ α ι η 

δ ιας^ορά μ ε τ α ΐ ύ των μ ο ν τ έ λ ω ν υ π ά ρ χ ο υ ν π ο λ λ έ ς ε π ι λ ο γ έ ς . OL πι ό 

γ ν ω σ τ έ ς και οι ο π ο ί ε ς α ν α φ έ ρ ο ν τ α ι σ τ ο β ι β λ ί ο των L i n h a r t και 

Z u c c h i n i ε ί ν α ι των K u l l b a c k - L e i b i e r ( 1 9 5 1 ) , K o l m o g o r o v , 

C r a m e r - v o n M i s e s , c h i - s q u a r e d , και G a u s s ( ά θ ρ ο ι σ μ α δ ι α φ ο ρ ώ ν 

τ ε τ ρ α γ ώ ν ω ν ) . 

Το μ έ τ ρ ο δ ι α φ ο ρ ά ς K u l l b a c k - L e i b i e r ( K u l l b a c k - L e i b i e r 

I n f o r m a t i o n C r i t e r i o n KLIC 1951) ο ρ ί ζ ε τ α ι ως ε | ή ς : 

r s(Υ) ι 
A ( G , F ) = E I l o g 

" L f ( Y | Θ ) J 

ό π ο υ g , f ε ί ν α ι οι σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς π υ κ ν ό τ η τ α ς των G,F και F_() δ ί ν ε ι 
'•3 

τ η ν α ν α μ ε ν ό μ ε ν η τ ι μ ή ως προς τ η ν σο^στή κ α τ α ν ο μ ή G. 

Σ τ ο σ η μ ε ί ο α υ τ ό 9α π ρ έ π ε ι να π ο ύ μ ε ό τ ι το κ ρ ι τ ή ρ ι ο τ ο υ 

A k a i k e π ρ ο κ ύ π τ ε ι ως μ ί α π ρ ο σ ε γ γ ι σ τ ι κ ή α μ ε ρ ό λ η π τ η ε κ τ ι μ ή τ ρ ι α τ ο υ 

E L J C . 

Οι P e d e r s o n και J o h n s o n ( 1 9 9 0 ) ο ρ ί ζ ο υ ν μ ί α π ο σ ό τ η τ α λ 2 γ ι α 

τ η ν δ ι α φ ο ρ ά μ ε τ α ξ ύ τ ο υ π ρ α γ μ α τ ι κ ο ύ και τ ο υ θ ε ω ρ ο ύ μ ε ν ο υ 

μ ο ν τ έ λ ο υ , β ρ ί σ κ ο υ ν μ ί α ε κ τ ι μ ή τ ρ ι α τ η ς π ο σ ό τ η τ α ς αυτή η ο π ο ί α 
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βασίζεται στον Pearson Χ έλεγχο καλής προσαρμογής, εξετάζουν 

τις στατιστικές ιδιότητες του και συζητούν την χρησιμότητα του. 

Οι Lien και Vuong (1987) προτείνουν μια μέθοδο επιλογής 

μοντέλου βασιζόμενοι στον έλεγχο της μηδενικής υπόθεσης ότι τα 

μοντέλα είναι "KLIC" ισοδύναμα έναντι της εναλλακτικής ότι το 

ένα μοντέλο είναι πλησιέστερο στο αληθινό. Για τον έλεγχο της 

υπόθεσης αυτής προτείνονται απλές μέθοδοι επιλογής και 

προσαρτημένες στατιστικές συναρτήσεις πιθανοφάνειας (Likelihood 

Ratio statistics) οι οποίες είναι ασυμπτωτικά τυποποιημένες 

κανονικές κάτω από την μηδενική υπόθεση. 

Σε μία μεταγενέστερη εργασία του ο Vuong(19S9) 

XQTÌCTL μοποι όντας το "KLIC" κριτήριο για να μετρήσει την 

''διαφορά" ενός μοντέλου με το πραγματικό αναπτύσσει απλές 

στατιστικές συναρτήσεις πιθανοφάνειας για τον έλεγχο της 

υπόθεσης ότι τα υποψήφια μοντέλα είναι ε,ίσου κοντά στα 

πραγματικά δεδομένα έναντι της εναλλακτικής οτι το ένα μοντέλο 

είναι πιό κοντά στο πραγματικό. Οι έλεγχοι που αναπτυσονται 

είναι επιτυχείς στην περίπτωση που τα υποψήφια μοντέλα δεν 

είναι το ένα υποσύνολο του άλλου, (overlapping^ nested and 

misspecifi ed) . 

0 Sawa ( 19 7 S ) δίνει μία διαδικασία για την· επιλογή 

μοντέλων καθώς και τις ιδιότητες της. Επίσης δίνει τις διαφορές 

της διαδικασίας με αυτήν του Akaike. Οι διαδικασίες που 

προτείνονται βασίζονται στο κριτήριο KLIC. 

η 



OL S w a n e p o e l και B e e r ( 1 9 9 2 ) α ν α π τ ύ σ σ ο υ ν δύο ν έ α κ ρ ι τ ή ρ ι α 

ε π ι λ ο γ ή ς μ ο ν τ έ λ ω ν που β α σ ί ζ ο ν τ α ι σ τ η ν τ ρ α χ ύ τ η τ α ( r o u g h n e s s ) των 

κ α τ α λ ο ί π ω ν . Το πρώτο κ ρ ι τ ή ρ ι ο χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ε ί μ ί α " l o s s " σ υ ν ά ρ τ η σ η 

και τ ο δ ε ύ τ ε ρ ο σ υ μ π ε ρ ι λ α μ β ά ν ε ι τ η ν ε φ α ρ μ ο γ ή ε ν ό ς έ λ ε γ χ ο υ 

υ π ό θ ε σ η ς χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ο ύ ν τ ο ς τ η ν μ ε θ ο δ ο λ ο γ ί α " b o o t s t r a p " ( E f r o n 

1 9 7 9 ) . Ε π ί σ η ς γ ί ν ε τ α ι σ ύ γ κ ρ ι σ η των κ ρ ι τ η ρ ί ω ν που α ν α π τ ύ σ σ ο ν τ α ι 

με τα κ ρ ι τ ή ρ ι α AIC, BIC, κ α ι τ η ς μ ε θ ό δ ο υ π ο υ δ ί ν ε τ α ι από τ ο υ ς 

L i n h a r t και Z u c h i n r i i . 

Οι Rao και Yu ( 1 9 8 9 ) π ρ ο τ ε ί ν ο υ ν έ ν α κ α ν ό ν α β ά σ ε ι τ ο υ 

ο π ο ί ο υ γ ί ν ε τ α ι η ε π ι λ ο γ ή τ ο υ κ α λ ύ τ ε ρ ο υ μ ο ν τ έ λ ο υ στο π ο λ λ α π λ ό 

γ ρ α μ μ ι κ ό μ ο ν τ έ λ ο καθώς ο α ρ ι θ μ ό ς των π α ρ α τ η ρ ή σ ε ω ν γ ί ν ε τ α ι π ο λ ύ 

μ ε γ ά / ο ς . 0 κ α ν ό ν α ς δ ί ν ε τ α ι χ ω ρ ί ς να υ π ο τ ε θ ε ί κ α ν ο ν ι κ ό τ η τ α τ η ς 

κ α τ α ν ο μ ή ς των λ α θ ώ ν . 

Οι P o i i a k και W a l e s ( 1 9 9 1 ) δ ί ν ο υ ν μ ί α δ ι α φ ο ρ ε τ ι κ ή 

π ρ ο σ έ γ γ ι σ η στο πρόβλημα της ε π ι λ ο γ ή ς μ ο ν τ έ λ ω ν β α σ ί ζ ο ν τ α ς τ η ν 

π ρ ο σ έ γ γ ι σ η σ τ η ν ε π ι κ ρ α τ ο ύ σ α δ ι ά τ α ξ η ( d o m i n a n c e o r d e r i n g ) και 

σ τ ο κ ρ ι τ ή ρ ι ο της πι θ α ν ο φ ά ν ε ι α ς της ε π ι κ ρ α τ ο ύ σ α ς δ ι ά τ α Ι η ς 

( l i k e l i h o o d d o m i n a n c e c r i t e r i o n LDC) το ο π ο ί ο γ ε ν ι κ ε ύ ε ι τ η ν 

ε π κ ο α τ ο ύ σ α ό ι ά τ α ΐ η θεωροόντας μ ί α σ ε ι ρ ά από σ ύ ν θ ε τ α π α ρ α δ ε κ τ ά 

π α ρ α μ ε τ ρ ι κ ά μ ε γ έ θ η . 

Ο Wu ( 1 9 8 9 ) δ ί ν ε ι ε π ί σ η ς δύο κ ρ ι τ ή ρ ι α ε π ι λ ο γ ή ς μ ε τ α β λ η τ ώ ν 

χ ω ρ ί ς να υ π ο θ έ σ ε ι , σε α ν τ ί θ ε σ η με τα άλλα κ ρ ι τ ή ρ ι α , ό τ ι τα 

σ φ ά λ μ α τ α έ χ ο υ ν τ η ν ί δ ι α κ α τ α ν ο μ ή και ακόμη ό τ ι οι μ έ σ ο ι τ ο υ ς 

α« 



ει ναι ίσοι. 

Οι εργασίες τέλος των Mi lier (19S4), και 

Breiman και Spector (1992) δίνουν την 6ική τους άποψη για 

επιλογή τοιν μεταβλητών πάλινδρόμισης. 

Εργασίες επίσης που δίνουν αντιμετωπίσεις του γένι. κότερου 

προβλήματος κάτω από ειδικές συνθήκες είναι αυτές των: 

Klein και Brown (198-0, (όταν υπάρχει ελάχιστη εκ των 

προτέρων πληροφορία), Poirier και Klepper (19S1) (όπου 

συνδυάζονται κλασσικές και Μπευζιανές τεχνικές με την παρουσία 

panel δεδομένων (panel data set s)).Judge et. al. (19S?) 

(όπου δίδεται ο ρόλος της "επεκταθεί σας" (extended) διαδικασίας. 

Stein στην επιλογή μοντέλων). Η εργασία επίσης του Lindley 

(Î968) δίνει μια Μπευζιανή προσέγγιση στο πρόβλημα της επιλογής 

μεταβλητών. 

Τέλος ενδιαφέρον παρουσιάζουν και οι εργασίες των Xovotny 

και L.Mcdonald (1986), J.Mcdonald και Richards ,(1989), 

Pesaran (1987), Rissanen (1987), Hjorth (1989), Gauch (1988) 

κ α ι τ ο υ Stone (19S I) . 

Τέλος oc εργασίες του Thompson (197Sa,1978b) καθώς και 

των Stone(197S), Hocking (1976,1983) και Shitata (1985) δίνουν 

μια κριτική των μεθόδων που υπάρχουν για την επιλογή 

μεταβλητών. 

Στα προηγηθέντα είδαμε διάφορες μεθόδους και κριτήρια για 

την επιλογή μοντέλων που κυρίως αφορούν την περιγραφική μορφή 

του μοντέλου. 

Οπως αναφέραμε όμως και στην αρχή της ενότητας το πρόβλημα 



που θα μας απασχολήσει είναι να βρούμε τρόπους οι οποίοι 

βοηθούν στην αξιολόγηση της προβλεπτικής ικανότητας του 

μοντέλου. Φυσι κά θα πρέπει να πούμε πιος υπάρχει στενή σχέση 

μεταξύ του προβλήματος της επιλογής μοντέλων όσον αφορά την 

περιγραφική τους ικανότητα και αυτό της αξιολόγησης της 

προβλεπτικής τους ικανότητας (Weisberg 19S5). 

Στην βιβλιογραφία μέθοοοι οι οποίες εκτιμούν την 

προβλεπτική ικανότητα ενός μοντέλου είναι αυτές των Ccpas 

(1983) όπου δίνεται μία μη Μπευζιανή προσέγγιση για πρόβλεψη 

και μοντελοποίηση , και Picard και Cook (1984) όπου δίνεται 

προσοχή σε μοντέλα που δημιουργούνται μέσω διαδικασιοόν επιλογής 

υποσυνόλων τα οποία είναι αρκετά δύσκολο να αξιολογηθούν μέσα) 

κ/ασσικών μεθόδων. Η εργασία των Geisser και Eddy (1979) δίνει 

ιιία Μπευζιανή και επανειλημμένη χρησιμοποίηση του δείγματος 

(sample reuse) προσέγγιση στο .πρόβλημα .της επιλογής μολ-τέ/cnv 

από την άποψη της προβλεπτικότητας χρησιμοποιώντας τα 

αποτελέσματα της εργασίας του Geisser (1975). Η εργασία του 

Atkinson (1969) δίνει μία προσέγγιση στο πρόβλημα της 

αξιολόγησης της προβλεπτικής ικανότητας χρησιμοποιόντας μία 

μέθοδο (tilde test) η οποία βασίζεται στο άθροισμα της διαφοράς 

των τετραγώνων των υπό εξέταση μοντέλων με ένα γραμμικό 

συνδυασμό τους. Οι Whitraore και Xekalaki (1990) ορίζουν τις 

"προβλεπτικές P-values" (predictive P-values) οι οποίες 

αποτελούν ένα μέτρο της προβλεπτικής ικανότητας ενός μοντέλου. 

Κ εργασία των Martini και Spezzaferri (1984) δίνει μία 

διαδικασία η οποία επιλέγει το μοντέλο που δίνει την καλύτερη 

πρόβλεψη·Την δική του άποψη στο θέμα της προβλεπτικής 

^ 



ι κ α ν ό τ η τ α ς , σε σ χ έ σ η με τ η ν μ έ θ ο δ ο της δ ι α σ τ α υ ρ ω μ έ ν η ς 

ε π ι β ε β α ί ω σ η ς χ ω ρ ι σ μ ο ύ δ ε δ ο μ έ ν ω ν ( c r o s s - v a l i d a t i o n ) , δ ί ν ε ι και ο 

S t o n e ( 1 9 7 4 ) . 

Μία σ υ γ κ ε ν τ ρ ω τ ι κ ή β ι β λ ι ο γ ρ α φ ί α σ τ ο π ρ ό β λ η μ α τ η ς ε π ι λ ο γ ή ς 

μ ο ν τ έ λ ω ν ε ί ν α ι οι ε ρ γ α σ ί α τ ο υ H a m i l t o n ( 1 9 9 1 ) . 

Σ τ α κ ε φ ά λ α ι α που α κ ο λ ο υ θ ο ύ ν π α ρ ο υ σ ι ά ζ ο ν τ α ι και μ ε λ ε τ ώ ν τ α ι , 

δ ι ά φ ο ρ ε ς μέθοδοι. οι ο π ο ί ε ς δ ί ν ο υ ν τ ρ ό π ο υ ς α π ο τ ί μ η σ η ς τ η ς 

π ρ ο β λ ε π τ ι κ ή ς ι κ α ν ό τ η τ α ς ε ν ό ς γ ρ α μ μ ι κ ο ύ μ ο ν τ έ λ ο υ τ ο υ ο π ο ί ο υ η 

σ υ ν α ρ τ η σ ι ακή μορφή δ ε ν ε ί-ναι γ ν ω σ τ ή . · 

Οι μ έ θ ο δ ο ι που α ν α π τ ύ σ ο ν τ α ι β α σ ί ζ ο ν τ α ι σ τ η ν ι δ έ α τ η ς 

β α θ μ ο λ ό γ η σ η ς της π ρ ο β λ ε π τ ι κ ή ς ι κ α ν ό τ η τ α ς ε ν ό ς η π ε ρ ι σ σ ο τ έ ρ ω ν 

μ ο ν τ έ λ ω ν και σ τ η ρ ί ζ ο ν τ α ι σε κ α ν ό ν ε ς α ξ ι ο λ ό γ η σ η ς που έ χ ο υ ν 

ε ι σ α χ θ ε ί από τ ο υ ς X e k a l a k i - K a t t i ( L 9 S 4 ) . Σ τ η ρ ι ζ ό μ ε ν ο ι σ τ η ν ι δ έ α 

α υ τ ή μ ε λ ε τ ά μ ε τι-ς ' ι δ ι ό τ η τ ε ς των συναρτήσειον π ο υ 

χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ο ύ ν τ α ι ως β α θ μ ο λ ο γ ι κ ο ί κ α ν ό ν ε ς . Ετσι ο δ η γ ο ύ μ α σ τ ε σ τ η 

μ ε λ έ τ η των κ α τ α ν ο μ ώ ν τ co ν σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ν αυτών π:ου ε ί τ ε ε ί ν α ι 

γ ν·:οσ τ é ς ( ο π ό τ ε ε ί ν α ι δ υ ν α τ ή η σ χ ε τ ι κ ή σ τ α τ ι σ τ ι κ ή 

σ υ μ π ε ο α μ α τ ο λ ο γ ί α και η λήψη α π ό φ α σ η ς ) , ε ί τ ε ε ί ν α ι ά γ ν ω σ τ ε ς 

ο π ό τ ε τ ι ς μ ε λ ε τ ά μ ε και κ α τ ό π ι ν π ρ ο χ ω ρ ά μ ε σ τ η ν δ ι α δ ι κ α σ ί α / ήψης 

α π ό φ α σ η ς με βάση τα π α ρ α τ η ρ η θ έ ν τ α δ ε δ ο μ έ ν α . 
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ΕΛΕΓΧΟΣ ΤΗΣ ΠΡΟΒΛΕΠΤΙΚΗ! ΙΚΑΝΟΤΗΤΑΣ ΕΝΟΣ ΓΡΑΜΜΙΚΟΥ ΜΟΝΤΕΛΟΥ ΜΕ 

ΤΗΝ ΧΡΗΣΙΜΟΠΟΙΗΣΗ ΤΗΣ Χ
2
 ΚΑΤΑΝΟΜΗΣ ΚΑΙ ΣΥΓΚΡΙΤΙΚΗ ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗ 

ΛΥΟ ΠΡΟΒΛΕΠΤΙΚΩΝ ΓΡΑΜΜΙΚΩΝ ΜΟΝΤΕΛΩΝ ΜΕ ΤΗΝ ΧΡΗΣΙΜΟΠΟΙΗΣΗ ΜΙΑΣ 

ΓΕΝΙΚΕΥΜΕΝΗΣ ΜΟΡΦΗΣ ΤΗΣ F ΚΑΤΑΝΟΜΗΣ 

2.1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

Σ τ η ν ε ρ γ α σ ί α reo ν Xeka 1 a k i - K a t 1 1 ( 1 9 S 4 ) ε ι σ ά γ ε τ α ι μ ί α 

δ ι α δ ι κ α σ ί α α ξ ι ο λ ό γ η σ η ς της π ρ ο β λ ε π τ ι κ ή ς ι κ α ν ό τ η τ α ς ε ν ό ς 

γ ρ α α α ι κοΰ μ ο ν τ έ λ ο υ αλλά και σ υ γ κ ρ ι τ ι κ ή ς α ξ ι ο λ ό γ η σ η ς όνο 

γ Q α μ μ ι κ ώ ν μ ο ν τ έ λ ω ν . 

Η ε ρ γ α σ ί α α υ τ ή α ν τ ι μ ε τ ώ π ι σ ε τ η ν ε π ί λ υ σ η ε ν ό ς σ υ γ κ ε κ ρ ι μ έ ν ο υ 

π ρ ο β λ ή μ α τ ο ς . Το πρόβλημα τ έ θ η κ ε από το υ π ο υ ρ γ ε ί ο Γ ε ω ρ γ ί α ς των 

ΗΠΑ α τ ό το ο π ο ί ο ζ η τ ε ί το να α ξ ι ο λ ο γ η θ ε ί έ ν α μ ο ν τ έ λ ο ή να γ ί ν ε ι 

σ ύ γ κ ρ ι σ η ούο μ ο ν τ έ λ ω ν των ο π ο ί ω ν όμως η σ υ ν α ρ τ η σ ι α κ ή μ : ρ ^ ή <5εν 

ή τ α ν γ ν ω σ τ ή και τα ο π ο ί α π ρ ο έ β λ ε π α ν τ η ν π α ρ α γ ω γ ή κ α λ α μ π ο κ ι ο ύ σε 

ό ι ά τ ο ρ ε ς π ε ρ ι ο χ έ ς ( C r o p P e p o r t i n g D i s t r i c t (CED)) της π ο λ ι τ ε ί α ς 

-p. : Ι ν δ ι ά ν α των ΗΠΑ. Γ ι α το σ κ ο π ό α υ τ ό ό ό θ η κ α ν οι π ρ ο β λ ε π ό μ ε ν ε ς 

~ι μ ε ς τ η ς σ ο δ ε ι ά ς _ ο υ κ α." α μ π ο κ ι ου από τα δυο μ ο ν τ έ λ α καθώς 

ε π ί σ η ς και η π ρ α γ μ α τ ι κ ή ε σ ο δ ε ί α γ ι α μ ί α σ ε ι ρ ά ετών 

( i 9 5 1 - ί 9 S 0 ) . 

Με βάση τα δ ε δ ο μ έ ν α α υ τ ά και γ ι α τ η ν ε π ί λ υ σ η τ ο υ 

- . . γ κ ε κ ρ ι μεν ου π ρ ο β λ ή μ α τ ο ς δ ί ν ο υ μ ε τ ρ ό π ο υ ς α π ο τ ί μ η σ η ς της 

•3C 



προβλεπτικής ικανότητας γραμμικών μοντέλων. 

Οι μέθοδοι που αναπτύσσονται βασίζονται στην ιδέα της 

βαθμολόγησης της προβλεπτικής ικανότητας ενός η περισσοτέρων 

γραμμικών μοντέλων και στηρίζονται σε κανόνες αξιολόγησης που 

δίνονται στην εργασία των Xekalaki-Katti(1984) . Χρησιμοποιόντας 

τους κανόνες αξιολόγησης οδηγούμαστε σε κατανομές που είτε 

είναι γνωστές (οπότε είναι δυνατή η σχετική στατιστική 

συμπεραματολογία και η λήψη απόφασης), είτε είναι άγνωστες 

οπότε τις μελετούμε και κατόπιν προχωρούμε στην διαδικασία 

λήψης απόφασης. 

Στην ενότητα που ακολουθεί δίνεται ένας τρόπος αξιολόγησης 

ενός μοντέλου ο οποίος χρησιμοποιεί σαν μέτρο την απόσταση της 

παρατηρούμενης από την προβλεπόμενη τιμή ενός μοντέλου κάθε 

χρονική στιγμή. Ακολούθως δίνεται ένας έλεγχος για την 

συγκριτική αξιολόγηση της προβλεπτικής ικανότητας δυο μοντέλο,ιν. 

0 έλεγγ^ος αυτός βασίζεται στον ορισμό μιας ν'έας κατανομής η 

οποία είναι μία γενικευμένη μορφή της F κατανομής. 

2.2 ΕΛΕΓΧΟΣ ΓΙΑ ΤΗΝ ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗ ΤΗΣ ΠΡΟΒΛΕΠΤΙΚΗΣ ΙΚΑΝΟΤΗΤΑΣ 

ΕΝΟΣ ΓΡΑΜΜΙΚΟΥ ΜΟΝΤΕΛΟΥ ΜΕ ΤΗΝ ΧΡΗΣΙΜΟΠΟΙΗΣΗ ΤΗΣ Χ
2
 ΚΑΤΑΝΟΜΗΣ 

Η προβλεπτική ικανότητα ενός μοντέλου μπορεί να μετρηθεί 

χρησιμοποιώντας σαν μέτρο την απόσταση της παρατηρούμενης από 

την προβλεπόμενη τιμή κάθε χρονική στιγμή. 

Αναλυτικα : 

Αν Υ ° ε ί ν α ι η π α ρ α τ η ρ ο ύ μ ε ν η τ ΐ ι ι ή τ ο υ μ ο ν τ έ λ ο υ τ η ν 
t + 1 

χρον.. κή σ τ ι γ μ ή t + i και 

ο ι 



Y " είναι η προβΛεπόμενη τιμή του μοντε/.ου την χρονική 
t + i 

στιγμή t+1 τότε, επειδή είναι γνωστό ότι 

Υ ° -Υ ° „ Ν(0, σ
2
(1 + Χ ° ( Χ Χ ) Χ ° )) (2.2.1) 

t+l t+l t+1 t t t + 1 

μ ί α σ τ α τ ι σ τ ι κ ή σ υ ν ά ρ τ η σ η π ο υ θα μ π ο ρ ο ύ σ ε να χ ρ η σ ι μ ο π ο ι η θ ε ί γ ι α 

τ η ν α ξ ι ο λ ό γ η σ η μ ο ν τ έ λ ο υ , ή μ ο ν τ έ λ ω ν , ε ί ν α ι η ' 

δ ί ν ε τ α ι από τ η ν σ χ έ σ η 

r ο π ο ύ r 
t + l ' t + l 

γ Ο _ γ Ο 
t + 1 t + 1 

t + 1 
/ -ι , 

/ (1+ X °J X X ) Υ ° 
. + 1 t + 1 

( 2 . 2 . 2 ) 

και 
[ Υ, - Χ β ] [ Υ - λ\β 3 

t t L t ι- t 

[ l t - m ] 
t = Q , l , 2 

ε ί ν α ι η ε κ τ ί μ η σ η τ ο υ σ " . 

Λόγω της ( 2 . 2 . ί ) ε ί ν α ι π ρ ο φ α ν έ ς ό τ ι η r α κ ο λ ο υ θ ε ί τ η ν 
ι + 1 

Ν ( Ο , ί ) . 

Ετσι μ ί α β α θ μ ο λ ό γ η σ η β α σ ι σ ι ι έ ν η στο ιιέσο όρο των I r ! θα 
' t * ι • 

μπορούσε να είναι μία μέτρηση της προβλεπτικότητας του 

μοντέλου. Αυτό θ αποτελέσει αντικείμενο έρευνας αργότερα. 

Πριν προχωρήσουμε όμο:ς στον προβληματισμό αυτό θα 

ιιποοοΰσαμε να θεχορησουμε σαν βαθμολογικό κανο\α και το r" για 
t 

κάθε χρονική στιγμή t. Στην περίπτωση αυτή ο μέσυς όρος των r' 

n 

: = Σ r" 
n t= 1 t 

/ n (2.2.3) 

9α μπορούσε va είναι τ ε Λ ί ν. ο ς ρόπος μέτρηση·: της 

£2 



π ρ ο β λ ε π τ ι κ ό τ η τ α ς τον μ ο ν τ έ λ ο υ . 

Π·, ό αναλυτι κά : 

Εχει δειχθεί (Brown et. al. 1975, Kendall et.al 

αν e είναι οι κανονικές μεταβλητές λάθους 

με E(e )=0 και V(e )=σ"Ι τότε οι ποσότητες 

19S3) ότι 

w 

Υ ° _ γ ο 
t + 1 t+ 1 

t + t 

/ (Ι-
- 1 

Χ ° ( Χ Χ ) Χ ° 
t+l t t t+1 

t = 0, i ,2 

ei ναι ανεξάρτητες κανονικές μεταβλητές με μέσο 0 και διασπορά 

α".Τότε σύμφωνα με ένα χαρακτηρισμό (Kotlarski 1966) της 

κανονικής κατανομής από την t οι ποσότητες r -« /s 
t +1 t +1 t 

t = 0.t,2,... αποτελούν μία ακολουθία από ανεξάρτητες t μεταβλητές 

με 1̂  —m βαθμούς ελευθερίας t = 0,i,2,... 

Ετσι με βάση τις προϋποθέσεις του μοντέλου που έχουμε 

θεωρήσει και για ιιεγάλο 1 . δηλαδή 
ι . ι 0 

σ τ η ν π ε ο ί πτο;ση που το δ ε ί γ μ α ε ί ν α ι μ ε γ ά λ ο , ο ι μ ε τ α β λ η τ έ ς r 

t = 0 , ί , 2 , . . . 9 ' α κ ο λ ο υ θ ο ύ ν π ρ ο σ ε γ γ ι σ τ ι κ ά τ η ν s t a n d a r d n o r m a l 

κ α τ α ν ο μ ή και θα ε ί ν α ι μεταξύ* τ ο υ ς α ν ε ξ ά ρ τ η τ ε ς . 

Με βάση τ η ν παραπόνου π α ρ α τ ή ρ η σ η η σ τ α τ ι σ τ ι κ ή σ υ ν ά ρ τ η σ η 

n t = 1 t 

' α κ ό λ ο υ θ ε ί τ η ν χ" κ α τ α ν ο μ ή με n β α θ μ ο ύ ς ε λ ε υ θ ε ρ ί α ς . 

Ε τ σ ι τ ι uè ς τ ο ν ηΡ σ τ η ν 6 ε - ι ά ουοά της κ α τ α ν ο μ ή ς χ ώ 

n 'η 

6 ' α π ο τ ε λ ε ί έ ν δ ε ι ξ η μ ο ν τ έ λ ο υ το ο π ο ί ο έ χ ε ι χ α μ η λ ή π ρ ο β λ ε π τ ι κ ή 

ι κ α ν ό τ η τ α . Σ χ ε τ ι κ ο ί π ί ν α κ ε ς δ ί ν ο ν τ α ι σ τ η ν ε ρ γ α σ ί α 

P s a r a k i s - P a n a r e t o s {1990b).Αναλυτικοί π ί ν α κ ε ς με ε φ α ρ μ ο γ ή στα 
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δεδομένα που υπάρχουν στην εργασία Xekaiak i -Kat t i (1984) και 

αναφέρονται στην παραγωγή καλαμπόκι ου στις περιοχές 

CRD10-CED1CQ (Crop District 10 έως Crop District 100) της 

πολιτείας της Ινδιάνα των ΗΠΑ για τα έτη 1951-1980 για το 

μοντέλο Α και 1956-1980 για το -μοντέλο Β δίνονται στο 

παράρτημα Ι . (Οπως προαναφέρθηκε ήδη η συναρτησιακή μορφή των 

μοντέλων αυτών όεν είναι γνωστή) 

Ο έλεγχος που αναπτύχθηκε παραπάνω έχει μελετηθεί, σε μία 

τροποποιημένη μορφή, από τους Box και Jenkins (1970) με το 

όνομα portmanteau lack of fit test όπου υπολογίζεται η 

ποσότητα
: 

κ 

Q = Ν Σ r
2 

k 
le = ϊ 

καθώς επίσης και από τον Spanos (1986) όπου λαμβάνεται υπ'όψη 

μόνο ένας συγκεκριμμένος αριθμός καταλοίπων. 

2.2 ΣΥΓΚΡΙΤΙΚΗ ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗ ΤΗΣ ΠΡΟΒΛΕΠΤΙΚΗΣ ΙΚΑΝΟΤΗΤΑΣ ΔΥΟ 

ΓΡΑΜΜΙΚΩΝ ΜΟΝΤΈΛΩΝ ΜΕ ΤΗΝ ΧΡΗΣΙΜΟΠΟΙΗΣΗ ΜΙΑΣ ΓΕΝΙΚΕΥΜΕΝΗ! 

ΜΟΡΦΗΣ ΤΗΣ F ΚΑΤΑΝΟΜΗΣ 

Στην ενότητα αυτή δίνεται μία διαδικασία για την 

συγκριτι. κή αξιολόγηση <5ύο μοντέλων. 

Εστω δύο μοντέλα Α και Β για τα οποία έχουμε παρατηρήσεις 

για ένα αριθμό n _ και η_ ετών αντίστοιχα και από τα οποία 

θέλουμε να διαλέξουμε εκείνο που έχει την μεγαλύτερη 

προβλεπτική ικανότητα. Μία στατιστική συνάρτηση που θα μπορούσε 

ν
α χρησιμοποιηθεί για την εΐέταση της στατιστικής υπόθεσης : 



H : Τα δύο μ ο ν τ έ λ α ε ί ν α ι ι σ ο δ ύ ν α μ α 
ο 

έναντι της εναλλακτικής 

Η : Το μοντέλο Α έχει μεγαλύτερη προβλεπτική ικανότητα ατό 

το Β 

θα μπορούσε να είναι ο λόγος των μέσων όρων των αποδόσεο:ιν 

(σκορ) που δίνονται στο κάθε μοντέλο κάθε φορά που αυτό 

χρησιμοποιείται. 0 λόγος αυτός δίνεται από την σχέση: 

Ρ 
Χ 

Ε 
n , n 
1 2 Υ 

(2.3.1) 

ό π ο υ τα R .Ε δ ί ν ο ν τ α ι α π ο τ η ν ( 2 . 2 . 3 ) γ ι α n=n και n=n 
n ' n 1 2 
1 2 

αντί στοι χα. 

Στην περίπτωση μεγάλου δείγματος η στατιστική συνάρτηση 

Ε θ'ακολουθεί την F κατανομή .με n .n βαθμούς ελευθεοίας 
n , n 1 Ξ 
1 2 

εφ'όσον ο αριθμητής και ο παρανομαστής του λόγου (2.3. Î) είναι 

ανεξάρτητοι. 

Ετσι τιμές του Ε στην δεξιά ουρά της F κατανομής θα 
n , n 

1 2 

α π ο τ ε λ ο ύ ν έ ν δ ε ι ξ η ό τ ι τ ο μ ο ν τ έ λ ο Β έ χ ε ι χ α μ η λ ό τ ε ρ η 

π ρ ο β λ ε π τ ι κ ή ι κ α ν ό τ η τ α από τ ο μ ο ν τ έ λ ο Α. 

Σ τ η ν σ υ γ κ ε κ ρ ι μ έ ν η όμως π ε ρ ί π τ ω σ η τ ο υ π ρ ο β λ ή μ α τ ο ς π ο υ 

ε ξ ε τ ά ζ ο υ μ ε η υ π ό θ ε σ η της α ν ε ξ α ρ τ η σ ί α ς δ ε ν φ α ί ν ε τ α ι να π λ η ρ ο ύ τ α ι . 

Ε χ ε ι όμως α π ο δ ε ι χ θ ε ί ( K o t l a r s k i ( 1 9 6 4 ) ) ό τ ι , κάτω από • ο ρ ι σ μ έ ν ε ς 

π ρ ο ϋ π ο θ έ σ ε ι ς , ο λ ό γ ο ς Χ/ϊ α κ ο λ ο υ θ ε ί , την κ α τ α ν ο μ ή F έστω και αν 

οι Χ και. Υ ε ί ν α ι ε ξ α ρ τ η μ έ ν ε ς . 

Σ υ γ κ ε κ ρ ι μ έ ν α αν σ υ μ β ο λ ί σ ο υ μ ε με υ το σύνολο των 



δι μ ε τ α β λ η τ ώ ν κ α τ α ν ο μ ώ ν F ( χ , y) των ο π ο ί ω ν οι τ υ χ α ί ε ς μεται'ί/ η τ έ ς 

Χ και Υ π α ί ρ ν ο υ ν μ ό ν ο θ ε τ ι κ έ ς τ ι μ έ ς κ α ι δ ε ν ε ί ν α ι α ν α γ κ α σ τ ι κ ά 

α ν ε ξ ά ρ τ η τ ε ς και το)ν ο π ο ί ω ν ο λ ό γ ο ς α κ ο λ ο υ θ ε ί τ η ν F κ α τ α ν ο μ ή με 

π α ρ α μ έ τ ρ ο υ ς ρ και ρ ^ τ ό τ ε ι σ χ ύ ε ι το ε ξ ή ς θ ε ώ ρ η μ α : 

θ ε ώ ρ η μ α ( K o t l a r s k i ( 1 9 6 4 ) ) : 

Μία σ υ ν ά ρ τ η σ η κ α τ α ν ο μ ή ς F ( x , y ) α ν ή κ ε ι σ τ ο σ ύ ν ο λ ο ι;· αν και 

μ ό ν ο α ν ο Mei l i n μ ε τ α σ χ η μ α τ ι σ μ ό ς τ η ς F ( x , y ) 

Γ 
h ( u , v ) = 

•Χ- χ 

x V d F ( x , y ) 

εί ναι της μορφής : 

a ( u ν ,ι + i ; u , ν . 

h(iu,iv)=[r(p +iu)/T(p )][Γ(ρ +iv)/r(p
o
)]e 

(2.3.2) 

όπου οι συναρτήσεις a(u,v) και ß(u,v) 9α πρέπει να πληρούν τις 

π α ρ α ·/. ά τ ω σ υ ν θήκες : 

a(u.-u)=0 ß(u.-u)=0 

α(-u.-ν)=α(u,ν) β(-u,-ν)=0(u,ν) 

a(u.v)slo
S
[r(

Pi
)/T(

Pi
+iu)][Γ(

Ρι
)/Γ(Ρ

2
-ίν)] 

οπού α (υ., ν) , β (u , ν) είναι συνεχείς πραγματικές συναοτή.7 

στο (u.ν), 

Έ:όικότερα για πραγματικές τιμές των α,ν και θέτοντα 

στην (2.3.2Ì θα ισχύει: 



h(u,-u) = [Γ(ρ +ιι)/Γ(ρ)] [Γ(ρ -u)/r(p,)]. 

(-p <Re u<p ) 

Στην συνέχεια εξετάζουμε αν τα συμπεράσματα του θεωρήματος 

του Kotiarski ισχύουν στην περίπτοιση που η από κοινού κατανομή 

Tcov Χ,Υ είναι η διμεταβλητή Γάμμα του Kibble (1941). 

Η κατανομή αυτή έχει συνάρτηση πυκνότητας: 

( k - 1 ) 
k - i -

x + y 

f(x,y) = 
r(k) (1-ρ) 

(xy) 
c · I 

k - 1 

• QÌ*: 

1-ί 

( k - 1 ) 

1-ί.· 

r(k) (1-p) 
ι s 0 

r — 1 
k + 2 i - 1 

οπού 

k-l k- 1 . k - 1 k - 1 

2· * 2 .. 2
 +
 2 

Γ(ί+1) r(i+k) 

x. 

CD 

Γ 2
Q
Txy ̂  

; 
i = 0 

-G-i xy 

2'A-QZ) 

k- li 

/ |Y(i + l) r((i+k)i 
/ l j 

Q Ί 
k + 2 t - 1 

ι =0
 v J 

2 ' ( Ì 

(xy) / (r(i+i) r((i+k)j. 
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* f(x,y) = 

χ »• y OD 

l-o 

r(k) (i- Q
2
)

k 

i sO 
\-o2J 

(xv) 
k + ι - \ 

Γ(ί+1) r(i+k) 

Δηλαδή τελικά, η μορφή της 6Lμεταβλητής γάμμα κατανομής 

του Kibble δίνεται ατό την σχέση: 

χ + y 

ι- Q 

f(x,y) = V (0/(l~Q
Z
) 

r(k) (1-Q
2
)

k 
L-> Γ(ί + 
χ = 0 

(i+i) r(i+k) 

Λ
 k - î + i 

.xy) . (2.3.3) 

Οι λόγοι, τ ο υ μας ε ν δ ι α φ έ ρ ε ι η σ υ γ κ ε κ ο ι μ έ ν η α υ τ ή μορφή τ η ς 

όι μ ε τ α β λ η τ ή ς Υάμαα γ ι α το π ρ ό β λ η μ α μας ε ί ν α ι οι ε Τ ή ς : 

Ε ί ν α ι γνωστό ( K i b b l e ( 1 9 4 1 ) β λ έ π ε και P a t i i ( 1 9 S 4 ) ) ο τ ι 

έ ν α μ ο ν τ έ λ ο τ ο υ ο δ η γ ε ί σ ' α υ τ ή ν τ η ν κ α τ α ν ο μ ή ε ί ν α ι το ε ; ή ς : 

Έστω ό τ ι οι τ υ χ α ί ε ς μ ε τ α β λ η τ έ ς Χ ,Y i = 1,2 n α κ ο λ ο υ θ ο ύ ν 
i i 

την τυποποιημένη κανονική κατανομή ο τ ο τ ε η ατό κ ο ι ν ο ύ 

κ α τ α ν ο μ ή αυτών " ;ο ν τ υ χ α ί ω ν μ ε τ ά β λ η τ ώ ν ε i ν α ι η δ ι μ ε τ α β λ η τ ή 

τ υ π ο π ο ι η μ έ ν η κ α ν ο ν ι κ ή κ α τ α ν ο μ ή ) τ ό τ ε η από κ ο ι ν ο ύ κ α τ α ν ο μ ή τ ω ν 

Χ= Σ Χ"/ 2 
i 

i = 1 

και 
, 2 

Υ= Σ YV 

ε ί ν α ι η δι μ ε τ α β λ η τ ή γάμμα τ ο υ K i b b l e (194 1) με σ υ ν ά ρ τ η σ η 

π υ κ ν ό τ η τ α ς π ι θ α ν ό τ η τ α ς τ η ν ( 2 . 3 . 3 ) και π α ρ ά μ ε τ ρ ο k- n / 2 . 

\ç θεοϋρήσουμε τ η ν α ν τ ι σ τ ο ι χ ί α 

- t i . ν ~ ,' γ ^ r ( Β ) 

3-g 



όπου r (Μ) συμβολίζει το σκορ του μοντέλου Μ, Μ=Α.Β όπως αυτό 
i 

ορίζεται από την (2.2.3). Τότε είναι igo^avéç ότι οι μεταβλητές 

R (Α) / 2 = Y r
2
(A)/ 2 n και 

i = 1 

n 

ί (Β) / 2 = Y r
2
iB) ) / 2 n 

i = ι 

αντιστοιχούν στις μεταβλητές Χ και Υ αντίστοιχα και κατά 

συνέπεια έχουν από κοινού κατανομή την όιμεταβλητή γάμμα του 

Kibble (1941). Επομένιος η μελέτη του λόγου Χ/Υ είναι κεντρικής 

σημασίας για την διερεύνηση του προβλήματος. 

Στην συγκεκριμένη περίπτωση, προκειμένου να ισχύει το 

θεώρημα του Kotlarski θα πρέπει ο Mei lin μετασχηματισμός της 

όι μεταβλητής γάμμα του Kibble να έχει την μορφή 

h(u,-u) = iT(k+u)/T(k)] [r(k-u)/T(k) • 

0 Mel lin μετασχηματισμός της όιμεταβλητής γάμμα του Kibble 

8α όίνεται από την σχέση: 

h(α.ν) = E(X
U
Y

V
) = 

(l-tT)"* ^ (Q/(l-0") ) 

U ) 
L 
i = 0 

Γ(ί+1) r(i+k) . 

x px 
ι 

o Je 

x + y 

1-= x u + k - l . i v v * k t i - l d x d v 

οΞΤοντα; 

i = 
j o 

x + y 

1-3 l . u t k - U i . ν + k + i • 
dxay 



α ι χ 

y 

= r c o s θ 

= r s i n 2 8 
=* dxcly = 2 r s i n 9 co s θ drdf 

0<r<a> , 0 < θ < τ / 2 . 

α έ χ ο υ μ ε 

r ( c o s 2 9 + s i n 2 9 ) 

0 J ο 

1-0' ( r c o s θ) ( r s i n θ) 

2 r s inOcosGdrdO 

Ρ , ν ["> _ f. 

= •? 

0 J ο 

^ u t v + Z k ^ e i - Z + l / C 0 C . g - , 2 ( ' J t k + i - l ) + i. 

( s i n o ) a r d d = 

'X 2 
l - D u + v + 2 k f 2 i - l j 

e r dr χ 

(costì) (sind) di 

T ( u + v + 2 k + 2 i ) 

( i - Q " ) 
- ί u t v t 2 k t 2 i 

ς-— —y- Β ( u+ k+ i , v + k - i ) 

T(u+v+2i+2k) 1 r(u+k+i) r(v+k+i) 

,,
 2

 - ( « • v
+
2 k * 2 i )

 2
 r(u+v+2k+2i) 

3ί 



r ( u + k + i ) T(v+k+i) 
* Î = 

( u + ν + 2 k + 2 i ) 

(\-Q ) 

-4h(u, v) 

/ ι 2 N - k 

( l - o ) V 
T(k) L,_ 

2 i T(u+k+i) r ( v + k + i ) 

• ( k ) ^ ( l - O 2 ) 2 1 Γ ( ί + 1) T ( k + i ) ( 1 - Q 2 ) - ( u + v + 2k + 2 i ) 
i = 0 

( i -o ) 

I'(k) i =o 

Q 2 Ì r ( u + k + i ) r ( v + k + i ) 

i ! T(k+i ) 

( l - Q 2 ) ' J + VHk F(k+u) r ( k + v ) 

r ( k ) T(k) 

r—, (k+u) (k+v) g 
\~^ ( ii CD _ 

2 L 

i = 0 ( i ) 

Ετοι ιένως 

h ( u , v ) = 
Γ ( k + u ) Γ ( k + v ) 

Γ(Κ) r ( k ) 
. ( t - Q 2 ) u + v + k J / k + u , k+v: k: ο 2 ) 

6 π ο ν ( a . b : c ; z ) = 
ί—, a b r 
\ i r ) I r ! Ζ 

L c r ! 
( r ) 

* h (0 ,0) = U - o V 2 F , ( k , k : k ; 0

2 ) 

= ( l - c 2 ) ' " F ( k . : : o 2 ) 
1 G 

= ( i - o 2 ; k d - Q 2 ) * k = 1 

λ ϊ ν α δ ή τ ε λ ι κ ά : 

3f 



h(u,-u) = 
F(k+u) r(k-u) 

r(k) T(k) 
(1-Q< 

(
F

i
(k+u.k-u; k; ρ ). 

Από την παραπάνω σχέση καταλήγουμε στο συμπέρασμα ότι ο 

Mei lin μετασχηματισμός της διμεταβητής γάμμα του Kibble όεν 

έχει την απαιτούμενη μορφή έτσι ώστε ο λόγος (2.3.1) να 

ακολουθεί την F κατανομή. 

Στην συνέχεια εξετάζουμε το ενδεχόμενο χρησιμοποίησης μιας 

εναλλακτικής μορφής της δι μεταβλητής γάμμα, η οποία πιθανόν, να 

οδηγεί στο επιθυμητό αποτέλεσμα. Δηλαδή ο Mei lin 

μετασχηματισμός της κατανομής αυτής να ικανοποιεί το θεώρημα 

του Kotiarski (1964). 

Ρ.ς τέτοια εναλλακτική μορφή θεωρούμε την δι μεταβλητή γάιιμα 

r\J7COV II (Type II Divariate Gamma distribution Jensen (1970 

a,b)). 

Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας αυτής της κατανομής 

δίνεται από την σχέση: 

f (: 

-(χ +χ )/2 
e ι 2 OD 

2
n
 [Γ(n/2] j=0 

Γ (n/2) "J 

r(j+n/2) J 

/ χ 

Γ (i?
 +
 i-1) 

Γ(1· •+l)r! 

_ 1 _ \ i 1 

(j-r)! ^ Γ(1+£ r
1
)! l!-(j-l)! 
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\ 

j = 0 

c 
fi η 

2T<vj ·,,2 -ι ( n . 

η η 
— r - 1 - ν I - 1 

χ Α χ2 χ* e - ( V V / 2 

Ι - 1 2 

ό π ο υ C = ,- Σ 
2j.=. 

η ( 2j . r ( j .+ 7) 

η J e ' ί =_ 
i ' . i l ' II. r ( j . + l 

•/.αι. 

j J 

A = y y Lr ii_ 
L , Δ

 Γ ! 1 ! Γ ( Γ + 5 + 1 ) Γ ( 1 + " + 

( - 1 / 2 ) 
r + 1 

r = 0 1 = 0 
( r + 4 f + i ) r ( l + ^ + l ) ( j - l ) ! ( j - r ) ! 

0 Mel l i n μ ε τ α σ χ η μ α τ ι σ μ ό ς τ η ς f ( x . χ ) ε ί ν α ι 
\ 2 

h ( u . v ) = E ( X U Y V ) = I x u y v f ( x , y ) d x 

r r > Ί 2 
Γ n I I 

( j ! ) 

J r r Λ 

j = 0 

Ί 2 
Α χ 

LUJc j ) 

Λ Χ Γ S' — + r + u - t — + 1 + V - 1 
1 2 . 2 - i x + y ) / 2 , , 

1 x j e y dxdy 
û JO 

( r , l ) 

Κ ά ν ο ν , τ ΐ ΐ τ ο ν μ ε τ α σ χ η μ α τ ι σ μ ό 

x=p c o s ' e , y=Q s i n θ ( J = 2 p s i n 9 c o s 8 ) , 0 < g <X 0 < 

Ε χ ο υ μ ε 
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I ( r , 1 ) = 

Jo 

e n + r + l + u * v - 2 + l ( c o s e ) „ + 2 r + 2 u - 2 + t ( s i n 9 ) n + 2 1 + 2 v - Z . t e - ? / 2 

= •> 
„ η + Γ + 1 + u + v - ; - o / 2 . „ 
Q β d p 

f r r / 2 

( c o s 9 ) 
2 ( - + r + u ) - 1 

2 
( s i n 9 ) 

-+ 1 + ν ) - 1 

Ομω< 
n + r + i + u + v-: -: /z, _ Γ ( n + r + 1 + u + v ) 

ρ e α ρ = — — χ α ι 
( 1 / 2 ) n + r + i + u + v 

Ρ^ ./ 2 

( C O S G ) 

2 C - + r + u ) - l 2 ( - + 1 + ν ) - 1 

( s i n 9 ) 2 de J, B("+r+u. 2+1+v) 

T - _ T / ·, >. « n + r + l + u + v - π / Γ Ι . , . r 1 c Π , ·> , Λ 

Ετσι I ( r , l ) = 2 P(^-+r + u) r(-v+l+v) 

Ε π ο μ έ ν ω ς 

h ( u , v ) = 

(il) 

) e 

r + 1 . 
2 , r + 

1 λ 

\ y ! ! L_:—i_ ~ 
^tû "Tto Γ ί 1 ί u " - 1 ) : i i - r ) j r i f + r + n r ( - | + i + i) 

. u + ν Χ 

Γ φ - j + l) 
> 1 2 L -

ÙO 



, η J ( - t ) r r ( ^ + r + u ) J r ( V + l + v ) 
x \ _ = ) ( - i ) i _ _ ^ 

*-> Γ ( £ Η - Γ + 1 ) Γ ! ( j - r ) 
r =0 

1 ! ( j - l ) 
1 = 0 

= 2 U 4 V V 
j = 0 r = 0 

Γ^+r+u) 

Π^+r+l) 
(-1) 

= ο 

UJ r(5+i + i) 
(-Ο 

Αλλά 

C •Σ 
2. Γ ( j . H ) 

J . ι -

J , + • - · + j = j 
1 η 

i = 1 J * Γ(3.+1) 

Σί = j 

Γ-ι , κ 
<|π i = : ( I ) ( 1 / 2 + j 

h =i 
i^ (τ) Π /"η 1 = 1 J (J • ^ 2^ (1/2) 

:«XL ε π ε ι δ ή ( - τ ) ( 1 / ; 

Γ ( 1 / 2 + ί / 2 ) Γ ( Ι ) 

Ci/2) r e L / 2 ) )i ; 

2) 

io2- Ό 2 ) 

l " 
; j .=} 

Επίσης > l· 

r =0 

(-1) 
r ( ? + r + l ) 
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" Σ 
T ( ^ + r + u ) 1 

r = 0 

( - i r 
Γ ( ^ + Γ + 1 ) i ( j - r ) r ! 

(?+u) 

r(5+1) ^ (£+i) ( j+i) r ! 

2 r = 0 2 ( r ) W y i - r ) 

r(?+u) 

Γ ( " + 1 ) 

(Ç+U) . ( ~ j ) f , , 
έ ( Γ ) ( Γ ) i 

r = 0 ( Τ + 1 ) ( r ) 

Ε ί ν α ι όμως γ ν ω σ τ ό ό τ ι : 

F ί a . . . . . a : b b : ζ ) = V -T-T-^ 
m η " 1 m 1 · η ^ ( b ) 

r = 0 

(a ) . . . ( a ) 
1 m r 

( r - ) ( r 3 Ζ 

( r ) 
TFT 

( r ) 

ε π ο μ έ ν ω ς 

h ( u . ν ι = 

T(?+u) 

Γ ( ^ + ί ) 
; F t ( - i . τ +u : 1) 

r(Ç+u) r(5+1) . . . r ( j - u + i ) 

Γ ( ^ + 1 ) r ( ~ + j + i ) . . . r ( l - u ) 

I " ( " + u ) Γ ( ^ + 1 ) . . . Γ( j - u + i ) Γ ( ? + ι ι ) r ( j - u + l ) 

Γ ( " + ί ) r ( 5 + j + l) . . . r ( l - u ) r ( 5 + j + l ) r ( l - u ) 

HX 



Ετσι 

h ( u , v ) = 

Γ ( η . η/2)1 

^ ( Q ^ . . . + ö 2 ) j [ r i? + i + 1)] r(§+u) r ( j - u + l ) Γ(?+υ) r ( j-v+l) 

j = 0 
i ι 

"2J ( j ) 

2 r ^ + j + ί) r ( l - u ) r ( ^ + j + l ) r ( l - v ) 

= o ' 
Γ ( | + ν ) 

Γ φ 

~ , η , . 

r£ì ^ 
j = 0 

+ Q 2 ) j
 ( 1 - U ) ( 1 - v ) 

C j ) ( j ) 

Φ,„ (?) 
( -i ) 

Δ η λ α δ ή τ ε λ ι κ ά 

h ( u , v ) = 2' 

Γι.-J + V) Γ ( " + ι ι ) 

rcS) 
F ( 1 - u , 1 n 

7 · 
n : Q 2 + . . + o 2 ) 

n 

Το τελικό αποτέλεσμα δείχνει ότι. και για την δι μεταβλητή 

γάμμα κατανομής τύπου II ο Me 11 in μετασχηματισμός δεν 

ικανοποιεί την απαίτηση του θεωρήματος του Kctlarski. 

Οι προηγηθείσες προσπάθειες μας οδηγούν στο συμπέρασμα 

ότι δεν υπάρχει, ενδεχομένως, κάποια μορφή δ ι μεταβλητής γάμμα 

κατανομής για ττν οποία να ισχύει το θεοίρημα του Kotlarski, 

ώστε ο λόγος Χ/Υ να ακολουθεί την κατανομή F , με Χ και Υ 

εξαρτημένες. 

Η διαπίστωση αυττ) μας αναγκάζει να στραφούμε προς τον 

αναλυτικό προσδιορισμό της κατανομής του λόγου Χ/Υ. 
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ΠΡΟΣΔΙΟΡΙΣΜΟΣ ΤΗΣ ΚΑΤΑΝΟΜΗΣ ΤΟΥ ΛΟΓΟΥ Χ/Υ ΟΤΑΝ Χ ΚΑΙ Υ 

ΑΚΟΛΟΥΘΟΥΝ ΤΗΝ ΛΙΜΕΤΑΕΛΗΤΗ ΓΑΜΜΑ TOY KIBB.VE ( 1 9 4 1 ) 

Οπως ε ί ν α ι γ ν ω σ τ ό αν Χ,Υ ε ί ν α ι ε ξ α ρ τ η μ έ ν ε ς τ υ χ α ί ε ς 

Χ 
α ε τ α β λ η τ έ ς και αν Ζ = -4*— τ ό τ ε η σ υ ν ά ρ τ η σ η κ α τ α ν ο μ ή ς της Ζ 9α 

δ ί ν ε τ α ι από τ η ν : 

Fz(z) = Ρ [4-«) - P ( X < z Y | Y = v ì f ( y ) d y . 

Χ / Υ = y 

•/at η συνάρτηση πυκνότητας από την 

( ζ ν ) 

f Cz) = f ( z y ) - y - f ( y ) d y 
X / Y = y γ ^ ' 

* f ( z y , y ) 
x, γ 

f

v ( y ) 
Y 

•v.f ( v ) d ' 
γ ^ -

y f ( z y . y ) d v 
i J X , Y v " -

Ε κ ε ί ν ο π ο υ μας ε ν δ ι α φ έ ρ ε ι τ ώ ρ α . όπως π ρ ο α ν α φ έ ρ α μ ε , ε ί ν α ι 

να (3 ρ cu'· μ ε τη σ υ ν ά ρ τ η σ η π υ κ ν ό τ η τ α ς π ι θ α ν ό τ η τ α ς τ ο υ π η λ ί κ ο υ Χ/Υ 

έ τ σ ι ώστε κ α τ ό π ι ν να π ρ ο χ ω ρ ή σ ο υ μ ε σ τ ο ν έ λ ε γ χ ο γ ι α τ η ν σ ύ γ κ ρ ι σ η 

των όνο μ ο ν τ έ λ ω ν ' . 

θα έ χ ο υ μ ε : 

4 4 



f ( ζ ) = 
Χ / Υ 

( ί ~ 0 ) τ—. 1 0 / ( 1 - 0 ) 

χ , γ - " ' J 

r ( k ) '—^ Γ( ί + 1 ) Γ ( i + k ) 

: y + y 

Γ·Χ 2 
\-ο k - 1 + i 2 ( k - 1 + i ) + 

e z y 
j ο 

Mv= 

( l - o V ζ * ' 1 ^ [ 0 / d - Q 2 ) ] 2 Ì ζ' Γ' 
ζ + 1 

Γ ( κ ) Δ" 
ι = 0 

T ( i + k ) 

y 2 ( k + i ) - l d y 

'oc 

ζ + 1 

l - o , . 2 ( k + i ) - l , , . _ 

y a\ = 
z+i 

i - o : 

• 2 ( k + ι ) 
T ( 2 k + 2 i ) 

d - Q 2 ) - k 

r ( k ) 

» 2 i 2 s - 2 i _χ ^ O ^ d - O ^ ) " ^ T(2k + 2 i ) ( z + l ) - 2 k - 2 i 

i = 0 
ü T f i + k ) d - o " ) - 2 k - 2 i 

( 1 - Q V 

(k) 
: k " a ( S + l ) " 2 k 

r ( 2 k + 2 i ) [ Q 2 ( z + i ) " 2 ] i 

i =0 
T ( i + k ) 

T ( 2 k + 2 i ) F ( 2 k + 2 i ) Γ ( 2 k ) r ( k ) 

r ( k ) T ( i + k ) T ( k ) r ( k + i ) T ( 2 k ) T ( k ) 

(2k) 
: i .' Î B ( k , k ) 1 :' .A--

i ß ( k . i i ) ι 

, 2 i f 2 k i f2k+l 

< i ) 

' ( i ) ( i ) 
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Ε δ tó έ γ ι ν ε χοήση των τ χ έ σ ε ω ν 

Β ( α , β ) = 
Γ ( α ) Γ ( β ) 

Γ ( α + β ) 
γ ι α a=ß=k 

και 

α = n 
( rn n ) 

nm ί α 
J Cm) 

γ ι α α = 2 k 

'α+η Γα+n-P, 

n * ' " ί n ί 
^ J I m ) ^ ' ( m ) 

m=i , ρ.=2 

Ε π ο μ έ ν ο υ : 
T ( 2 k + 2 i ) 

r ( k ) T ( i + k ) 

, 2 i f2k+f j 
^ , 

l - J 
C i ) 

B ( k , k ) 
( 2 . 3 . 4 ) 

f x / Y ( z ) = O - P V 
B ( k , k ) 

- 2 k « 
f2k+l-| 

L 

4 ρ * - ( ζ + 1 ) 
- 2 

i = 0 
( i ) ι : 

= ( 1 - P " ) 

K- \ 

(1-
•2k 

B ( k , k ) 
F faüji 4o' 

(1 + z) 
-> 2 

= ( ΐ - ο Ί 
z k _ 1 ( i + 2 ) " 2 1 t r 

2 k + 1 

Ο Ζ 

b V -< · Λ J 

i - 4-
(z+i ) 

( i - e 
î" ( z ) = 

X / Y B ( k , k ) 
( H - ζ ) " ~ 1 -

2Q 

^ z + i 

2 k + i 

(2 



Κ σχέση (2.3.5) προσδι ορί ζει την συνάρτηση κατανομής του λόγου 

Χ/Υ όταν η από κοινού κατανομή TÜ)V (Χ, Υ) είναι η δ ι μεταβλητή 

γαμμα κατανομή του Kibble 

Στη περίπτωση τώρα του οι Χ, Υ είναι ανεξάρτητες (οπότε 

ρ=0) η συνάρτηση πυκνότητας του πηλίκου Χ/Υ θα δίνεται από την 

σχέση 

1 

' Χ/Υ 
(Ζ) = 

B(k,k) 
z""

1
 (l+z)-

2k 

η οποία είναι η F με 2k και 2k βαθμούς ελευθερίας μια και όπως 

είναι γνωστό 

/-> 

. / -
ν 

ν . ν 
\ ' 2 Β 

Λ' λ' 

1 2 

Ι"?'" 

IV +V Ζ) 
' 2 1 

Η κ α τ α ν ο μ ή ( 2 . 3 . 5 ) δ ε ν έ χ ε ι μ ε λ ε τ η θ ε ί μ έ χ ρ ι τώρα σ τ η ν 

β ι β λ ι ο γ ρ α φ ί α και τ η ν ο ν ο μ ά ζ ο υ μ ε γ ε ν ι κ ε υ μ έ ν η F ( G e n e r a l i s e d F 

d i s t r i b u t i o n ) 

Στα σ χ ή μ α τ α 1 . 2 , κ α ι 3 δ ί ν ο ν τ α ι οι γ ρ α φ ι κ έ ς π α ρ α σ τ ά σ ε ι ς τ η ς 

( 2 . 3 . 5 ) γ ι α δ ι ά φ ο ρ ε ς τ ι μ έ ς τ ο υ k και τ ο υ ρ. 
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b-
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Q O ^ t D I O O l O ^ O O M O l O ^ C O M C l O A C D N O O ^ C O M r o 

Ο l i l i l i l i J _ i j j i J N j i l j J j Ι ι Ι ι Ι ι I . Ι ι Ι ι Ι ι Ι ι 1 ι 1 , 1 ι I . Ι ι I , I 

o-

Ò -
O -

!° -
Ò -
o-

Ò -
O -

-^ : 
b-o-

Ç7) _ 

b-o -

b-
o-

P°-
b-
o 

\ 

II 

3 0 



θα α π ο δ ε ί ξ ο υ μ ε σ τ η ν σ υ ν έ χ ε ι α ό τ ι η (2*. 3 . 5 ) ε ί ν α ι μ ί α -/.αλά 

ο ρ ι σ μ έ ν η κ α τ α ν ο μ ή . Οτι δ η λ α δ ή 

Ρ * 
Ι f ( ζ ) dz = i 

Χ/Υ 

Ε ί ν α ι 

Ζ, k 

f ( z ) d z 
Χ / Υ 

( 1 - 0 ) 

B ( k , k ) 

Γοο 

z f c - 1 ( l * z ) - 2 k 

Αλλά 

i -
4 ρ 2 ζ 

( z + 1 ) ' 

• C 2 k + l ) / 2 

= 0 

2 , r 
(AQ ) 

( r ) r . 

r + k - l ,· , . .. 2 r - 2 k A _ 

: ( 1 i-z) d z 

και 

ι Λ' r r k - l , , . , ; r - 2 k _• 

; ( l + ζ ; d z 

r ( k + r ) T ( k + r ) 

T ( 2 k + 2 r ) 

Ε τ σ ι 

I = ) 

r = 0 

| ' 2 k + l ) 
ι T~\ 
^ - J ( r ! 

( 4 ρ " ) Γ r ( k + r ) T ( k + r ) 

r ( 2 k + 2 r ) 

και λόγω τ η ς ( 2 . 3 . 4 ) fie. έ χ ο υ μ ε 
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B ( k , k ) r ( 2 k + 2 r ) 2 ~ 2 r i r Q 2 r r ( k + r ) T ( k + r ) 

r ( k ) T ( k + r ) r ! T ( 2 k + 2 r ) 

B ( k , k ) ( l - o 2 ) 

και τ ε λ ι κ ά 

f f z ) d z = 1 
j X / Y ' 

Ε κ α τ ο σ τ ι α ί α σ η μ ε ί α τ η ς κ α τ α ν ο μ ή ς γ ι α δ ι ά φ ο ρ ε ς τ ι μ έ ς τ η ς 

π α ρ α μ έ τ ρ ο υ k ( k = l 3 0 ( 1 ) ) και τ ο υ σ υ ν τ ε λ ε σ τ ή σ υ σ χ έ τ ι σ η ς ρ 

( ρ = 0 . 0 0 . 9 ( 0 . 1 ) ) ό ι ν ο ν τ α ι σ τ ο τ α ρ ά ρ τ η μ α I I . 

Ε χ ο ν τ α ς κ α τ α σ κ ε υ ά σ ε ι τους π ί ν α κ ε ς τ η ς γ ε ν ι κ ε υ μ έ ν η ς F 

κ α τ α ν ο μ ή ς μ π ο ρ ο ύ μ ε να προχωρήσουμε σε σ τ α τ ι σ τ ι κ ή 

σ υ μ π ε ρ α σ μ α τ ο λ ο γ ί α γ ι α τ η ν ε π ί λ υ σ η δ ι α φ ό ρ ω ν π ρ α κ τ ι κ ώ ν 

π ρ ο β λ η μ ά τ ω ν . 

τ = _ \ 

Γ = 0 

Επομένως 

2 Γ 

Ι = B ( k , k ) 
( Γ ) 

Γ = 0 
r ! 

r>2 



ΜΕΛΕΤΗ ΙΔΙΟΤΗΤΩΝ' ΤΩΝ ΚΑΤΑΝΟΜΩΝ FOLDED NORMAL, FOLDED STANDARD 

NORMAL ΚΑΙ ΠΡΟΣΔΙΟΡΙΣΜΟΣ TOY ΑΘΡΟΙΣΜΑΤΟΣ FOLDED STANDARD NORMAL 

ΤΥΧΑΙΩΝ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ 

3.1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

Στο κεφάλαιο αυτό προχωρούμε στην εύρεση τρόπων 

αξιολόγησης μοντέλων χρησιμοποιόντας τον βαθμό/ oyi vcó κανόνα 

Ir Ι που οοίσαμε στο κεφάλαιο 2 ο οποίος δίνεται από την; 
1
 t +1 ' 

! Υ ° - Υ ° 1 

Γ
 = .. ̂  . 1 . ι ) t + 1 

s y (1+ X ( X X ) X ° ) 
t+1" t t' ·t»l 

Δ ι α κ ρ ί ν ο υ μ ε δύο π ε ρ ι π τ ώ σ ε ι ς , Την π ε ρ ί π τ ω σ η σ τ η ν ο π ο ί α 

έ χ ο υ μ ε μ ε γ ά λ ο α ρ ι θ μ ό π α ρ α τ η ρ ή σ ε ω ν και τ η ν π ε ρ ί π τ ω σ η που έ χ ο υ μ ε 

μ ι κ ρ ό α ρ ι θ μ ό π α ρ α τ η ρ ή σ ε ω ν . Κ α ι σ τ ι ς δύο π ε ρ ι π τ ώ σ ε ι ς γ ί ν ε τ α ι 

π ρ ο σ έ γ γ ι σ η της κ α τ α ν ο μ ή ς π ο υ α κ ο λ ο υ θ ε ί ο βαθμολογι '/ .ός κ α ν ό ν α ς 

( 3 . 1 . 1 ) και κ α τ ό π ι ν γ ί ν ε τ α ι π ρ ο σ π ά θ ε ι α μ ε λ έ τ η ς της κ α τ α ν ο μ ή ς 

τ ο υ α θ ρ ο ί σ μ α τ ο ς τ υ χ α ί ω ν μ ε τ α β λ η τ ώ ν π ο υ α κ ο λ ο υ θ ο ύ ν - η ν κ α τ α ν ο μ ή 

α υ τ ή π ρ ά γ μ α που θα β ο η θ ή σ ε ι σ τ η ν λήψη απόφασης γ ι α τ η ν 

α ξ ι ο λ ό γ η σ η της π ρ ο β λ ε π τ ι κ ή ς ι κ α ν ό τ η τ α ς τ ο υ υπό μ ε λ έ τ η μ ο ν τ έ λ ο υ . 



3.2 ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ ΜΕΓΑΛΟΥ ΑΡΙΘΜΟΥ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΩΝ 

Σ'αυτή την περίπτωση η κατανομή της (3.1.1) e[ναι, κατά 

προσέγγιση, η απόλυτη τιμή της standard normal. Η κατανομή αυτή 

είναι, ειδική περίπτωση της folded normal κατανομής η οποία έχει 

μελετηθεί από χους Leone, Nelson και Nottingham (1961) και της 

οποίας η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας δίνεται από την σχέση: 

2 2 
( Χ -II ) ( Χ+ίΙ ) 

2 2 

f (χ) = e"
 2σ

 + e"
 2 c

 χ>0 
χ 

Την κατανομή αυτή ονομάζουμε folded s tandard normal 

Προκύπτει από την folded normal θέτοντας μ=0 και σ =1. Η 

συνάρτηση πυκνότητας αυτής της κατανομής 9α δίνεται από την 

παρακάτο) σχέση: 

r ι (z) = / 2/π e'
 2 / 2

 ζ > 0 
2/: 

με μέση τ L LI η μ = / 2/π και 
SN 

f 

2 
διασπορά σ = 1 - 2/π 

SN 
f 

(Οι ι δ ι ό τ η τ ε ς και οι ε φ α ρ μ ο γ έ ς τ η ς f o l d e d n o r m a l κ α τ α ν ο μ ή ς 

α ν α λ ύ ο ν τ α ι σ τ ι ς ε ρ γ α σ ί ε ς τ co ν E i a n d t ( 1 9 6 1 ) . J o h n s o n ( 1 9 6 2 ; . 

G i l b e r t και M o s t e l l e r ( 1 9 6 6 ) , R i s v i ( 1 9 7 1 ) , S u n d b e r g ( 1 9 7 4 ) . 

N e l s o n (19S0) και S i n h a ( i 9 & 3 ) ) 

Έ χ ο ν τ α ς κ α θ ο ρ ί σ ε ι τ η ν κ α τ α ν ο μ ή τ η ς ( 3 . 1 . 1 ) οι ς f o l d e d 

s t a n d a r d n o r m a l θα μ ε λ ε τ ή σ ο υ μ ε τ ι ς ι δ ι ό τ η τ ε ς τ η ς . 

0 4 



Αυτό' θα μας βοήθησε· ι στην συνέχεια να προσδι ορί σουμε την 

κατανομή τον αθροίσματος ανε ;άρτητα;ν τυχαίων μεταβλητών που 

κατανέμονται όπως η (3.1.1). Αυτό θα μας δώσει την δυνατότητα 

να προχωρήσουμε σε στατιστική συμπερασματολογία στο πρόβλημα 

του μας απασχολεί . 

•j ο ΡΟΠΟΓΕΝΝΗΤΡΙΑ ΤΗΣ FOLDED NORMAL ΚΑΤΑΝΟΜΗΣ 

On co ς είναι γνωστό η συνάρτηση πυκνότητας της folded normal 

κατανομής δίνεται από την σχέση 

( χ - <_ ) ( X+U ) 

f (χ) = 

/Ti σ 
dx 

Η ρ ο π ο γ ε ν ν ή τ ρ ι α σ υ ν ά ρ τ η σ η δ ί δ ε τ α ι από τ η ν σ χ έ σ η : 

M ( t ) 
χ 

•/Τπ σ 

( χ - ^ ) 

Γ e - + e 

. X + L , ) 

2 , 2 Ί 
dx = 

-/Ιπ σ 

( x - ί . ? 

α& ~ 2 
t x 2 ~ 

e e 

/" 

( Χ 1 

e L x e dx 



(x + . 

Β = tx 
dx 

EL ν α ι 

2 2 
; x - j ) + 2 t x c 

A= 
/ T i t σ 

2 e 
dx = 

[ x - C u + t a ^ ) ] - Ì 2 t u + t ^ c r )c 

/~ΤΞ σ 
dx = 

[ x - ( L t t - ' ) ] 

-ι t +-

dx ( 3 . 2 . 1 . 1 ) 

/ Τ * σ 

/ ι -> ι ^ χ - ( μ + τ σ ) Λ A , e - -

« ε τ ο ν τ α ς στην ( 3 . ^ . 1 . 1 ) u= ^-— — θα έχουμε ο τ ι το ό ε ; ι 

μ ε / o c της ( 3 . 2 . 1 . 1 ) ε ί ν α ι ί σ ο με τ η ν παράσταση 

1 2 2 
j t + :Τ t 

u 

- e du . 
/~ΤΞ 

Ε π ο μ έ ν ω ς 

A = e ' - Λ - - t a l l ( 3 . 2 . 1 . 2 ) 

5ί·> 



Με παρόμοιο τρόπο προσόι oçi socus το ολοκλήρωμα Β 

1 2 2 
— ù Τ. + ' Ζ Ι ρ 

Β = e
 2

 1- Φ 

L 

Γ+ tal 
J 

(3.2. 1.3) 

Η ροπογεννήτρια συνάρτηση θα δίνεται τελικά απο την σχέση 

μΐ+- σ 
Μ (t) = e 
χ 

ι - - JL 
Ι
 σ - ta 

-u t +-4-^t2 

+ e 
l σ - ta (3.2.1.4) 

Ε ύ κ ο λ α μ π ο ρ ε ί κ α ν ε ί ς να ε π α λ η θ ε ύ σ ε ι τ ο π α ρ α π ά ν ω α π ο τ έ λ ε σ μ α 

β ρ ί σ κ ο ν τ α ς τ η ν μ έ σ η τ ι μ ή τ η ς f o l d e d n o r m a l μέσω τ η ς 

ρ ο π ο γ ε ν ν ή τ ρ ι α ς . 

Σ τ η ν ( 3 . 2 . 1 . 4 ) θ έ τ ο ν τ α ς μ=0 και σ=1 β ρ ί σ κ ο υ μ ε ε ύ κ ο λ α τ η ν 

ρ ο π ο γ ε ν ν ή τ ρ ι α τ η ς f o l d e d s ' t a n d a r d n o r m a l η ο π ο ί α θα δ ί ν ε τ α ι από 

τ η ν σ χ έ σ η : 

Μ ( t ) 
SF 

= -> 
σ t 

- Φ - ι 
J 

3 . 2 . 2 ΠΡΟΣΔΙΟΡΙΣΜΟΣ ΤΗΣ ΚΑΤΑΝΟΜΗΣ ΤΟΥ ΑΘΡΟΙΣΜΑΤΟΣ ΑΥΟ ΛΝΕΞΑΡΤΗΤ2Ν 

ΤΥΧΑΙΩΝ ΜΕΤΑΒΛΗΤΏΝ ΠΟΥ ΑΚΟΛΟΥΘΟΥΝ ΤΗΝ FOLDED STANDARD NORMAL 

ΚΑΤΑΝΟΜΗ 

Εστω Χ, Υ δυο ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές που ακολουθούν την 

folded standard normal κατανομή, θέλουμε να βρούμε την κατανομή 

·δ> 



:ης Ζ=Χ+Υ. Χρησι μοποι ούμε την μέθοδο της συνέλι. Ιη« 

Οπως είναι γνωστό 

f =f * f > f = 
Ζ χ Υ Ζ 

f ίζ-χ) f (χ) dx = 

Υ ' χ 

= 1 
ζ 

0 y 

2 

2π 

ο 

Ι ζ - χ ] 

2 

y 

2 

2π 
- Q 

Χ 

2 
(3.2.2.1) 

μετά από πρά-εις η (3.2.2.1) γίνεται 

(χ- 2/2) 

dx (3.2.2.2) 

εφαρμόζοντας τώρα τον μετασχηματισμό u= χ - ζ/2 η (3.2.2.2) 8α 

γι νει 

2π 
du = 2 

4 ι 

ΤΤ e'
u
 du (3.2.2.3) 

0 

•/.α ι σΟμφωνα με το βιβλίο "Tables of integrals series and 

products
 :
' by I.S. Gradshteyn and I.M. Ryzhik (19S0) ολοκλήρωμα 

3.221 η (3.2.2.3) θα γίνει. : 

•y t,-
, Ζ 

^-) 
( •; -ì 



ÛXOV Φ (-4-) = e " ' d t 

Ο 

Γ ι α να ε π α λ η θ ε ύ σ ο υ μ ε ότι. η ( 3 . 2 . 2 . 5 ) ε ί ν α ι . π ρ ά γ μ α τ ι 

σ υ ν ά ρ τ η σ η π υ κ ν ό τ η τ α ς π ι θ α ν ό τ η τ α ς θα π ρ έ π ε ι να α π ο δ ε ι χ θ ε ί ό τ ι : 

* 
Φ ί- 0 = 1 ( 3 . 2 . 2 . 6 ) 

Εί ν α ι 

Φ ( - 4 - ) + 1 - Φ ( - τ - ) 

αρα 

J o ' 

Φ ( - τ - ) 
* 7 ! 

- Φ Η - ) | = 

/ -

ο μ co ς 

Κ ' * 
= "> ( ·"> -> ••) 2 . 7 ) ( G r a d s h t e y n & B y z h i k ( 1 9 S 0 ) 

ο λ ο •/ λ ή g οο μ α 3 . 2 2 1 - 3 y ι α q = 1 / 2 ) 

Π ρ ο σ δ ι ο ρ ι σ μ ό ς τ ο ν ο λ ο κ λ η ρ ί ό μ α τ ο ς : 



* 7 
(3.2.2.8) 

Το ολοκλήρωμα αυτό σύμφωνα με το βιβλίο των Gradshteyn and 

Eyzhik (ολοκλ. 6.286) για ν=1, μ
2
=-1/4, 3=1/2 είναι ίσο με Ι. 

Λόγω των (3.2.2.7) , (3.2.2.S) η (3.2.2.6) θα είναι όντως 

ί ση με 1. ο.ε.δ. 

Ατοδείΐαμε ότι αν Χ, Υ είναι Ονο τυχαίες μεταβλητές του 

ακολουθούν την folded standard normal κατανομή τότε η 

συνάρτηση πυκνότητας της Ζ=Χ+Υ θα δίνεται ατο τον τύπο: 

2 

f
z
(z) = 

/ π 

4 Φ
χ
 ( Τ

- ί (3.2.2.9) 

ζ •> Γ
 2

 - t
2 

ότου Φ ( -4- )= — — e dt 
(3.2.2.10) 

τ 
ο 

Ε τ σ ί η ( 3 . 2 . 2 . 9 ) λόγω της ( 3 . 2 . 2 . 1 0 ) γ ί ν ε τ α ι 

( 7*1 
7 ν Ζ ; 

= -
! 

' Τ. 

e 
^ < 
-t Φ 

ζ vr~T 
- Φ (0) 1 1 (3 1 1) 

3.2.3 ΕΥΡΕΣΗ ΤΗΣ ΚΑΤΑΝΟΜΗΣ ΤΗΣ ΔΙΑΦΟΡΑΣ ΔΥΟ ΤΥΧΑΙΩΝ ΑΝΕΞΑΡΤΗΤΩΝ 

ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ ΠΟΥ ΑΚΟΛΟΥΘΟΥΝ ΤΗΝ FOLDED STANDARD NORMAL ΚΑΤΑΝΟΜΗ 

Εστω Χ, Υ όύο ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές του ακολουθούν την 

folded standard normal κατανομή, θέλουμε να βρούμε την κατανομή 

της Ζ=Χ-Υ. Ακολουθούμε τάλι την μέθοδο της συνέλι1ης.Ισχύει ότι 

0& 



f =f * f 
2 χ Y 

f -

Ζ 

{ j f x ( z + y ) f y ( y ) dy ζ * 0 ( a ; 

f y ( z + y ) f y ( y ) dy ζ < 0 ( b ; 

( 3 . 2 . 3 . 1 ) 

Ετσι η ( 3 . 2 . 3 . l a ) γ ί ν ε τ α ι 

OD 

ο /~2T 

Cz + y ) 
2 2 

2π 
- e 

y 
2 

dy ( 3 . 2 . 3 . 2 ) 

χ α ι μ ε τ ά arto π ρ ά ξ ε ι ς η ( 3 . 2 . 3 . 2 ) γ ί ν ε τ α ι 

- ( y + z / 2 ) 

2α 
( 3 . 2 . 3 . 3 ) 

θ έ τ ο ν τ α ς 

u = ( y + z ) / 2 θα έ χ ο υ μ ε 

( 3 . 2 . 3 . 3 ) •= 

in 

.χ - υ 

ζ / ; 

du 

•1 4 
e 

Χ - U ζ / 2 - U 

e du -1 e du 

/ τ Τ * 7 

4 - Φ (-5- ) 

a 



ί- φ ( - £ - ) (3.2.3.4) 

2π 

Με όμοιο τρόπο η (3.2.3.1b) γίνεται 

.χ. -U - ζ / 2 -U 

e du - e du 

4_ 

2π 
4- * (· 

4 

2π 

4 /πΓ 
-> 

1- Φ (- (3.2.3.5) 

Οι σχέσεις (3.2.3.4). (3.2.3.5) δίνουν την συνάρτηση πυκνότητας 

πιθανότητας της διαφοράς 6υο τυχαίων ανεΐάρτητιον μεταβλητών 

όταν το ζ>0 και όταν ζ<0, αντίστοιχα. 

Αποδείξαμε λοιπόν ότι αν Χ, Υ είναι δυο τυχαίες μεταβλητές 

που ακολουθούν την folded standard normal κατανομή τότε η 

συνάρτηση πυκνότητας της τυχαίας μεταβλητής Ζ=Χ-Υ θα δίνεται 

απο τον τΰπο: 

[ 

J τ 
e 4 1 - Φ* ( 2 )1 

J 
όταν ζ > και 

f
z
U) = 

• * 
L
 1- •- ( - όταν 'ζ < 0 

θλ 



3.2.4 ΑΝΑΠΤΥΞΗ ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΥ ΓΙΑ ΤΗΝ ΕΥΡΕΣΗ ΠΟΣΟΣΤΙΑΙΩΝ ΣΗΜΕΙΩΝ 

ΤΗΣ FOLDED NOFMAL ΚΑΤΑΝΟΜΗΣ 

ο Λ .* η Q Στην ενότητα αυτή αναπτύσσεται αναπτύσσεται 

αλγόριθμος για την επίλυση ολο/ληρωτι /.ιόν εξισώσεων όπου 

δοθέντος ενός k προσπαθούμε να βρούμε το u για το οποίο ισχύει 

ότι : 

Cx-u ) (x+i. ) 

·/ 2 - er 

dx = k x>0 (3.2.4.1) 

θέτοντας χ-μ ν στην (3.2.4.1) και κάνοντας πράίεις 

κατα/ηγουμε στην σχέση: 

/ 2 -

C 

dv 

η 

ι 
ι 
Ι 
! 

U - _ i 

e 

3 

r 2, "Γ 
ν+ | 

- 1 
dv =k 

i ο ο Λ ο •/ Λ ή ;χ·) μ α α ö έ τ ο ν τ α ς γράφεται ως ε;ης 

Ρ — 
] 

-1 

Γ 

Ι 
i 

,Τ 

;Λ 

V 

ο 
£. 

£ 

d - 3 

A+B'=k * Φ f -Η=ϋ Ì - ΦΓ-
I
 σ
 J ν. 

ι+^Ί 

σ ι 
=k+l * 

μ 
σ + 4 -πι* 1 -*ÌHM-

<ο 



φ +<if-ü + — ! = k+i (3.2.4.2) 
Ι
 σ σ

 J 

)έτοντας στην (3.2.4.2) u/σ = u' θα έχουμε 

-£-]+φ[ u· + -£-] = k+1 (3.2.4.3) 

θα π ρ έ π ε ι σ τ η σ υ ν έ χ ε ι α Ι έ ρ ο ν τ α ς το μ , σ , Ι : να (Βρούμε τ ο 

γ ι α τ ο ο π ο ί ο ι σ χ ύ ε ι η ( 3 . 2 . 4 . 3 ) . 

0 α λ γ ό ρ ι θ μ ο ς π ο υ θα χ ρ η σ ι μ ο π ο ι η θ ε ί ε ί ν α ι ο ε ΐ ή ς : 

Ξ ε κ ι ν ά μ ε απο κ ά π ο ι ο u ' . Η σ χ έ σ η ( 3 . 2 . 4 . 3 ) ε ί ν α ι ο υ σ ι α σ τ ι 

ι σ ο δ ύ ν α μ η με τ η ν σ χ έ σ η : 

e x p ( - z V 2 ) d z + î x p ( - z V 2 ) d z = k / Τ π * 

Γ u ó + - u 7 
e x p ( - z 2 / 2 ) d z + 

Γ U Q + - U + : 
. 2 /••* c . x p ( - z ' / 2 ) d z = k / Τ π +Λε=» 

Γ V i u ' ~ 7 
exp (-ζ*"/2) dz - e x p ( - z £ " / 2 ) d z + 

•j + — 
0 σ 

, U t i - U + — 
0 e· 

• x ? ( - z " / 2 ) d z + e x p ( - z V 2 ) d z = 

u ' +— 
0 r 

+ Λε ( 3 . 2 . 4 . 4 ) 
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U ' + .û U ' 
Û e 

Û 

και 

e x p ( - z / 2 ) d z = exp 
(u • - J£ 

ο σ • - ) 

Au' ( 3 . 2 . 4 . 5 ) 

, u ' t a u ' + — 
Ο ζ ( u ' + -iL.) 

e x p ( - z 2 / 2 ) d z = e x p j - 2 Ζ — | Au' ( 3 . 2 . 4 . 6 ) 

u + — 
Ο σ 

Η ( 3 . 2 . 4 . 4 ) λόγω των (3 . 2 . 4 . 5) , ( 3 . 2 . 4 . 6 ) θα γ ί ν ε ι : 

exp 
r ( u ; -

μ ~) . , ( u ' + - Ü - ) 
+ exp j 

J ν. -> 
Au' = 

Γ
 u ó " ; 

c / ~ H +Ac-ß.y > X p ( ' ! ) d z -

u ' +-
Ο : 

e x p ( - z - / 2 ) d z ( 3 . 2 . 4 . 7 ) 

Arco τ η ν ( 3 . 2 . 4 . 7 ) μ π ο ρ ο ύ μ ε να β ρ ο ύ μ ε το A u ' , θ έ τ ο υ μ ε τώρα 

u ' ' =u ' +Au ' και ε τ α ν α λ α ι ι β ά ν ο μ ε τ η ν π α ρ α π ά ν ω όι αδι κασί α*. ~Τ?Τ^ΓΙ 
ο ο . ' 

μ ε τ ά από κ ά π ο ι ε ς ετανα/ήι>;ει ς τ ο Au θα τ ε ί ν ε ι στο μ η ό έ ν και έ τ σ ι 

θα β ρ ε θ ε ί η ζ η τ ο ύ μ ε \ η τ ι μ ή τ ο υ u ' . 

Σ η μ ε ί ω σ η : 

Σ τ η ν β ι β λ ι ο γ ρ α φ ί α (Leone e t . a i . ( 1 9 6 1 ) , Nei s o n ( 19S0) ) δ ί ν ο ν τ α ι 

μ ό ν ο τ ε ρ ι ο χ ί ς της f o l d e d n o r m a l κ α τ α ν ο μ ή ς . 
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3.2.5 Η ΚΑΤΑΝΟΜΗ ΤΟΥ ΑΘΡΟΙΣΜΑΤΟΣ Ν ΑΝΕΞΑΡΤΗΤΩΝ FOLDED STANDARD 

NORMAL ΤΥΧΑΙΩΝ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ 

Τυ άθροισμα ανεξάρτητων τυχαίων μεταβλητών που ακολουθούν 

την folded standard normal κατανομή έχει προσδιορισθεί 

ατό τον Hong-Ching Zhang (1986) (βλέπε επίσης Anderson, Fang 

(1990) "Statistical Inference in Elliptically Contoured and 

Related Distributions" απο τον Hong-Ching Zhang στην εργασία 

"The Distribution of the Squared Sum of the Independent Cauchy 

Vari ables") . 

Στην εργασία η συνάρτηση πυκνότητας του αθροίσματος 

ανεξάρτητων τυχαίων μεταβλητών που ακολουθούν την standard 

folded normal δίνεται ano την σχέση: 

f 
χ 

(Χ) = 
,. ι 

Γ " - 1 τ 

χ · 1 . 2 •"' 
— ,- Γ / ' ̂  ' ν- ν ν- (-Γ-Κ) . 2 

1=0 r = 0 k = 0 m = 0 -i m 

ό π ο υ β έ β α ι α χ>0 / a i 

« r< ι Γ- Λ : \ Ί
 2 * 

•v.r. !. : r + i j iv ^ j I 

1 
r + k+ 4. ι 

! ' F ( r + k + — V - + 1 ) χ 
J -

Π (2k + 1 ) k 
j = i J J 

Ι Λ j 

6 b 



(α) =α(α+!)...(α+m+i) 
,-η 

Αποΰει;η (Hong-Ching-Zhang): 

Αποδεικνύεται ότι η χαραχτηριστικ ή συνάρτηση του 

αθροίσματος των ανεξαρτήτων folded standard normal τυχαίων 

μεταβλητών δίνεται από την σχέση 

Zk * ι 

cp(t) = Ι / 2/π 
-η

 Γ r 

/ τ/2 + i ι — 
k = 0 

k+l)k!2' 

η οποία μπορεί να γράφει ως 

Φ ( ΐ ) = ! / 2/π ì e ~n Υ ί n 

m = 0 

ι -, n - m 

[/ π/2 ι χ 

2 k + 1 

"(Σ — : — -
^ ( 2 k + n k ! 2 f c 

k = 0 

Tu'! 

r = 0 

ί ! Γ- 1 Λ 

2τ, 
> 

k = 0 
(2k+!}k 

•if /~2/π' ] 
[ILlìl 

i 
r =0 

^ r 

ι 2 r + l 
1 ' \ 

• i | ; 

2 r + 1 

U K t i ) k ! 2 k J 

6 ? 



=φ ( t ) + i [ / 2 / τ ' < f , ( t ) 

Ομως L σ χ ύ ε ι : 

co 

V 

Ζ 
k = 0 

2 k + 1 k + 1 

( 2 k + l ) k ! 2 ' 

~-v | i . ^ I 

2 V ' L ' 

T^T Ζ 2 ( 2 k + l ) k l 2 
k = 0 

X 

7 V 

k + 1 

T 1 ^ Ζ 2 k + 1 ( k + i ) î T 1 

2 e 2 

k+ t = l 

τ ό τ ε γ ι α 1 = 0 ,1 και | t | > 1 θα έ χ ο υ μ ε 

:k + ι 

[Σ 
k = 0 

I 1- ! 
2 r + ι 

( 2 k + t ) k ! 2 k 

• { n - 2 r + l ΐ 

.. i Z r t i 
L i 

2 r + K n 

2 r + l = n 

ι u ι 

( 3 . 2 . 5 . i ) 

Ε π ε ι ό ή ri t ) ( t ) ε ί ν α ι σ υ ν ε χ ή ς , και λόγω τ η ς π ρ ο η γ ο ύ μ ε ν η ς 

σ χ έ σ η ς , ε ί ν α ι γνο;στό ό τ ι J | φ ( t ) j d t < χ , 1 = 0 , 1 και γι ' α υ τ ό 
" - χ 

| |ip(t)Jdt < co. Ετσι μπορούμε να υπολογίσουμε την πυκνότητα 

του αθοοίσματος !Χ ! + ... + Ι Χ Ι αντ
t
στοέφο\-τας την χαρακτηρι στική 

συνάρτηση. 

VÌ 



φ
χ
(ΐ) 

η - 1 

r = 0 

η 1 
2r+ljl 

2 V \ 

k = 0 

2 k + 1 

(2k+l)k!2 

?.r-

t
2
 [^] 

~n f r η 1 
1 2r+l 

0
 ν r 2 

--r l 
r + 1 

x ; Σ 
2k 

2 r + i V. 

k = o k
 +
. . .k =k Π (2k +l)k :2

 J 

1 2 r + 1 j = 1 j j 

t
2
 t - ^ 1 

2 V 

r =0 

2A)(-4-]t ' Ϊ b -
k = 0 

ο π ο υ 

kr î I 
k + . k = k 

2r τ 1 

2 r + i k 

.Π (2k.+l)k.!2
 J 

j = i j 

1 (2r+l) 
k + 2 r + l 

(k+2r+l) ! 

H μορφή αυτή δείχνει ότι η σειρά συγκλί νει ομοιόμορφα σε 

πεπερασμένο διάστημα. Η σειρά επίσης λόγω της (3.2.5.1) μ 

να γίνει οσοδήποτε μικρή όταν το t γίνει αρκετά μεγάλο. Ε 

σειρά συγ~/.λί νει ομοιόμορφα στο Γ0,·χ·). Επειδή φ (t) είναι 

και φ (t) είναι περιττή 6α ί/.ονμε : 

f
lx |+. 

, (x) = «(t)dl 
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—— c o s t.χ ce ( t ) d t + — W ' 2/-X s i n t x c p ( t ) d t 

και λόγω τ ο υ G r a d s h t e y n & R y z h i k ( 1 9 8 0 ) ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α 3 . 9 5 2 θα 

έ χ ο υ μ ε : 

•χ 
costxep ( t ) d t 

-rQ 

I T ! 

Γ = 0 
i r 

r :> 

v r+* — Γ " 
> b c o s t x e t 

n 2 r + 2 k 

d t 

k = 0 

r ri - 1 

4-/TÄ! Ç 8ίηΙχφ ι(ΐ)αΐ=-1-/2Λ ^ [ 2r+l)[" 
r = 0 

x ~> b ! s i n t x e 
-n 2 r + 2 k + 1 

t dt 

O I O U 

2 rüi*i! 
- r -n 2r + 2k { 1 J 

c o s t x e d t = 
r + k + i / 2 l 

2 r + 2 k + l . 1 2k+i 1 x* ì 

2 (-
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r i r + k - Χ Γ + X 

r + k + 1 / 2 
-) ( > — » 

I 
m = 0 

(-r-k) 

(-4- -1) m! 
< ^ > 

,+co -n 2 r * 2 k + l 

s i n t χ e d t = 

2 r f 2 r + 2 k + 3 1 
- - i - r i 1 — I 

x e 

" ^ 2 ' 

r + k + 3 / 2 1 
F 1-

2 r + 2 k + 2 3 x ' 
•> î - ^ - ' τ ; 

Γ r •+k+l+-4- 1 
J 

r + k 

x e 
2n V 

( - r - k ) 

2 (-4-) 
r + k + i / 2 L ~~l 

x 2 , . 

rn = 0 
( - Ϊ - +1) m! in' 

E σ τ » 

r -. \ r 

k r i 2r + ì j 
^ "> A 

b ! - = -
k r : ^ η J 

r + k t + 1 

r(r+k+-4-+i) 

θα ;ίχουμε : 

i r ] 

ί^! + ··- + (x) = _ î Υα 
."Χ L· L k r O 

2 
x r + k 

^ 
r = G k = Ο m = 0 

(-r-k) 

(S-) *: 

X s m 

^ " T , 

*i 



L—r-J
 λ 

+ -ir— / 2/π Λ ) α e 
li [_ L Ieri 

r =0 k =C 

Το τελευταίο άθροισμα μας δίνει το ζητούμενο αποτέλεσμα. 

Ο καθορισμός της κατανομής τον αθροίσματος folded normal 

τυχαίων μεταβλητών ολοκληρώνει την μελέτη της προσέγγισης 

αξιολόγησης με βάση τον κανόνα (3.1.1). Προκειμένου να 

χρησιμοποιηθούν τα αποτελέσματα αυτά σε πρακτικά προβλήματα 

απαιτείται ο προσδιορισμός των περιοχών πιθανότητας της 

κατανομής του αθροίσματος folded standard norraai τυχαίων 

μεταβλητών (που είναι η κατανομή της στατιστικής συνάρτησης που 

μας ενδιαφέρει) ώστε να καταστεί δυνατόν να γίνουν στατιστικοί 

έλεγχοι υποθέσεων. 

Η πινακοποίηση αυτή είναι αρκετά δύσκολη λόγιο της 

πολύπλοκης μορφής της συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας και 

παραμένει ένα ανοικτό πρόβλημα. 

3.3 ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ ΜΙΚΡΟΥ ΑΡΙΘΜΟΥ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΩΝ 

Οπως και στην προηγουμένως έτσι και στην περίπτωση αυτή 

προσπαθούμε να προσδιορίσουμε την κατανομή που θ'ακολουθεί ο 

βαθμολογικός κανόνας (3.1.1). Η κατανομή αυτή είναι η απόλυτη 

τιμή της κατανομής της t με 1 -m βαθμούς ελευθερίας. Την 

κατανομή αυτή την ονομάζουμε folded-t και την μελετάμε 

ιδιαίτερα αφού αφ'ενός μεν δεν έχει μελετηθεί μέχρι τώρα στην 

βιβλιογραφία, αφ'ετέρου η γνώση των ιδιοτήτων της θα μας 

βοηθήσει να προχωρήσουμε σε στατιστική συμπερασματολογία. 

Γ + k 

ι 
m = C 

(-r-k) 

Τ---,
Ν
\77 (-lïï} 

+ 1) m! 
m 



ΜΕΛΕΤΗ ΤΗΣ ΚΑΤΑΝΟΜΗΣ FOLDED-t 

Οπως είναι γνωστό η συνάρτηση πυκνότητας 

μεταβλητής Τ που ακολουθεί την t κατανομή 

ελευθερίας δίνεται απο την σχέση 

ν + 1 

2
 veN, xeR (3.3.1 ) 

Εστω F (χ) η συνάρτηση κατανομής. Μας ενδιαφέρει να 

προσδιορίσουμε την συνάρτηση πυκνότητας της τυχαίας μεταβλητής 

W= jΤ| . 

Είναι εύκολο να δει κανείς ότι: 

F (Χ) = F (x)-F (-χ), x>0 (3.3.2) 
W Τ Τ 

όπου λόγω της συμμετρίας της (3.3.1) η (3.3.2) θα γίνει 

F (χ) = 2F (χ)-1 , χ>0 

w τ 

και η συνάρτηση πυκνότητας θα είναι 

f (χ) = 2f (χ) χ>0 
w τ 

Η παραπάνω ο δ η γ ε ί σ τ ο ν π α ρ α κ ά τ ω ο ρ ι σ μ ό : 

Ο ρ ι σ μ ό ς : Μία μ η - α ρ ν η τ ι κ ή π ρ α γ μ α τ ι κ ή τ υ χ α ί α μ ε τ α β λ η τ ή Χ θα λέιιε 

ο τ ι Βα α κ ο λ ο υ θ ε ί τ η ν f o l d e d t κ α τ α ν ο μ ή με ν β α θ μ ο ύ ς ε λ ε υ θ ε ρ ί α ς 

αν η σ υ ν ά ρ τ η σ η π υ κ ν ό τ η τ α ς π ι θ α ν ό τ η τ α ς της δ ί ν ε τ α ι από ' τ η ν : 

μ ι α ς τ υ χ α ί α ς 

με ν β α θ μ ο ύ ς 

( Χ ) = 

Γ ν + 1 

"Τ" / ν π 

1 1 + 
2 Τ - -

Τ3 



v+1 

f „ ( x ) = 2 

v + l 

V 

"Τ" 

1 + veN, x>0 

/ VT 

Η γ ρ α φ ι κ ή π α ρ ά σ τ α σ η τ η ς σ υ ν ά ρ τ η σ η ς π υ κ ν ό τ η τ α ς της f o l d e d - t 

κ α τ α ν ο μ ή ς γ ι α ÖL ά φ ο ρ ε ς τ ι μ έ ς τ ο υ ν δ ί ν ε τ α ι στο σχήμα 4 . 

Τ2ί 



ΙΟ : · 
!θ°? 
;ο- s 
ι ο ­

ί -

JUL 

ι 
. Ι 

Κ3 
Ο 

Ο 

Ο ο 
ρ _ 
ο .. 

ι ι ι ' t ι ! t f } > Ί f > t ι > ? t M t ? f > Ì t r ; ι » r > r t t . î 

< 
il' 
h-· 

< 
II 
.£» 

<i 
II 

ο 

ι . H 

Γ~Ι 
c 
< 

-( 

- h Q 
Ο . 3 
*—> 
a a n> c 
• < 

et· Ο ­
Χ 

-e 
α * . 3 

Ο -« 
-Η Q 

ο a 
τ: — 
.3- ο 
·<"> Q 

< 
ο-

ο 
•ο 

Ο 
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θεώρημα 1 : Εστω Χ μα α μη α ρ ν η τ ι κ ή τ υ χ α ί α μ ε τ α β λ η τ ή 

α κ ο λ ο υ θ ε ί τ η ν f o l d e d t κ α τ α ν ο μ ή με ν β α θ μ ο ύ ς ε λ ε υ θ ε ρ ί α ς . Τ 

Ε ( Χ ) = Ι 

2 /~Τ7Ί 

Γ ί ^ ' ] 
( ν - 1 ) 

γ ι α ν > 1 

γ ι α ν = 1 

και 

V(X) = 

Από δ ει. ΓΠ 

4 ν 

ν - 1 π ( ν - ί ) 

ν+1 

α τ η ν μ έ σ η τ ι μ ή έ χ ο υ μ ε 

γ ι α ν > 2 

γ ι α ν < 

ν+ ! Ί 

( Χ ) = 2 

ΑΓ 
χ 1 

ν - 1 

dx 

"Π 
Α 

Γ 

r 
i 

L 

v+1 

\' 
•> 

J 
1 j 

j • V ~ 

• ί " ' 
x-Z 

V 
1 

j 

2 
dx* = 

Ή 



Γ
 ν+Ι 

Λ7 
1 + 

ν 

ÌV 

ν+1 

— Τ ~ 

ν 1 
/ ντ (1-ν) 

1 + 
ν 

Αν ν>Ι * - < Ο * lim 1+ ι im 
X >Χ 

=0 

Αν ν=1 τότε θα έχουμε 

(Χ)= 2 

Γ 

1 

ι ^ 
χ Γ ΐ + χ 2 

dx 

Γ* dx
2 

Γ 
ο 1+χ' 

In (ί+χ ) 

J * 

Ε τ ε ι δ ή Χ= j ΤΙ όπου Τ ε ί ν α ι -/άτοια t τ υ χ α ί α μ ε τ α β λ η τ ή θα 

έ χ ο υ μ ε γ ι α τ η ν ό ι α σ τ ο ρ ά : 

V(X) = Ε(Χ*) 
~Ì -

Ε(Χ) = Ε (Τ") - ! Ε ( Τ ) | ( 3 . 3 . 3 ) 
J L J 

όμως ECI"1) V(T) = 
T=rr 

\ -) ( 3 . 3 . 4 ) 

> + 



Κ (3.3.3) μα si με την (3.3.4) μας δίνει την διασπορά της 

folded-t. 

ΣΧΕΣΗ ΤΗΣ ΚΑΤΑΝΟΜΗΣ FOLDED-t ΜΕ ΤΗΝ ΚΑΤΑΝΟΜΗ FOLDED NORMAL 

Μας είναι αρκετά γνωστή η σχέση της t κατανομής με την 

τυποποιημένη κανονική κατανομή. Ετσι αν Τ ακολουθεί την t και 
ν ν 

αν Ζ ακολουθεί την Ν(0,1) τότε 

lim F (χ) = F (χ) 
V >Χ ν 

Είναι ενδιαφέρον σ'αυτό το σημείο να ελέγξουμε αν παρόμοια 

σχέση υπάρχει και μεταΐΰ της folded normal και της folded t. 

Στα προηγούμενα αναφερθήκαμε στον ορισμό της folded normal 

και της folded standard normal των οποίων οι συναρτήσεις 

πυκνότητας πιθανότητας δίνονται από τις παρακάτω σχέσεις: 

σ / 2 π 

θέτοντας στην παραπάνω μ=0 και σ=1 θα έχουμε την συνάρτηση 

πυκνότητας της folded standard normal κατανομής 

Μ 7 Ι (Ο = / Τ ^ e " Ζ /Ζ ζ > 0 . 
Ι Δ ι 

Για το όριο της συνάντησης κατανομής της folded t θα 

έχουμε : 



ότου F, , (χ) είναι η συνάρτηση κατανομής της standard folded 
i

 ζ
 I 

normal κατανομής έτσι 

iim F, ,(χ) = F, ,(χ) 

ν _ > » ι Τ

ν ι Ι ζ ι 

του αποδεικνύει οτι η οριακή περίπτωση της folded-t είναι η 

folded standard normal. 

ΣΧΕΣΕΙΣ ΤΗΣ FOLDED-t ΚΑΤΑΝΟΜΗΣ ΜΕ ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ ΠΟΥ ΕΧΟΥΝ ΣΧΕΣΗ ΜΕ 

ΠΑΡΑΓΩΓΗ ΤΥΧΑΙΩΝ ΑΡΙΘΜΩΝ 

(GENERATION OF RANDOM NUNBERS) 

Στην ενότητα αυτή δίνονται σχέσεις της κατανομής foided-t 

με άλλες κατανομές που έχουν σχέση με παραγωνή (generation) 

τυχαίων αριθμών.Από τ ' αποτελέσματα που βρίσκουμε θα δούμε οτι η 

folded-t σχετίζεται με πολύ γνωστές κατανομές όπως η F 

κατανομή, η χ - κατανομή, η βήτα κατανομή δευτέρου τύπου, η 

folded normal κατανομή και η half Cauohy κατανομή. CU σχέσεις 

αυτές δίνονται στα παρακάτω θεωρήματα: 

S ε co ο ημ α 1 : Εστω Ζ μία μη ανπτική πράγματι κ ή τυχαία 

με*α;5λητή που ακολουθεί την folded standard normal κατανομή. 

Εστω Χ μία άλλη μη αρνητική πραγματική τυχαία μεταίΒλητή που 

ακολουθεί την χ̂  κατανομή με ν βαθμούς ελευθερίας. Τότε η 

τυχαία μεταβλητή 

τ=ι/ /~T7V~ 

ακολουθεί την folded t κατανομή. 



Α π ό δ ε ι ξ η : Ε ί ν α ι γ ν ω σ τ ό ό τ ι αν Ζ ε ί ν α ι " μ ί α τ υ χ α ί α 
: 0 

μ ε τ α β λ η τ ή τ ο υ α κ ο λ ο υ θ ε ί τ η ν s t a n d a r d n o m a i κ α τ α ν ο μ ή τ ό τ ε η 

τ υ χ α ί α μ ε τ α β λ η τ ή Τ = Ζ / / Χ/ν ε ί ν α ι μ ί α t τ υ χ α ί α μ ε τ α β λ η τ ή 

με ν β α θ μ ο ύ ς ε λ ε υ θ ε ρ ί α ς . Τ ό τ ε 

Τ= Ζ/ / " Τ 7 ν ~ = | Ζ ο | / /~X7V~= | Τ ο | 

απ ό π ο υ και το α π ο τ έ / . ε σ μ α . 

θεώρημα 2: Εστω Χ. Υ α ν ε ξ ά ρ τ η τ ε ς μη αρνητικές τ υ χ α ί ε ς 

μ ε τ α β λ η τ έ ς που α κ ο λ ο υ θ ο ύ ν τ η ν c h i κ α τ α ν ο μ ή με π α ρ α μ έ τ ρ ο υ ς 1 κ α ι 

ν -και σ υ ν ά ρ τ η σ η π υ κ ν ό τ η τ α ς π ι θ α ν ό τ η τ α ς που δ ί ν ε τ α ι από τ ι ς 

σ χ έ σ ε ι ς 

1 / 2 

f., ( χ ) = 
Γ / ! / 1 \ 
- '-. ι / - Ì 

e x p ( - x z / 2 ) χ>0 ( 3 . 3 . 5 ) 

f ( y ) 

γ 

y v { e x p ( - y 2 / 2 ) y>0 

- ι 
Γ ( ν / 2 ) 

αντ ί (ττον χα (βλέπε π . χ . Patil(19S4). Τότε η τυχαία μεταβλητή 

.12 
.· " Χ/Υ 

)α έ χ ε ι τ η ν f o l d e d t κ α τ α ν ο μ ή με ν β α θ μ ο ύ ς ε λ ε υ θ ε ρ ί α ς 

Αχοί ε ι" ; η : Ε ί ν α ι γνωστό ό τ ι s t a n d a r d f o l d e d n o r m a l 

κ α τ α ν ο μ ή ε ί ν α ι η c h i κ α τ α ν ο μ ή με 1 βαθμό ε λ ε υ θ ε ρ ί α ς . Αν τώρα η 

W α κ ο λ ο υ θ ε ί τ η ν χ 2 κ α τ α ν ο μ ή με ν β α θ μ ο ύ ς ε λ ε υ θ ε ρ ί α ς τ ό τ ε Υ~·/ W . 

Το α π ο τ έ λ ε σ μ α ε ί ν α ι άμεση σ υ ν έ π ε ι α τ ο υ π ρ ώ τ ο υ θ ε ω ρ ή μ α τ ο ς . 

$0 



θεώρημα 3: Εστω Ζ , Ζ δύο ανεξάρτητες μη αρνητικές 

πραγματικές τυχαίες μεταβλητές τον ακολουθούν την folded 

standard normal κατανομή. Τότε η 

Υ = Ζ / Ζ 

ακολουθεί την folded t με 1 βαθμό ελευθερίας. 

Οπως είπαμε παραπάνω η folded standard normal 

κατανομή είναι μία ειδική περίπτωση της chi κατανομής. Γι 'αυτό 

το λόγο στηριζόμενοι στο παραπάνω θεώρημα καταλήγουμε στο 

ακόλουθο θεώρημα: 

θειύρημα 4: Εστω Ζ , 1^ ανεξάρτητες chi μεταβλητές με 

παράμετρο 1 και συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας που δίνεται 

απο την (3.3.5) . Τότε η 

Υ= Ζ / Ζ 
ι ' ζ 

ακολουθεί την folded t κατανομή με 1 βαθμό ελευθερίας. 

θεώρημα 5: Εστω Χ μία folded t μεταβλητή και Υ μια άλλη 

τυχαία μεταβλητή που ακολουθεί την standard half- Cauchy 

κατανομή με συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας που δίνεται από 

τ ην 

(Mi jnheer ( 1 96S)) 

2« 



γ â ν 

Ληλαόή η folded t κατανομή Lie v= 1 βαθμούς ελευθερίας είναι η 

half-Cauchy κατανομή. 

θεώρημα 6 : Εστω Χ μία folded t τυχαία μεταβλητή. 

Τότε η τυχαία μεταβλητή 

Υ = Χ
2 

ακολουθεί την F κατανομή με 1 και ν βαθμούς ελευθερίας και 

συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας που δίνεται από την σχέση 

f (χ) = 
1 

Β(1/2, ν/2) 
- χ "

ι /
ν

/ 2
 (ν+χ)-

(ν + 1 ) / 2
 χ>0 

θεώρημα 7: Εστω Χ είναι μια folded t τυχαία μεταβλητή. 

Τότε η τυχαία μεταβλητή 

Υ=Χ
2
/ν 

α κ ο λ ο υ θ ε ί τ η ν β ή τ α κ α τ α ν ο μ ή ό υ τ έ ρ ο υ τ ύ π ο υ ( b e t a p r i m e η P e a r s o n 

':ype VI κ α τ α ν ο μ ή ) με π α ρ α μ έ τ ρ ο υ ς 1/2 και ν / 2 και σ υ ν ά ρ τ η σ η 

π υ κ ν ό τ η τ α ς π ι θ α ν ό τ η τ α ς που δ ί ν ε τ α ι από τ ο ν τ ύ π ο 

f ( x ) = 
Β ( 1 / 2 , ν / 2 ) 

χ - 1 / 2 ( 1 + χ ) . ( ν + 1 ) / 2 ) χ > 0 

ε π ε π . χ . P a t i i ( 1 9 S 4 ) ) 

θεώρημα S: Εστ:ο Χ να ε ί ν α ι μ ί α τ υ χ α ί α μ ε τ α β ? , η τ ή π ο υ 

α κ ο λ ο υ θ ε ί τ η ν F κ α τ α ν ο μ ή με ν και ν β α θ μ ο ύ ς ε λ ε υ θ ε ρ ί α ς και 

ZU 



σ υ ν ά ρ τ η σ η π υ κ ν ό τ η τ α ς π ι θ α ν ό τ η τ α ς π ο υ δ ί ν ε τ α ι από την 

ϊ ( Χ ) = 1 χ ν / 2 - α (1 + ν ) - ν , χ > ο 
χ Β ( ν / 2 , ν / 2 ) 

Τ ό τ ε η τ υ χ α ί α μ ε τ α β λ η τ ή 

1/2 

γ = -Χ-^.- |χ^
2
- χ-

1/2
| 

ακολουθεί την folded t κατανομή με ν βαθμούς ελευθερίας. 

θεώρημα 9: Εστω Χ . Χ πραγματικές τυχαίες μεταβλητές 

που η κάθε μία ακολουθεί την χ κατανομή με ν βαθμούς 

ελευθερίας και συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας που δίνεται από 

την σχέση 

f (χ) = 1 χ
ν / 2 _ 1

 exo(-x /2) χ>0 
Χ
 Γ(ν/2) 

Τ ό τ ε η τ υ χ α ί α , μ ε τ α β λ η τ ή 

α/2 IX - X I 
γ = _ ι _ ^ ! j _ _ 

(Χ Χ ) 1 / 2 

1 2 

ακο,',ουθεί την folded t κατανομή με ν βαθμούς ελευθερίας. 

θεώρημα 10: Εστω Χ μία πραγματική τυχαία μεταβλητή που 

ακολουθεί την γενικευμένη Cauchy κατανομή με παραμέτρους α , 

3=1.. γ=2 και δ=(ν+1)/2 και συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας που 

6ί νεται από την 

ν> 



f(x)= -1 ri + ix-c0
2
j-

( v + 1 ) / 2
 , χ,α e R 

B(l/2, v-1/2 ) 

(βλέπε .τ.-/. Patii (1984)) 

Τότε η τυχαία μεταβλητή 

γ = v 1 / 2 j x - a | 

α κ ο λ ο υ θ ε ί τ η ν f o l d e d t κ α τ α ν ο μ ή με ( ν + 1 ) / 2 β α θ μ ο ύ ς ε λ ε υ θ ε ρ ί α ς . 

ΠΕΡΙΟΧΕΣ ΤΗΣ FOLDED Τ ΚΑΤΑΝΟΜΗΣ 

Γ ι α τ η ν α ν τ ί μ ε τ ό χ ι ση π ρ α κ τ ι κ ώ ν π ρ ο β λ η μ ά τ ω ν θα ε ί ν α ι 

χ ρ ή σ ι μ ο να π ρ ο σ δ ι ο ρ ί σ ο υ μ ε τ ι ς π ι θ α ν ό τ η τ ε ς π ο υ ε ί ν α ι 

σ υ ν δ ε δ ε μ έ ν ε ς με τ η ν f o l d e d t κ α τ α ν ο μ ή . 

Γ ι α μ ι κ ρ έ ς τ ι μ έ ς τ ο υ ν (ν <. 30) μ π ο ρ ο ύ μ ε να βρούμε 

π ε ρ ι ο χ έ ς τ η ς κ α τ α ν ο μ ή ς f o l d e d t κ ά ν ο ν τ α ς μ ι α τ ρ ο π ο π ο ί η σ η των 

π ι ν ά κ ω ν π ο υ α ν α φ έ ρ ο ν τ α ι σ τ η ν t κ α τ α ν ο μ ή β α σ ι ζ ό μ ε ν ο ι β έ β α ι α σ τ η ν 

σ υ ν ά ρ τ η σ η π υ κ ν ό τ η τ α ς τ η ς κ α τ α ν ο μ ή ς . 

Γ ι α μ ε γ ά λ ε ς τ ι μ έ ς τ ο υ ν μ π ο ρ ο ύ μ ε να χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ή σ ο υ μ ε τ ο υ ς 

π ί ν α κ ε ς π ο υ δ ί ν ο ν τ α ι απο τ ο ν L e o n e e t . a l . ( 1 9 6 1 ) τ η ς f o l d e d 

s t a n d a r d n o r m a l κ α τ α ν ο μ ή ς ( δ ι ό τ ι όπως ήδη α π ο δ ε ί ξ α μ ε η ο ρ ι α κ ή 

π ε ρ ί π τ ω σ η τ η ς f o l d e d t ε ί ν α ι η f o l d e d s t a n d a r d n o r m a l ) . 

Η ε κ τ ί μ η σ η των ολοκληρωμάτων τ η ς f o l d e d t κ α τ α ν ο μ ή ς της 

μ ο ρ φ ή ς : 

5ώ 



f v ( t ) = 2 

Γ 

r 

" v+l 
2 

' 
2 

/ 
/ \ 1 

ν M 

1 + 
^ 

t > 0 

μ π ο ρ ε ί να γ ί ν ε ι με μ ί α μ ε τ α τ ρ ο π ή τ ο υ α λ γ ο ρ ί θ μ ο υ τ ο υ C o o p e r 

( 1 9 6 S ) γ ι α τ ι ς π ε ρ ι ο χ έ ς της t κ α τ α ν ο μ ή ς ( β λ έ π ε α κ ό μ η G r i f f i t h s 

a n d H i l l ( 1 9 8 5 ) ) . 

Με τ η ν ί δ ι α λ ο γ ι κ ή κ α τ α σ κ ε υ ά ζ ο ν τ α ι και π ί ν α κ ε ς π ο υ δ ί ν ο υ ν 

τα ε κ α τ ο σ τ ι α ί α σ η μ ε ί α τ η ς f o l d e d t κ α τ α ν ο μ ή ς . 

Π ί ν α κ ε ς π ο υ δ ί ν ο υ ν τ ι ς π ε ρ ι ο χ έ ς καθώς και τα ε κ α τ ο σ τ ι α ί α 

σ η μ ε ί α της f o l d e d t κ α τ α ν ο μ ή ς δ ί ν ο ν τ α ι σ τ η ν 

ε ρ γ α σ ί α P s a r a k i s - P a n a r e t o s ( 1 9 9 0 4 και στο π α ρ ά ρ τ η μ α I I I . 

Γ ι α τ η ν ε π ί λ υ σ η π ρ α κ τ ι κ ώ ν προβλήματιον ε ί ν α ι α π α ρ α ί τ η τ ο ν α 

π ρ ο χ ω ρ ή σ ο υ μ ε σ τ η ν ε ύ ρ ε σ η τ ο υ α θ ρ ο ί σ μ α τ ο ς κ α τ α ν ο μ ώ ν π ο υ 

α κ ο λ ο υ θ ο ύ ν τ η ν f o l d e d t κ α τ α ν ο μ ή . Σ τ η ν α ν τ ί σ τ ο ι χ η π ε ρ ί π τ ω σ η τ η ς 

' t έ χ ο υ ν β ρ ε θ ε ί α θ ρ ο ί σ μ α τ α κ α τ α ν ο μ ώ ν κάτω α π ό ε ι δ ι κ έ ς 

π ε ρ ι π τ ώ σ ε ι ς ( β λ έ π ε W a l k e r &. Saw ( 1 9 8 2 ) ) . 

Κ ε ύ ρ ε σ η τ έ τ ο ι ω ν α θ ρ ο ι σ μ ά τ ω ν ε ί ν α ι μ ί α π ο λ ύ π λ ο κ η 

δ ι α δ ι κ α σ ί α η ο π ο ί α μ π ο ρ ε ί να ε π ι / υ θ ε ί με α ρ ι θ μ η τ ι κ ή ο λ ο κ λ ή ρ ω σ η . 

$5 



<ΕΟΑΛΑ: ;: ζ 

ΟΙ ΛΙΜΕΤΑΒΛΗΤΕΣ ΜΟΡΦΕΣ ΤΗΣ FOLDED NORMAL ΚΑΙ ΤΗΣ FOLDED Τ 

ΚΑΤΑΝΟΜΗΣ 

4.1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

θεωρούμε και πάλι τον βαθμολογικό κανόνα (3.1.1) 

Ι Υ ° - Υ ° Ι 
ι ι ' t + i t + ι ' 

Κ+ 1ι _, 
s t / <ι+ x ^ t x t x t ) χ ι ; ι ) 

Οτως είναι γνωστό, η διαφορά 

Υ ° (Μ) - Υ ° = e (Μ), 
t + l t + 1 t 

όπου Μ δηλώνει το υπό εξέταση μοντέλο Α ή Β, ακολουθεί την 

κανόνι ν.ή κατανομή με μεσή τιμή 0 και διασπορά σ
2
(Μ). Στην 

ενότητα αυτή 3α μας απασχολήσει η εύρεση της απο κοινού 

κατανομής των ; e (A) j και | e (Β) | ri οποία 8α μας χρησιμεύσει σε 

στατιστική συμπερασματολογία σχετική με την σύγκριση της 

προβλεπτικής ικανότητας δυομοντέλων. Ετσι, κατά/ήγουμε στον 

ορισμό κατανομών οι οποίες δεν έχουν με/.ετηθεί ακόμη στην 

βιβλιογραφία. Αυτές οι κατανομές είναι οι ο ι μεταβλητές 

γενικεύσεις των folded normal και folded t τις οποίες 

μελετήσαμε στο προηγούμενο κεφάλαιο. Η ανάγκη της μελέτης των 

/Τ 



ι δ ι ο τ ή τ α ΐ ν των κ α τ α ν ο μ ώ ν αυτών ε ί ν α ι π ρ ο φ α ν ή ς . Ετσι σ τ η ν 

σ υ ν έ χ ε ι α μ ε λ ε τ ώ ν τ α ι β α σ ι κ έ ς ι δ ι ό τ η τ ε ς τ ο υ ς καθώς και η σ χ έ σ η 

π ο υ τ ι ς σ υ ν δ έ ε ι όπως ε π ί σ η ς και κ ά π ο ι ε ς ε ν δ ι α φ έ ρ ο υ σ ε ς ε ι δ ι κ έ ς 

π ε ρ ί πτ'.όσει ς α υ τ ώ ν . 

4 . 2 Η ΔΙΜΕΤΑΒΛΗΤΗ FOLDED NORMAL ΚΑΤΑΝΟΜΗ 

θ ε ω ρ ο ύ μ ε δύο γ ρ α μ μ ι κ ά μ ο ν τ έ λ α Α κ α ι Β τ η ς μ ο ρ φ ή ς : 

Υ =Χ (Μ) β +ε ;Μ) (Μ=Α,Β) 
t t M I 

όπου όπως έχουμε αναφέρει στην ενότητα 1, 

Υ είναι διάνυσμα διαστάσεως 1 χ 1 των εξαρτημένων 

μεταβ/ητών, 

Χ (Μ) π ί ν α κ α ς δ ι α σ τ ά σ ε ω ς 1 xm (1 >ra IX (M)'Χ ( M i l * CH 
t t. M t, M ' t t. ' 

γνωστών συντελεστών , 

3 δ ι ά ν υ σ μ α δ ι α σ τ ά σ ε ω ς m χ! σ υ ν τ ε λ ε σ τ ο ύ ν π α λ ι ν δ ρ ό μ η σ η ς και 
Μ Μ 

ε (Μ) δ ι ά ν υ σ μ α δι αστάσεοος 1 χΐ τ υ χ α ί ω ν μ ε τ α β λ η τ ώ ν παρ­

α κ ο λ ο υ θ ο ύ ν τ η ν κ α ν ο ν ι κ ή κ α τ α ν ο μ ή με 

(ε ( Μ ) ) = 0 χα ι 

(σ ' (Μ) < α) ό π ο υ Ι ε ί ν α ι ο 1 xi 
t I t 

ν ( ε (Μ))=σ-(Μ) Ι 
r t 

τ α υ τ ο τ ι κ ό ς π ί ν α κ α ς . 

Μία π ρ ό β λ ε υ η γ ι α τ η ν ε ξ α ρ τ η μ έ ν η τ υ χ α ί α μ ε τ α β λ η τ ή γ ι α 

Τ ΐ ν χ ρ ο ν ι κ ή στ<. γμή t + 1 θα δ ί ν ε τ α ι από τ η ν σ τ α τ ι σ τ ι κ ή συνάρτηση 

(Μ) -= χ° (Μ) β (Μ) 
t + i t 

ό π ο υ 6 (Μ) ε ί ν α ι η ε κ τ ι μ ή τ ρ ι α ε λ α χ ί σ τ ω ν τ ε τ ρ α γ ώ ν ω ν τ ο υ 3 την 

χ ρ ο ν ι κ ή σ τ ι γ μ ή t . και Χ" (Μ) ε ί ν α ι έ ν α 1 xm δ ι ά ν υ σ μ α των τ ι μ ώ ν 
t r i t Μ 

£'-α 



των συντελεστών παλ ι νδρόμησης την στιγμή *: -1 . Εστω Υ
 ι
 (Μ) η 

t + ι 

π α ρ α τ η ρ ο ύ μ ε ν η τ , μ ή τ η ς ε ; α ρ τ η μ έ ν ; ς τ υ χ α ί α ς μ ε τ α β λ η τ ή ς τ η ν 

σ τ ι γ μ ή t + 1. Τ ό τ ε , γ ι α όύο μ ο ν τ έ λ α Λ και Β τα ο π ο ί α θ έ λ ο υ μ ε να 

σ υ γ κ ρ ί ν ο υ μ ε θα ι σ χ ύ ε ι ό τ ι η μ ε τ α β λ η τ ή ως π ρ ο ς τ η ν π ρ ο β λ ε π τ ι κ ή 

ι κ α ν ό τ η τ α : 

Υ ° (Μ) - Υ ° (Μ) = e (Μ) 
t + l t+1. t + l 

( 4 . 2 . 1 ) 

ακολουθεί την κανονική κατανομή με μέση τιμή 0 και όιασπορά σ 

οπού 

σ' = σ"(Μ) 
Μ 

1+ Χ ° (Μ)(χ'(Μ)Χ (Μ))·
1
Χ'°(Μ) J (4.2.2) 

t+i t t t+1 ι 

όπου Μ=Α ή Μ=Β. 

Ετσι η απόλυτη τιμή της (4.2.1) η οποία θα είναι η 

Υ ° (Μ)- Υ ° (Μ) Ι e (Μ) 
' t + ι 

t + 1 ' 1+1 

ακολουθεί την folded normal κατανομή με 

μέση τιμή μ = / 2/π σ και όιασπορά σ = σ"(1-2/π) (Leone 

f M f M 

et.al. 1961) . 

Ξι ναι προφανές ότι για τον έλεγχο της υπόθεσης 

Η : Eie (Α) = e ( Β ) ; 

απαιτείται η μελέτη της από κοινού κατανομής των Ι ε (All και 
1
 Ι ' 

j e ( Β ) ; . Η κ α τ α ν ο μ ή α υ τ ή ε ί ν α ι η δ ι μ ε τ α β λ η τ ή μορφή της f o l d e d 

n o r m a l . 

Πράγματι αν Χ,Υ ε ί ν α ι δύο μ ε τ α β λ η τ έ ς π ο υ α κ ο λ ο υ θ ο ύ ν τ η ν 

κ α ν ο ν ι κ ή κ α τ α ν ο μ ή τ ό τ ε η από κ ο ι ν ο ύ κ α τ α ν ο μ ή τ ο υ ς ε ί ν α ι η 

δι μ ε τ α β λ η τ ή κ α ν ο ν ι κ ή τ η ς ο π ο ί α ς η σ υ ν ά ρ τ η σ η π υ κ ν ό τ η τ α ς , όπως 

η 



ι YOU γγιοστο ο ι ν ε τ α ι απο τ η γ σ χ έ σ η 

f K , v ( ^ ) = 

r ι 
-expj . . — _ ί_,_ 

( χ - μ Κ ν - μ . , ) ( ν - μ , ) 2 ^ 

2 * V 2 / Τ ι ^ 2(1-Q-)L σ* σ σ 
ι 2 

Εστω F ( x , y) η α ν τ ί σ τ ο ι χ η σ υ ν ά ρ τ η σ η κ α τ α ν ο μ ή ς των Χ, Υ. Η από 
* > Υ 

κ ο ι ν ο ύ σ υ ν ά ρ τ η σ η κ α τ α ν ο μ ή ς τ CU ν τ υ χ α ί ω ν μ ε τ α β λ η τ ώ ν | Χ | , | Υ | θα 

ε ί ν α ι : 

F l x | ι γ ι < ^ - y ) = PC IX i^x, | Y | s y ) = P ( - X S X Ì X , -y<Y<y)= 

F ( x , v ) + F ( - x . - y ) - F ( - x . y ) - F ( x , - y ) x , y > 0 
χ , γ χ , γ χ , γ v χ , γ 

Αν θεοορήσουμε τ ι ς α ν τ ί σ τ ο ι χ ε ς σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς π υ κ ν ό τ η τ α ς θα έ χ ο υ μ ε 

f. , , i ( x , y ) = f ( x , y ) + f ( - x , - y ) + f ( - x . y ) + f ( χ . - ν ) 
Ι Χ ! Υ Ι Χ , Υ Χ , Υ Χ , Υ Χ , Υ " 

Κ σχέση αυτή οδηγεί στον ακόλουθο ορισμό: 

Οοισμός: Η ατό κο,νοϋ κατανομή δύο μη αρνητικών πραγματικών 

τυχαίων μεταβλητών Ζ=|Χ] και W=|Υ| 9α λέμε οτι είναι η 

61 μεταβλητή folded normal κατανομή αν η συνάρτηση πυκνότητας 

τους δίνεται από την σχέση 

(χ.y) = f
l v l !vl

(x.y) = 
! < i ' I 2πσ σ /~ ' 

ι 2 y 1-ρ 

η 



exp j -
t 2;iV) 

r ( Χ - μ , ) " 
_ 1 .-. 

^ -
1 

( Χ - μ ι ) ( ν - Μ 2 ) 

σ σ 
1 2 

+· 
"2

2 ) 

+ e x p 
Γ ( χ + μ y ( χ + μ Η γ + μ ) ( γ + μ ) 2 ί 

t 2 ( 1 - Q 2 ) σ σ 
1 2 

e x p 
2 ( 1 - 0 2 ) 

Γ ( x + μ , ) 2 ( x + μ J C y - μ , ) ( y - μ , Γ ί 
1_ + 2 π 1 — + ί­

α σ 
1 2 

JJ 

-τ e χ ο ι -

1 Γ ( x - μ Γ ( χ - μ ) ( ν + μ ) ( V + M J ' Ì ] 
î_ + 2Q - — + i -

2 ( 1 - ρ 2 ) , ad σ σ σ 2 J σ σ 
1 2 

óre ου χ>0 and ν>0 (4.2.3) 

Αν στην (4.2.3) θέσουμε μ =μ. =0 παίρνουμε την συνάρτηση 

πυκνότητας της οι μεταί3λητής haif normal κατανομής (βλέπε και 

Patii (19S4). 

Αν μ =u =0 και σ =σ =1 τότε η (4.2.3) οδηγεί στην folded 
' 1 2 1 2 ' 

μ ο ρ ^ ή τ η ς 6ι μ ε τ α β λ η τ ή ς s t a n d a r d n o r m a l κ α τ α ν ο μ ή ς η ο π ο ί α σ τ η ν 

σ υ ν έ χ ε ι α 9 ' α ν α φ έ ρ ε τ α ι ως ό ι μ ε τ α β λ η τ ή f o l d e d s t a n d a r d n o r m a l 

κ α τ α ν ο ι ι ή τ η ς ο π ο ί α ς η σ υ ν ά ρ τ η σ η π υ κ ν ό τ η τ α ς 6α δ ί ν ε τ α ι ατό τ η ν 

σ ν έ σ η 

v ( x . y ) = -
π / 1 - ρ 2 

r Γ 
--{exp Ι 

χ 2 - ΐ ρ χ 

- Ö - ) 

3 θ 



χ
2
 + y

2
 +2Q:C y 

-1< g s 1 x,y 2 0 (4.2.4) 

Στα σχήματα 5 και 6 δίνονται OL γραφικές παραστάσεις της 

συνάρτησης πυκνότητας δι μεταβλητής folded standard normal vi-et 

ρ=0.2 και 0.9. 

Ο, ! 
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-S 
3 α 
οι — 

Q 
* < 
C Ο-
-t - Ι 
Q - 3 
< -· 
Ο Q 

χ : Λ 
. 3 -
•Ο 
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α 

-ο 
η 
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Για την δι μεταβλητή folded standard normal κατανομή έχουμε 

ότι 

E(XjY)= |
0
|y 

V(X |Υ )= (1-Q
2
) 

(Βλ. π. χ. Patii (1.984) pp. 34-35 όπου σ =1 και σ =1). 

Ουσιαστικά η συνάρτηση πυκνότητας της δι μεταβλητής folded 

standard normal προκύπτει από την διμεταβλητή half normal 

κατανομή θέτοντας σ «1 και σ =1 (Patii 19S4). Αυτή η συνάρτηση 

πυκνότητας έ'/ει επίσης χρησιμοποιηθεί στο paper Abdel-Kameed 

and Allan R. Sampson (1978) .Εξαιτίας των παραπάνω υεν είναι 

αναγκαίο να αποδείξουμε ότι η διμεταβ/ητή folded standard 

normal κατανομή που δίνεται στην (4.2.4) είναι μία συνάρτηση 

πυκνότητας. 

ΠΕΡΙ ΘΡ.ΡΙΕΣ ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ ΤΗΣ ΔΙΜΕΤΑΒΛΗΤΗΣ FOLDED STANDARD NORMAL 

ΚΑΤΑΝΟΜΗΣ 

Π ρ ο κ ε ι μ έ ν ο υ ν α ο ρ ί σ ο υ μ ε τ ι ς π ε ρ ί θώρι ες κ α τ α ν ο μ έ ς τ η ς 

ό ι μ ε τ α β λ η τ ή ς f o l d e d s t a n d a r d n o r m a l χ ρ ε ι ά ζ ε τ α ι .να υ π ο λ ο γ ί σ ο υ μ ε 

το α y. ό λ ο υ 8 ο ο λ ο κ λ ή ρ χ μ α : 

1 
f ( x .y ) dy 

π / 

1 Ì 
exp< 

2ν ί 

2 ( 1 - ο " ) 
(χ - 2 ρ χ ν + y ) ;>dy 

Γ" ί 
+ | exp< 

Jo I 
2 ( 1 - 0 " ) 

( χ •4. ~> Q ?- ) >dy 

Ü 



-e χ ρ 

τ / l - î 
Ι 2 ( 1 - e

2 )J 

Γ 
exp< -

Ο Ι 2C1-Ü2) 
( - 2 ο χ y +y ) > d y 

e x p ^ 
2 ( i - Q - ) 

21 
— ( 2 Q X y +y ) i d y 

Β 

( 4 . 2 . 5 ) 

Fi ν ι ν α ι 

Α= exp< 
J 0 

1- 2 ( 1 - 0 " ) J 

'οχ y 

2 ( i - £ T ) 

d v 

θ έ τ ο ν τ α ς 0= i-e' 
•/α ι 

ΟΧ 

1 - 0 ' 

-θα έ χ ο υ μ ε σ ύ μ ς : ω ν α μ.ε τ ο υ ς 

O r a d s h t e y n & R y z h i k ( 1 9 S 0 ) ο λ ο / . λ ή ρ ω μ α 3 . 2 2 2 ( 2 ) 

1 - 0 ' 
Λ = · / π e x p 

d - Q " ) o \ x ' 

2 ( 1 - ο Ί 

* Γ 

ι - Φ Ι ­
ο χ 

^ 1 - 0 ' 

1-0' 

~ ι — 

ι-ο' 
θ έ τ ο ν τ α ς 8= 

έ χ ο υ μ ε 

οχ 

ι-ο' 

/ Ι - ο ' 
Β = / -χ e x p j - ( 1 - Q - ) O^x' 

2 ( 1 - ο 2 ) : 

- φ 

/ 

ΟΧ / 1-Q2 

"7—ι / ~~ι~ 
1-0 

: σ ι η ( 4 . 2 . 5 ) γ ί ν ε τ ι 

i> 



f(x ,y) dy = 

ι Γ χ Ί / i-o' 
:Xp 

* /i-j I 2(1- o
2
)J 

/ τ exp Q x 

l 2(1- Ö-)J 

il-Φ - QX / 1-0' 

L ^ t-Q' 
+ 1-Φ 

Γ οχ 

î-o' 

1-p' (4.2.6) 

κάνοντας τρά'ξεις στην (4.2.6) θ« έχουιαε : 

.00 

ι χ*" 

f (χ· .y) dy= : exp(- — — ) χ 
J
0 / 2τ

 2 

2- Φ *ί 
ι ν. 

οχ 

- / ι - ο 2 

< - φ * ί Q X 

I 
J κ-> / 

" -/1-Q** 

(4.2.7) 

ο του Φ (χ) = 
Τ ~

 J
0 

'exp(-t
2
) dt 

cT σι 

* Γ 
Φ Ι­

ο χ 1 = 2 οχ 

Ι ο / ? J 
(0) (4.2.8) 

•/ i - Ο
 ν

 y 1 - 0 

7. α ι 

Jb 



ex 
2 / T / l - Q 2 

Ì -Φ (0) ( 4 . 2 . 9 ) 

Τ ε λ ι κ ά η ( 4 . 2 . 7 ) λόγω raw (4 . 2 . 8) , (4 . 2 . 9) θα γ ί ν ε ι . 

f ( x ,y) d y ^ . . / 
/ 

e x p ( - ) 

0 

που είναι η συνάρτηση πυκνότητας της folded standard normal 

κατανομής . 

Ακολουθώντας την ίδια μέθοδο και για την μεταβλητή Υ 

καταλήγουμε στο ότι θα ακολουθεί και αυτή την folded standard 

normal κατανομή. 

Ετσι Ε(Χ)=Ε(Υ)=-/ 2/π και V (Χ) =V(Y) = !-2/π 

Κατά τον ίδιο τρόπο μπορεί κανείς εύκολα να δει ότι οι 

περί θωριές κατανομές της 6Lμεταβλητής folded normal είναι OL 

folded aormai κατα.νομές . 

ΡΟΠΟΓΕΝΝΗΤΡΙΑ ΤΗΣ ΔΙΜΕΤΑΒΛΗΤΗΣ FOLDED STANDARD NORMAL ΚΑΤΑΝΟΜΗΣ 

Για τον καθορισμό της m.g.f. ακολουθούμε rcv Tal lis 

M. G, (1961) Σΰμίίωμα με την εργασία αυτή η m.g.f m(t) της 

truncated multi-normal κατανομής δίνεται απο τον τύπο: 

ì = e x p T Φ (b ,R) ( 4 . 2 . 1 0 ) 

, 1 ό π ο υ Τ=—^—t'Rt Φ (b ,Κ) ε ί ν α ι η π ο λ υ μ ε τ α β λ η τ ή κ α ν ό ν ι κή 
1 IX s 

καταλ 'ομή με πίνακα, σ υ σ χ έ τ ι σ η ς R και 

a=P(W >α ,W >α W >α )=Φ (α ,R) 
1 1 2 2 n n n a 

•J I 



~ • = α - ζ ·/ α L ζ = C t s = 1 , 2 η . 

Γ ι α τ η ν ε ύ ρ ε σ η τ η ς ρ ο π ο γ ε ν ν ή τ ρ ι α ς α υ τ ή ς π α ρ α τ η ρ ο ύ μ ε ό τ ι 

; ( t ) = a " 1 ( n ) f e x p ( t ' w ) & (w ; R ) dw = 
J „ n s s 

= a - 1 ( 2 a ) - n / 2 | R r 1 / 2 ( n ) 
χ­

α 
exp — {w R _ 1 w-2t - ' w } dw ( 4 . 2 . 1 1 ) 

s 

:^ov t ε ί ν α ι δ ι ά ν υ σ μ α σ τ ή λ η των t και w ε ί ν α ι τ ο Οι άνυσμα σ τ ή λ η 
s 

::ον ΡΓ κ α ι 
S 

n J i ( ) dw ε ί ν α ι η σ υ ν τ ο μ ο γ ρ α φ ί α τ ο υ 

( )dv? dw dw 
1 2 n 

Arto απο τ η ν τ α υ τ ό τ η τ α 

- { w Ε"Λ\ν - 2 t ' w } s - 4 - t ' R t - - 4 - ( w - Ç ) ' R _ 1 ( w - C ) ( 4 . 2 . 1 2 ) 

ό τ ο υ Ç=Rt 

Ετσι n ( 4 . 2 . 1 1 ) λόγω τ η ς ( 4 . 2 . 1 2 ) γ ί ν ε τ α ι 

ΓΛ ( t ] = 

( 2 . Τ ) — - | R i 
1/2 Τ i n ) Γ' 

J , 
e x p { — î - ( w - ç ) R" 1 (w-Ç)dw 

ó-ou θ έ τ ο ν τ α ς X =W - ζ έ χ ο υ μ ε τ η ν ( 4 . 2 . 1 0 ) . 
s s s 

Ε φ α ρ μ ό ζ ο ν τ α ς τ α παράτονο) σ τ η ν π ε ρ ί π τ ω σ η της 

ό ι μ ε τ α β λ η τ ή ς f o l d e d s t a n d a r d n o r m a l 6α έ χ ο υ μ ε , θ έ τ ο ν τ α ς α ~0 και 
s 

a =P(\Y >o,W > 0 ) = 1 

% 



, i ì ( t ) = 2 e T Φ (T> ; Κ ) + 2 Θ Τ Φ ( b ;R ) 
2 ' s 2 s 

ό π ο υ Τ= t 2 + 2 ο ί t + t 2 

1 " 1 2 2 
Τ = f - - 2 p t t ,+ t * 

1 1 2 2 
b =-s =-Qt - t 

ι ι * ι ; 

b »-t -Q 

1 Q s , r 
1 - 2 Ι ο ι J 

t R=Î R = 
1 " Q 

" Q 1 

ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΚΑΤΑΝΟΜΗΣ ΤΗΣ ΑΤΜΕΤΑΒΛΗΤΗΣ FOLDED STANDARD 

NORMAL ΚΑΤΑΝΟΜΗΣ 

Σ τ η ν ε ν ό τ η τ α α υ τ ή γ ί ν ε τ α ι μ ί α π ρ ο σ π ά θ ε ι α π ρ ο σ δ ι ο ρ ι σ μ ο ύ τ η ς 

σ υ ν ά ρ τ η σ η ς κ α τ α ν ο μ ή ς τ η ς δι μ ε τ α β λ η τ ή ς f o l d e d s t a n d a r d n o r m a l 

v o t a v o αναφορά σ τ α σ χ ε τ ι κ ά α π ο τ ε λ έ σ μ α τ α τ ο υ Tong ( 1 9 9 0 ) . 

Στο β ι β λ ί ο α υ τ ό δ ί ν ο ν τ α ι οι σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς κ α τ α ν ο μ ώ ν τ η ς 

: τ ο λ υ μ ε τ α β / η τ ή ς κ α ν ο ν ι κ ή ς και της π ο λ υ μ ε τ α β λ η τ ή ς t και α κ ο λ ο ύ θ ω ς 

γ ί ν ε τ α ι πι ν α / ο π ο ί ηση α υ τ ώ ν τ co ν κ α τ α ν ο μ ώ ν σ τ η ν π ε ρ ί π τ ω σ η π ο υ οι 

τ υ χ α ί ε ς μ ε τ α β λ η τ έ ς ε ί ν α ι e x c h a n g e a b l e . 

Σ υ γ κ ε κ ρ ι μ έ ν α σ τ η ν π ε ρ ί π τ ω σ η τ η ς π ο λ υ μ ε τ α β λ η τ ή ς κ α ν ο ν ι κ ή ς 

α π ο δ ε ι κ ν ύ ε τ α ι το ε ? ή ς θεώρημα 

θ ε ώ ρ η μ α : ( T o n s ( 1 9 9 0 ) ) 

Οι παρακάτω π ρ ο τ ά σ ε ι ς ε ί ν α ι ι σ ο δ ύ ν α μ ε ς : 

a ) Χ , Χ ε ί ν α ι e x c h a n g e a b l e κ α ν ο ν ι κ έ ς μ ε τ α β λ η τ έ ς . 
! n 

e) Χ=ί'Χ Χ . . . Χ ) α κ ο λ ο υ θ ο ύ ν τ η ν Νίμ . Σ ) κ α τ α ν ο μ ή ό π ο υ οι 
1 2. n n 

Χ ...Χ ένουν κοινό αέσο u. κοινή διασπορά σ και κοινό 
1 Γ; 

σ υ ν τ ε λ ε σ τ ή συσχέτ ισης o t [ Q . l ] 

e) Γ ι α ρ=1 Χ και (σΖ + μ , . . . σ Ζ +μ) έ χ ο υ ν τ η ν ί δ ι α κ α τ α ν ο μ ή ό π ο υ 
ο ο 



Ζ είναι NfO.l) τ.μ.. Για ρε[0.1) η από κοινού συνάρτηση 
ο 

» 
π υ κ ν ό τ η τ α ς τ η ς Χ θα ό ί ν ε τ α ι από τ η ν σ χ έ σ η 

ί ' ( χ ) (σ/ 1-ρ ) n ff ?(u.+Xz) 
i = 1 

s? ( z ) d z 

ό π ο υ ο ( ζ ) ε ί ν α ι Ν ( Ο , ί ) και 

λ = 
χ . - μ 

1 - 0 
σ/ 1-0 

( ι = 1, . - -η) 

e ) Γ ι α ρε [ 0 , 1 ) η από κ ο ι ν ο ύ σ υ ν ά ρ τ η σ η π υ κ ν ό τ η τ α ς της Χ θα 

δ ί ν ε τ α ι από τ η ν σ χ έ σ η 

f ( x ) = c ( ο ) expl -—η 
" ( Χ . - α ) 2 

\ 1 

i4i σ 2 ( 1 - ρ ) 

Π 

ρ ί Υ (χ.-μ)/σ ^ 
i = ι J 

l + ( n - l ) 0 

ό π ο υ e ( ρ ) = (/~Τπ~~ σ ) ~ η ( ΐ - ρ ) • ( η - 1 ) / 2 [ 1 + ( η - 1 ) ο Γ 1 / 2 . 

d) X=fX . . . . Χ ) και 
1 n 

( σ ( / i - g Ζ + / Q Ζ ) + μ , . . . . σ ( / 1-ρ Ζ + / ~ ρ ~ Ζ ) + μ ) 
I O n 0 

έ χ ο υ ν τ η ν ί δ ι α κ α τ α ν ο μ ή όπου Ζ Ζ Ζ ε ί ν α ι τ υ π ι κ έ ς κ α ν ο ν ι κ έ ' 
O l n 

τυχαίες μεταβλητές ,μεΚ, σ>0 και Qe[0,1]. 

Χρησιμοποιώντας το θεώρημα αυτό, με την προϋπόθεση ότι οι 

τυχαίες μεταβλητές είναι exchangeable (ούτως ώστε να μπορεί να 

γίνει ο μετασχηματισμός που ανααέρεται στο παραπάνω θεώρημα 

Jco 



(a<=>d)) έχουμε το θεώρημα .του ακολουθεί 

θεώρημα:(Tong(1990)) 

Χ Αν X
t
, X

2
, είναι exchangeable κανονικές τυχαίες 

μεταβλητές με κοινό μέσο μ .κοινή διασπορά σ" και συντελεστή 

συσχέτισης oe[0,i) η από κοινού συνάρτηση κατανομής των Χ 
ί 

i=l n δίνεται ατό την σχέση 

F(x) = 

χ r 
n 

Π Φ 
ι = 1 

J
-co 

ρ ζ + a 

Ι / 1 - 0 
^(z)dz 

όπου Ε=(χ-μ)/σ (i=l,...,n) 
1 1 

' α ι φ ( ζ ) = 

ν ^π 

χ < ζ <χ, Φ(ζ) = 

-χ / 2π 

.-t
2
A 

είναι η συνάρτηση πυκνότητας και η συνάρτηση κατανομής 

αντίστοιχα της Χ(0,1). 

Για την συνάρτηση αυτή έχουν ηδη κατασκευαστεί από τον 

Tcng πίνακες οι οποίοι δίνουν περιοχές της κατανομής . 

Με παρόμοιο τρόπο μπορεί να βρεθεί η συνάρτηση κατανομής 

της π ο λ υμ ε τ α β λ η τ ή ς ioide d fi ormai . A ν α λ υ τ ι κ ά : σ χ ΰ ε ι ότι 

θεώρημα (long(ί990)): 

Αν Χ Χ ....Χ είναι exchangeable κανονικές μεταβλητές με 
1 2 n 

κοινό μέσο 0 κοινή διασπορά σ" και κοινό συντελεστή συσχέτισης 

ρε[0,1), η από κοινού συνάρτηση κατανομής . της 

j Α Ι = ( j Λ , | , Ι Λ . Χ ΐ) δίνεται από την σχέση 
n ' 

loi 



Γ η 

F. , ίχ) = ! Π L +^~Ö~ ζ / / 1- ρ 

ff-
χ 

φ [ | - V + ^~ ζ 
"F~Q1Î(Z) d: 

για την οποία κατασκευάζονται πίνακες οι οποίοι δίνουν περιοχές 

της κατανομής. 

Με βάση τα μέχρι τώρα εκτεθέντα προσπαθούμε να βρούμε την 

συνάντηση κατανομής της δι μεταβλητής folded standard normal 

κατανομής. 

θα έχουμε : 

F,
Y
, ίχ)=ΡίIX U χ , IX | ί χ ) = 

Ρ (-χ < Χ < χ ,-χ < Χ <, χ Ì 
1 ! 1 2 2 2 

im.n) 

Ισχύει επίσης το εΐής αποτέλεσμα: 

Πόρισμα: (Tong(1990)) 

Εστω Ζ .Ζ .Ζ ανεξάρτητες Ν(0,1) τυχαίες μεταβλητές έστ ω 

u = ( u ,u ) α υ θ α ί ρ ε τ ο α λ λ ά σ τ α θ ε ο ό και έστω Σ=ί 
' 1 2 ; 

Ε στ Μ ό τ ι ν ι α | ο Ι < '. 

I-V σ ^ 
ι •? 

12 

λ ~σ 
ι Ζ VT?7 Ζ Η u 

10*2» 



Χ.,=σ ( / F J Ö T Ζ , + δ^/ΤοΤ Ζ )+μ., οπού <5_ = 
! αν ρ_0 

Ι -1 αν ρ<0 

Τότε το (Χ ,Χ ) ' θα ακολουθεί την δ ι μ ε τ α β λ η τ ή κ α ν ο ν ι κ ή κατανομή 

Ν ( μ , Σ ) 

(θα πρέπει να σημειωθεί ότι εδώ δεν α π α ι τ ε ί τ α ι οι τ υ χ α ί ε ς 

μ ε τ α β λ η τ έ ς Χ ,Χ να ε ί ν α ι e x c h a n g e a b l e ) . 
ί 2 

Με ι3άση τον παραπάνω μ ε τ α σ χ η μ α τ ι σ μ ό η γ ι α μ=0 θα γ ί ν ε ι : 

F | x | ( x ) « Ρ f / - χ ^ σ ^ Α η Τ Γ Ζ//TÔT Zo)s x t | Π 

7. ì< ν i s'-χ _σ ( / Ι - 1 ρ J Ζ + δ /TQ[ Ζ ) Î Χ 

r Ι' χ -
P i - -TT - /To 

i ' 7 

Λ 1 

T ö j z ^ / ι - j ο ; z ^ - _ i _ / | o f z> n 

f X _ _ _ _ _ x Ì 
<- -~ '-à /TÔT" / R~©TZ,^ ~r -ό /TÔT 4 
l 2 rj J 

Ζ =z U- ( z ) d s = 
ο ! 

Γ r „ff s i ι Φ Vi /PTëT )-*((- -/Toi* ! / /T̂ TôT 1 

ιο_, 



Ρ ι ι ru * r / ' ι , r / / ' y 

^ 

•5? ( ζ ) d ζ 

Λ Ι ύ 1 

χ £. ' u 

Η -π-α-θ-θήάνω—σ-χ-έσ-η γ ι α σ =1 δ ί ν ε ι τ η ν σ υ ν ά ρ τ η σ η κ α τ α ν ο μ ή ς 
i 

τ η ς ό ι μ ε τ α β λ η τ ή ς f o l d e d s t a n d a r d n o r m a l . Γ ι α τ η ν κ α τ α ν ο μ ή α υ τ ή 

ε ί ν α ι δ υ ν α τ ό ν να--χχ?η"σΤ μ ο π ο ι ή θ ο υ ν οι - ( ν ά κ ε ς τ ο υ δ ί ν ο ν τ α ι σ τ ο ν 

T o n g ( 1 9 9 0 ) . 

Τα π α ρ α π ά ν ω ι σ χ ύ ο υ ν γ ε ν ι κ ά γ ι α τ η ν όι μ ε τ α β λ η τ ή 

π ε ρ ί π τ ω σ η (atçov σ τ η ν περίπτο:>ση α υ τ ή δ ε ν α π α ι τ ε ί τ α ι να ε ί ν α ι οι 

μ ε τ α β λ η τ έ ς e x c h a n g e a b l e ) . 

ΟΙ ΚΑΤΑΝΟΜΈΣ ΔΙΜΕΤΑΒΛΗΤΗ FOLDED Τ 

ΚΑΙ ΔΙΜΕΤΑΒΛΗΤΗ FOLDED STANDARD Τ 

ην π ε ρ ί π τ ω σ η π ο υ η σ1" Μ= Α. Β δ ε ν ε ί ν α ι γ ν ω σ τ ή , ή τ ο 

δ ε ί γ α α που χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ε ί τ α ι ε ί ν α ι μ ι κ ρ ό η α τ ό κ ο ι κατανομί 

e (Α; : 

t+ ι 

ι J-5 ) Ι 

σ e 
Α 3 J 

( δ η λ . η ό ι μ ε τ α β λ η τ ή f o l d e d s t a n d a r d n o r m a l ) δ ε ν μ π ο ρ ε ί να 

χ ρ η σ ι μ ο π ο ι η θ ε ί . Π α ρ α τ η ρ ώ ν τ α ς όμως ό τ ι κ ά τ ω από τ η ν 

Η.,: E ( j e _ ( A ) Ì) = E ( | e . . (Β) i ) t + i 

ι σ ν υ ε ι ο τ ι 

σ = σ = σ 
Α 3 

μ π ο ρ ο ύ μ ε να μ ε λ ε τ ή σ ο υ μ ε τ η ν -.ταοαπάναι από κ ο ι ν ο ύ κ α τ α ν ο μ ή όπιο ς 

α υ τ ή ο ι α μ ο ρ ς : ω ν ε τ α ι αν το α α ν τ ι κ α τ α σ τ α θ ε ί με μ ι α ε κ τ ι μ ή τ ρ ι α 

tCLj 



του έστω S . Στην περί πτώση αυτή είναι προςανής η αναζήτηση 

ορισμού και μελέτης της ατό κοινού κατανομής τ:ον μεταβλητών 

ίΧ|/ S και |Υ| / S ότου (Χ. Υ) ακολουθεί την δ ι μεταβλητή 

2 2 ° 

κ α ν ο ν ι κ ή κ α τ α ν ο ι ι ή με μ =μ =0 . σ =σ = 1 , ρ>0 και S" ε ί ν α ι μ ί α 
χ y χ y 

τυχαί μεταβλητή ανεξάρτητη των Χ,Υ, τέτοια ώστε n S
2
 ακολουθεί 

2 

την χ . 
n 

Την κατανομή αυτή ονομάζουμε 61 μεταβλητή folded t κατανομή 

με n βαθμούς ελευθερίας 

Προκειμένου να δώσουμε τον μαθηματικό ορισμό της κατανομής 

αυτής να προσδιορίσουμε την συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας 

και να την μελετήσουμε κάνουμε χρήση της σχέσης που συνδέει την 

πολυμεταβλητή κανονική κατανομή με την πολυμεταβλητή κατανομή 

t . 

Εστω R = ( Q ) να είναι ένας nxn συμμετρικός πίνακας 
ι j 

τέτοιος ώστε να είναι είτε απόλυτα θετικός ( positive definite 

είτε ημιαπόλυτα θετικός (positive semidei ini te) και 

ΰ =1 Ci = l n) . 
i l 

Εστω οτι Z=(Z ,...Z ) ακολουθεί την X'O.R) κατανομή και S 

μία τυχαία μεταβλητή η οποία 

(ί) είναι ανεξάρτητη της Ζ και 

(ii) v S " χ'(ν) κατανομή. 

Τότε, μια φυσική γενίκευση της Student μεταβλητής όπως 

είναι γνωστό (long (1990). Dup.net aacl Sobel (1954)) είναι η: 

t = (t .t . t ) = (Z / S. Ζ / S Ζ /SV 
1 2 ' n 1 2 Λ 

Γ ι α n=2 ε ί ν α ι ε ύ κ ο λ ο να α ν τ ι κ α τ α σ τ ή σ ο υ μ ε τα t j ( t ^ και ρ _ 

με τ ο χ , y , ρ και να π ά ρ ο υ μ ε τ η ν σ υ ν ά ρ τ η σ η π υ κ ν ό τ η τ α ς π ι θ α ν ό τ η τ α ς 

τ η ς ό ι μ ε τ α β λ η τ ή ς t κ α τ α ν ο μ ή ς με n β α θ μ ο ύ ς ε λ ε υ θ ε ρ ί α ς η ο π ο ί α 
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)α δίνεται από την σχέση (Dünnet and Sobel 1954): 

f ( x , y ) = 
χ,γ 

2 π
/ ι-ο' 

1 + 
χ

2
- 2ρχν + y

2 

η(1-ρ
2
) 

Ι Γ ι α να βρούμε τ η ν f o l d e d μ ο ρ φ ή τ η ς π α ρ α π ά ν ω κ α τ α ν ο μ ή ς θ α 

π ρ έ π ε ι να π ρ ο σ δ ι ο ρ ί σ ο υ μ ε τ η ν απο κ ο ι ν ο ύ κ α τ α ν ο μ ή των τ υ χ α ί ω ν 

μ ε τ α β λ ητών 

m = |zj/ s , |Y| = |ZJ/ s 

όπου |Ζ | , | Ζ
ο
j ακολουθούν την folded normal κατανομή. 

Εχουμε : 

F . , , , (x,y)= P(|X|sx, |Y|sy)= Ρ(-χ^Χ^χ, -y<;Y<;y) = 

F (x.y)+F (-x.-y)-F (-x.v)-F (x,-v) x,y>0 
X , Y

J χ , γ Χ , Y X . Y 

Για τις αντίστοιχες συναρτήσεις πυκνότητας θα έχουμε: 

x , 
f j x U Y | ( K ' y ) = f x , Y ( x ^ ) + f x , Y ( - - ^ ) + f x , Y < - χ · ^ + ί χ . ν ( x ' - y ) 

Η σ χ έ σ η α υ τ ή ο δ η γ ε ί σ τ ο ν α κ ό λ ο υ θ ο ο ρ ι σ μ ό : 

Ο ρ ι σ μ ό ς : Κ από κ ο ι ν ο ύ κ α τ α ν ο μ ή δύο μη α ρ ν η τ ι κ ώ ν π ρ α γ μ α τ ι κ ώ ν 

τ υ χ α ί ω ν μ ε τ α β λ η τ ώ ν 

Χ! και \Υ=|Υ 

θα λέμε ότι είναι η δι μεταβλητή folded t "κατανομή με n βαθμού' 

ελευθερίας αν η συνάρτηση πυκνότητας δίνεται από την σχέση 

n-t- 2 

f
z

l W

( x
^ Ι ι + 

:
2
- 2

Q
xy + y

2
 1" 

η(1-ρ
2
) J 

iÖ& 



rit-2 

, ' χ + 2 ρ χ ν + y' 

η ( 1 - ρ 2 ) 
χ , y > Ο ( 4 . 3 . 1 ) 

Στα σχήματα που ακολουθοννι 7 , 8 , 9 και 10 - δ ί ν ο ν τ α ι OL 

γ ρ α φ ι κ έ ς π α ρ α σ τ ά σ ε ι ς της οιμεταβ/. ητής f o l d e d t κατανομής y1- α 

α)η=4 , ρ = 0 . 2 β)η=4 , ρ=0.9 y)n=20 , ρ=0.2 και δ)η=20 , § = 0 . 9 . 
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Ο . * 
Û» < 
-J ο-
α.-< 

J 3 

~2 
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θέτοντας ρ=0 , ορίζουμε την όιμεταβλητή folded standard t 

κατανομή με n βαθμούς ελευθερίας ως την κατανομή με συνάρτηση 

πυκνότητας πιθανότητας την 

f * y x ' y ) e 
( · + 

2 , 2 
n + 2 

χ , y >0 ( 4 . 3 . 2 ) 

]την ε ρ γ α σ ί α τ ο υ F . E . S t e f f e n s ( 1 9 6 9 ) α π ο δ ε ι κ ν ύ ε τ α ι ό τ ι : 

. » „ » 

0 J 0 

* ' ν 2 

ί ι + - * ί ί > = 1/4 

ε π ο μ έ ν ω ς η ( 4 . 3 . 2 ) ε ί ν α ι μ ί α σ υ ν ά ρ τ η σ η π υ κ ν ό τ η τ α ς π ι θ α ν ό τ η τ α ς . 

Στα σ χ ή μ α τ α 1 1 , 1 2 δ ί ν ο ν τ α ι οι γ ρ α φ ι κ έ ς π α ρ α σ τ ά σ ε ι ς τ η ς 

όι μ ε τ α β λ η τ ή ς s t a n d a r d f o l d e d ΐ γ ι α η=4 , η = 2 0 . 

I l l 
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ΣΧΕΣΗ ΤΗΣ ΔΙΜΕΤΑΒΛΗΤΗΣ FOLDED Τ ΜΕ ΤΗΝ ΔΙΜΕΤΑΒΛΗΤΗ FOLDED 

STANDARD NORMAL ΚΑΤΑΝΟΜΗ 

Οπως είναι γνωστό για μεγάλους βαθμούς ελευθερίας η 

δLμεταβλητή t συγκλίνει στην όι μεταβλητή standard normal. Κάτι 

ανάλογο συμβαίνει και στην τερίττωση των folded κατανομών. 

Πιο συγκεκριμένα όταν n — > ·Λ> είναι γνωστό ότι ισχύει: 

lim 

n >cc 

1 + 
2 ο χ ν + 

n(lV) 

ί x
2
+ y 2-2 öx y 

exp |-
1 2(1-e2) 

(4.3.3) 

και 

1 Ì !Γ< 
2οχν 

nil-Q'-) 

'• Χ Ρ 

χ + ν " •+·. 

J 

Ατό T L Ç (4.3.3Ì . (4.3 . 4) ε·. ναι φανερό ότι η δι μεταβλητή folded 

t κατανομή συγκλίνει στην διμεταβ/.ητή folded standard normal 

κατανομή. 
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Ε π ί σ η ς ε π ε ι δ ή 

l i m ί + 
χ 2 + ν 2 ϊ -

η + 2 
2 , 2 

= exp <Ρ ! ^ ~ 

0 L μ ε τ α β λ η τ ή f o l d e d s t a n d a r d t θα σ υ γ κ λ ί ν ε ι σ τ η ν 

-exp 

2 , 2 
χ + ν 

π οποία είναι η folded standard normal κατανομή για ρ=0. 

(Βλέπε καιΥ-L.Tong (1990)) 

ΣΧΕΣΕΙΣ ΤΗΣ ΔΙΜΕΤΑΒΛΗΤΗΣ FOLDED Τ ΜΕ ΑΛΛΕΣ ΚΑΤΑΝΟΜΗΣ 

Η όι μεταβλητή Cauchy κατανομή με παράμετρο e έχει συνάρτηση 

πυκνότητας πιθανότητας 

(χ. y) 
sn 

cïc^ χ Ν- ν' (4.3.5) 

Ισχα F ( x , v ) η α ν τ ί σ τ ο ι χ η σ ν ν ά ρ τ η σ η κ α τ α ν ο μ ή ς των Χ,Υ. Η από 
Χ , Υ 

: ο ι ν ο ΰ σ υ ν ά ρ τ η σ η κ α τ α ν ο μ ή ς r a v τ υ χ α ί ω ν μ ε τ α β λ η τ ώ ν | Χ | . ί Υ | θα 

: ί \ χ !. : 

: , „ , : , < x , y ) = Ρ ( S Χ Ι ΑΧ f jYUy}= Ρ ( - χ < Χ ^ χ . -y<Y<y) = 

( χ . y ) - F ( - x . - y ) - F 
Χ , Y Χ , Υ Χ , Y 

: - x , y ) - F . ( χ , - y ) x . y > 0 

Α".' θ ε ω ρ ή σ ο υ μ ε τ ι ς α ν τ ί σ τ ο ι χ ε ς σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς π υ κ ν ό τ η τ α ς 

π ι σ τ ό τ η τ α ς θα έ χ ο υ μ ε : 

HC 



f ; x j , ; v | ( x ' y ) = f x , Y 

Η σχέση αυτή οδηγεί στον ακόλουθο ορισμό: 

0οι σμός : Η ατό κοινού κατανομή δύο μη αρνητικών πράγματι ν.ώ\· 

τνχαίων μεταβλητών Ζ= j Χ | και W= ] Y j θα λέαε οτι. είναι η 

δ ι μεταβλητό, half Cauchy κατανομή αν η ατό κοινού συνάρτηση 

τνκνύτητσς τους δίνεται ατό την σχέση 

-3/2 

f, „ u . y ) = ~ - <c< c < : : + x ^ + >'2) 

Ετομενι.ος η οιμεταβ/ητή foìdsd 

ό·. μεταί?'.ητή half Cauchy. 

ΠΡΟΣΔΙΟΡΙΣΜΟΣ ΤΩΝ -ΠΕΓΙΘΏΡϊΰΝ' ΚΑΤΑΝΟΜΩΝ ΤΗΣ ΑΙΜΕΤΑΒΑΗΤΗΣ 

FOLDED Τ ΚΑΙ ΤΗΣ ΛΐΜΞΤΑΒΛΗΤΗΣ FOLDED STANDARD Τ 

Για την εύοεση των σεοι 9ωοί ων αυτών κατανομών γίνεται 

/ρήση της θεωρίας τ'.ο ν oli ioti cal ly contoured distributions. 

Ει vai γνωστό (Tong 1990 proposition 4.1.1 ) ότι οι 

"επί 9ώΰί. ες κα~ανομες τοιν elliptically contoured κατανομών είναι 

και αυτές elliptic -=-1 i y contoured. Ο τ·.:) ς είναι γνχστό σ'αυτήν τη·. 

οικογένεια κατανομών ανήκουν η τολυμεταβλητή normal όπ-ος ε-τίσης 

ι; Γι ο λ ομεταβ^ ητη ΐ και τυσικά οι αν ri στοι ;//. ς δι μεταβλητές 

κατανομές. 

Με Βάση την οεο;οία η οι μεταβλητή r'olded standard t 

(x,y)+f 
x , γ 

(~x,-y)+f 
y., γ 

• Χ . y ) + f (χ,-y) 

x.v>0 : -ι. 3 . 6 ) 

e για :ι= ι Q-ü 

ils-



κ α τ α ν ο μ ή π ο υ ύ ι ν ε τ α ι απο τ η ν σ χ έ σ η 

f ( x , y ) = 
x , γ ΐχ 

1 + 
2 'L 

Χ +V 
π + 2 

Γ( 
= 4 

η+2 . 
—γ- ) 

( η π ) 2 / 2 Γ ( η / 2 ) 

x 2 + y : 
η + 2 

>0 

θα ε ί ν α ι e l l i p t i c a l l y c o n t o u r e d κ α τ α ν ο μ ή . Επομένως από τ ι ς 

ι δ ι ό τ η τ ε ς της π ο λ υ μ ε τ α β λ η τ ή ς t T o n g ( 1 9 9 C ) θα έ χ ο υ μ ε ό τ ι οι 

π ε ρ ι θ ι ό ρ ι ε ς κ α τ α ν ο μ έ ς θα π ρ ο σ δ ι ο ρ ί ζ ο ν τ α ι από τ ι ς σ χ έ σ ε ι ς τ η ς 

f o l d e d t κ α τ α ν ο μ ή ς 

0 0 = 2 
Γ ( - 2 ΐ ! ) 

( η π ) 1 / 2 Γ ί η / 2 ) 
f 1 + 

η + 1 

και 

ι , . ( ^ ) = -

η+ 1 

ί.ηπ) -
/ 2 Γ ( η / 2 ) ^ 

1 + 
ν 2 Ì 

Ρ.+ 1 

ν>Π 

Η ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΚΑΤΑΝΟΜΗΣ ΤΗΣ ΑΙΜΕΤΑΒΛΗΤΗΣ FOLDED Τ 

0 Ton§ ( i ° 9 0 ) στο κ ε φ ά λ α ι ο 9 τ η ς μ ο ν ο γ ρ α φ ί α ς τ ο υ δ ί δ ε ι μ ι α 

μ ο ρ φ ή τ η ς σ υ ν ά ρ τ η σ η ς κ α τ α ν ο μ ή ς τ η ς π ο λ υ μ ε τ α β λ η τ ή ς t ξ ε κ ι ν ώ ν τ α ς 

από τ ο ν τ ύ π ο της σ υ ν ά ρ τ η σ η ς π υ κ ν ό τ η τ α ς όπως α υ τ ή δόθηκε σ τ η ν 

π α ρ ά γ ρ α φ ο 3 . 3 ('βλέπε ακόιιη D u n e t t και S o b e l ( 1 9 5 5 ) ) κάτω από 

τ η ν υ π ο « : οι ~ υ χ α ί ε ς μ ε τ α β λ η τ έ ς t • ι ν α ι 

US 



exchangeable. 

Χρησιμοποιόντας την συνάρτηση κατανομής και κάνοντας 

αριθμητική ολοκλήρωση είναι δυνατόν να κατασκευαστούν τίνακες 

της πολυμεταβλ.ητής t καθώς επίσης και τίνακες των μεταβλητών 

Μ-
Στην περίπτωση τ co ν δυο μεταβλητών θα μπορούσαμε, (υτο την 

προϋπόθεση β έ β α ι α ότι όεν α π α ι τ ε ί τ α ι να ε ί ν α ι e x c h a n g e a b l e 

πράγμα το ο π ο ί ο θα πρέπει να ε ξ ε τ ά σ ο υ μ ε ) , να προχωρήσουμε στην 

εύρεση της συνάρτησης κατανομής της Ôι μεταβλητής f o l d e d t . Γ ια 

τον λόγο αυτόπροσπαθούμε να κατασκευάσουμε ένα μ ε τ α σ χ η μ α τ ι σ μ ό 

α ν τ ί σ τ ο ι χ ο με αυτόν που χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ε ί ο l o n g γ ι α την δι μεταβλητή 

fo lded normal κατανομή. 

θεο.ιρούμε τον παρακάτω μ ε τ α σ χ η μ α τ ι σ μ ό : 

VC/RÖT v / W y / s 

και 

αν ρ>0 

ν. - 1 αν ρ<0 

όπου Ζ Ζ Ζ ακολουθούν την Χ(Ο.Ι) και vS ακολουθεί την ν~ με 

ν βαθμούς ελευθερίας .Τότε, με βάση το θεώρημα 5.3.1 του Tong, 

στο οποίο ήδη αναγερθήκαμε παραπάνω (θεο)ρ, σελ. ), και το 

γεγονός ότι η όιμεταβλητή t προκύπτει από την (Ζ / S.Z / S) 

έχουμε ότι (t , t J· ακολουθεί την διμεταβλητή t κατανομή. 

Σύμφωνα με τον Tong (1990) προσδιορίζουμε την αναλυτική 

μορφή της συνάρτησης κατανομής της οι μεταβλητής folded t με ν 

βαθμούς ε? ενθερί ας . 

ΐ_=(/Τ Ζ + 
2 

δ / 
r 

Q) Ζ )/ S 
ο 



θα έχουμε 

ι ι , ( α , α ί = 

Π { | t . | ^ a } 
ι = 1 

= Ρ (-ast^a) Π (-«t 2 ^a) 

ìZ s 
α ς - / ί ο Ι Ζ, 

/ΊΗ 

- α ς - / ] Τ [ Ζ . 
Ζ < 2 

1 / — ι 1 τ 
Π 

ας-δ / ! Q | Ζ 
Γ ' ' Ο 

/ Γ ^π~ 

- α ς - ό y . L t > ~ ° / i Q T z

0 ì 
" ι ,/ 1-1 η ι J 

S = s 

α ς - y ' j ο J ζ 

/ 1-JQl 
- Ζ < 

1 

- α ς - / 1 Ο Ι ζ 

1 / 1 - Ì Q Ì 

ας-ο / | g - α ς - ό /TöT z 

ζ. < 

/"ΓΤΟΤ / Ì^W 
( S , Z o ) = ( s 

W 

i z A 
- φ 

le 

-ας-/ "QT Ζ 
Ι Δ ì ! Ι 

! ί 
y / _T^|TT ^j 

\2D 



L 

e ας.-δ / i Q\Z > r - α ς - ό / ί ο Ι ζ 
φ Ι '" ! - Φ : : — — 

/ 1-|Ρί J [~ · / 1 — ΐ ο Ι 
φ (ζ) ci ζ }> υ ( s ) ά ς 

ν 

ό π ο υ ψ ( ς ) ε ί ν α ι η σ υ ν ά ρ τ η σ η π υ κ ν ό τ η τ α ς τ η ς S. 
ν 

Κάνοντας αλλαγή μεταβλητών στα ο/οκλήρωματα 

ειδικότερα θέτοντας: 

α=(/~~Ι / 2) ζ και 

μετά από πράΐεις 9α έχουμε: 

w= νs / 2 

και 

' Ι*,
1
 i-J 

χ-

1 

_ >'π Γ (ν/2) 
r,f/-
L Ι 

ί | ο ί 
ι - I n 

JW 
> Ί 
ι ι 

-Φι / 1-; e! u - a / ν ( i - j e ί ) ijx 

/ 

Φ ί δ / 

! Ι 

α / ν ( 1 - j ρ ! ) Ι 

ί / 
Φ|δ / 

ι 1 

2!QI 

ί-α 

iff 

W - e; :Xp (-J r-< ;ÎU e χ ρ (-'·ν) dw 

i ο παραπάνω ο.*.οκ/.ηρ«μα μπορεί va υπΰ/.ογισ?ει με 

α ρ ι θ μ η τ ι v. έ ς μ ε 6 ό <5 ο υ ς . 

Στην περίπτωση κατά την οποία όεν ισχύουν τα παραπάνω 9α 

πρέπει, για να εφαρμόσουμε την θεορία του Tong που δίνεται στο 

κεφάλαιο 9 του βιβλίου του
1
, να υποθέσουμε ότι οι τυχαίες 
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μ ε τ α β λ η τ έ ς ε ί ν α ι e x c h a n g e a b l e ή ι σ ο δ ύ ν α μ α ό τ ι ο σ υ ν τ ε λ ε σ τ ή ς 

σ υ σ χ έ τ ι σ η ς Q G [ 0 , Ì ] . Αυτό γ ι α τ ί σύμφωνα με τ ο π ρ ό β λ η μ α 5 . 2 3 

(Tong ( 1 9 9 0 ) σελ 122) α ν α φ έ ρ ε τ α ι ο τ ι οι t 1 t ^ . . . t τ υ χ α ί ε ς 

μ ε τ α β λ η τ έ ς ε ί ν α ι e x c h a n g e a b l e αν και μ ό ν ο αν ρ β [ 0 , 1 ] . 

Η υ π ό θ ε σ η α υ τ ή μ π ο ρ ε ί να γ ί ν ε ι σ τ α π ρ ο β λ ή μ α τ α α ξ ι ο λ ό γ η σ η ς 

που μ ε λ ε τ ά μ ε με βάση β α θ μ ο λ ο γ ι κ ο ύ ς κ α ν ό ν ε ς , χ ω ρ ί ς να 

π ε ρ ι ο ρ ί ζ ε τ α ι ο υ σ ι α σ τ ι κ ά η γ ε ν ι κ ό τ η τ α τ η ς μ ε θ ο δ ο λ ο γ ί α ς . Αυτό 

γ ι α τ ί ε ί ν α ι φ υ σ ι κ ό να μας ε ν δ ι α φ έ ρ ε ι η σ ύ γ κ ρ ι σ η μ ο ν τ έ λ ω ν με 

θ ε τ ι κ ά σ υ σ χ ε τ ι σ μ έ ν η σ υ μ π ε ρ ι φ ο ρ ά . 

Ε χ ο ν τ α ς κ α τ α λ ή ς ε ι σ τ ο ν π ρ ο σ δ ι ο ρ ι σ μ ό των δ ι α φ ό ρ ω ν μορφών 

""ης κ α τ α ν ο μ ή ς τ η ς σ υ ν ά ρ τ η σ η ς σ τ η ν ο π ο ί α σ τ η ρ ί ζ ε τ α ι ο κ α ν ό ν α ς 

α ξ ι ο λ ό γ η σ η ς των ε ν α λ λ α κ τ ι κ ώ ν μ ο ν τ έ λ ω ν κ α ι έ χ ο ν τ α ς δ ι α θ έ σ ι μ ο υ ς 

τ ο υ ς π ί ν α κ ε ς των π ε ρ ι ο χ ώ ν π ι θ α ν ό τ η τ α ς τ η ς κ α τ α ν ο μ ή ς α υ τ ή ς σ τ ι ς 

δ ι ά φ ο ρ ε ς π ε ρ ι π τ ώ σ ε ι ς ε ί ν α ι δ υ ν α τ ό ν να π ρ ο χ ω ρ ή σ ο υ μ ε σε 

σ τ α τ ι σ τ ι κ ή σ υ μ π ε ρ α σ μ α τ ο λ ο γ ί α γ ι α σ υ γ κ ε κ ρ ι μ έ ν α π ρ α κ τ ι κ ά 

π ρ ο β λ ή μ α τ α . 

«'Ν Α, 



5.Ι ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

Στο κεφάλαιο αυτό περιγράφονται όνο ακόμα μέθοδοι αξιολόγησης 

γραμμικοί/ μοντέλων. Κ πρώτη είναι μη παραμετρική και αναφέρεται 

στην αξιολόγηση ενός μοντέλου ενώ η δεύτερη αξιολογεί συγκριτικά 

όϋο εναλλακτικά γραμμικά μοντέλα. 

5.2 ΜΙΑ ΜΗ ΠΑΡΑΜΕΤΡΙΚΗ ΜΕΘΟΔΟΣ ΑΓΙΟΛΟΓΉΣΗΣ ΤΗΣ ΠΡΟΒΛΕΠΤΙΚΗ! 

ΙΚΑΝΟΤΗΤΑΣ ΕΝΟΣ ΓΡΑΜΜΙΚΟΥ ΜΟΝΤΕΛΟΥ ΒΑΣΙΖΟΜΕΝΗ ΣΤΟΝ ΕΛΕΓΧΟ ΣΗΜΑΤΟΣ 

ΤΗΣ ΔΙΩΝΥΜΙΚΗΣ ΚΑΤΑΝΟΜΗΣ 

Στην ενότητα αυτή εισάγεται μία μη παραμετρική μέθοδος 

αξιολόγησης ενός γραμμικού μοντέλου όπιος αυτό ορίσθηκε στο 

>: ε q α." σ ι ο 2 ο οποίος βασίζεται στον έλεγχο σήματος της διωνυμικής 

κατανομής. 

θεωρούμε το 100(1-α)% διάστημα εμπιστοσύνης για την τιμή της 

εξαρτημένης μεταβλητής την χρονική στιγμή t + i (Υ ) με '*&&γ<Γ 
t +1 ' 

τι un Υ ° του ποοβλέπεται από το μοντέλο. 

Ορίζουμε ένα βαθμολογικό κανόνα ο οποίος "βαθμολογεί" την 

απόδοση του μοντέλου με την τιμή 1 ή 0 ανάλογα με το αν η τιμή 

Υ ' (ότα\ παρατηρηθεί) ανήκει ή δεν ανήκει. αντίστοινα, στο 

διάστημα εμπιστοσύνης που κατασκευάζουμε. 

Δηλαδή αν Ζ είναι ο "βαθμός" του μοντέλου την χρονική στιγμή 

\%t> 



t έ χ ο υ μ ε 

f.-

f 1 αν Υ 

η — 

L· — 
ί 

t + 1 
Y ° ± t S - ο 

t + l 1 - m , l - a / 2 Y 
t t + l 

0 δ ι α φ ο ρ ε τ ι κά 

ό π ο υ S - ο =S / 1+X ° ( X X ) " 1 X °' 
Y t t + l t t t + l 

t + l 

θ ε ω ρ ο ύ μ ε ε π ο μ έ ν ω ς η α ν ε ξ ά ρ τ η τ ε ς δ ο κ ι μ έ ς (1 , Ζ . . . . , Ζ ) . ό σ ε ς 
1 2 n 

ε ί ν α ι και ο α ρ ι θ μ ό ς των φορών τ ο υ έ χ ο υ μ ε π α ρ α τ η ρ ή σ ε ι ς γ ι α τ ο 

μ ο ν τ έ λ ο . 

Εστω Τ ο αοι θμός των ε π ι τ υ χ ι ι ό ν (Τ=# των {Ζ = 1 } ) μ ε π ι θ α ν ό τ η τ α 
1 

ε π ι τ υ χ ί α ς Ρ( Ζ =1) = ρ . 
1 

Υπό τ ι ς παράπονο; π ρ ο ϋ π ο θ έ σ ε ι ς η τ υ χ α ί α μ ε τ α β λ η τ ή Τ 

α κ ο λ ο υ θ ε ί τ η ν δ κ ο ν υ μ ι κ ή κ α τ α ν ο μ ή με π α ρ α μ έ τ ρ ο υ ς n και p . 

Ενας σ τ α τ ι σ τ ι κ ό ς έ λ ε γ χ ο ς π ο υ ο δ η γ ε ί σ τ η ν α ξ ι ο λ ό γ η σ η ε ν ό ς 

μ ο ν τ έ λ ο υ ε ί ν α ι ο*: 

Κ : ο s 1/2 
ο 

Η : ρ > 1/2 

( 5 . 2 . 1 ) 

Κάτω από την μηδενική υπόθεση η Τ θ'ακολουθεί την διωνυμική 

κατανομή με παραμέτρους n και ρ=1/2. 

Σύμφωνα με τον έλεγχο αυτό απορρίπτουμε την μηδενική σε 

επίπεδο σημαντικότητας α αν η τιμή της Τ είναι μεγα/ύτεοη από μϊα 

τιμή t έτσι ώστε να ισχύει: 

Ρ(Ι>ΐ / η, ρ=1/2)=α 

;ί ισοδύναμα αν 

- m 



Ρ(Tit / η. ρ=1/2)=1-α. 

Με δεδομένο το σύνολο δοκιαών η και το επίπεδο σημαντικότητας 

α όπως είναι γνωστό (Conover (1986)) η κρίσιμη τιμή της t για την 

περίπτώση μεγάλου δείγματος προσεγγίζεται απο τον τύπο: 

t = l / 2 ( n + w γ/~7Γ ) ( 5 . 2 . 2 ) 
1 - e . 2 ' 

ό π ο υ w δ ί ν ε τ α ι από τ ο υ ς π ί ν α κ ε ς τ ι μ ώ ν τ η ς κ α ν ο ν ι κ ή ς 

ι - α /1 

κ α τ α ν ο μ ή ς . 

Γ ι α α ι κ ρ ο δ ε ί γ μ α η κ ρ ί σ ι μ η τ ι μ ή τ ο υ t δ ί ν ε τ α ι από τ ο υ ς 

π ί ν α κ ε ς τ ι μ ώ ν της ο ι ω ν υ μ ι κ ή ς κ α τ α ν ο μ ή ς . 

Π ρ ο κ ε ι μ έ ν ο υ να ε φ α ρ μ ό σ ο υ μ ε τ η ν μ έ θ ο δ ο α υ τ ή σε π ρ α γ μ α τ ι κ ά 

δ ε δ ο μ έ ν α χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ο ύ μ ε τα δ ε δ ο μ έ ν α X e k a i a k i - K a t t i ( 1 9 8 4 ) γ ι α τ η ν 

παραγο>γή κ α λ α μ π ο κ ι ο ύ σ τ ι ς π ε ρ ι ο χ έ ς CRD10-CRD100 τ η ς π ο λ ι τ ε ί α ς τ η ς 

Ι ν δ ι ά ν α των ΗΠΑ γ ι α τα έ τ η 1 9 6 3 - 1 9 8 0 . 

Τα σ χ ε τ ι κ ά α π ο τ ε λ έ σ μ α τ α δ ί ν ο ν τ α ι δ ί ν ο ν τ α ι στο π α ρ ά ρ τ η μ α IV. 

Απο τ ο υ ς π ί ν α κ ε ς γ ί ν ε τ α ι φ α ν ε ρ ό ό τ ι και τ α δύο μ ο \ τ έ λ α Α και Β που 

χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ή θ η κ α ν από το USDA ( U n i t e d S t a t e s D e p a r t m e n t of 

A g r i c u l t u r e ) έ χ ο υ ν ι κ α ν ο π ο ι η τ ι κ ή π ρ ο β λ ε π τ ι κ ή ι κ α ν ό τ η τ α . 

5.2 ΜΕΘΟΔΟΣ ΓΙΑ ΤΗΝ ΣΥΓΚΡΙΤΙΚΗ ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗ ΛΥΟ ΕΝΑΛΛΑΚΤΙΚΩΝ 

ΓΡΑΜΜΙΚΏΝ ΜΟΝΤΕΛΩΝ ΠΟΥ ΒΑΣΙΖΕΤΑΙ ΣΤΟΝ ΕΛΕΓΧΟ ΤΟΥ ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΗ 

ΣΥΣΧΈΤΙΣΗΣ 

Στην ενότητα αυτή, δίνεται ένας άλλος τρόπος αξιολόγησης 

μοντέλων που στηρίζε-αι στην απόλυτη τιμή της διαφοράς της 

ποοβ/επόμενης από την παρατηρούμενη τιμή για ένα μοντέλο την 

χρονι/.ή στιγιιή t. Στην περίπτωση αυτή το καλύτερο μοντέλο θα 
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θεωρηθεί εκείνο που έχει τον μικρότερο τελικό βαθμό 

θεωρούμε δυο γραμμικά μοντέλα Α και Β 

της μορφής: 

Υ =Χ (Μ) Ρ +ε (Μ) (Μ=Α,Β) 
t t M t 

ό π ο υ όπως έ χ ο υ μ ε α ν α φ έ ρ ε ι στο κ ε φ ά λ α ι ο ί, 

Υ ε ί ν α ι Οι ά ν υ σ μ α δ ι α σ τ ά σ ε ο ; ς 1 χ 1 των ε ξ α ρ τ η μ έ ν ω ν 
t ι 

μ ε τ α β λ η τ ώ ν . 

Χ (Μ) π ί ν α κ α ς δ ι α σ τ ά σ ε ω ς 1 xm (1 >m 'Χ (Μ) 'Χ ( Μ ) Ι * 0) 
t L Μ L Κ ! t t ' 

γνωστών σ υ ν τ ε λ ε σ τ ώ ν . 

β δ ι ά ν υ σ μ α δ ι α σ τ ά σ ε ω ς m χΐ σ υ ν τ ε λ ε σ τ ώ ν π α / ι ν δ ρ ό μ η σ η ς και 
Μ Μ 

ε (Μ) διάνυσμα διαστάσεως 1 xi τυχαίων μεταβλητών που 

ακολουθούν την κανονική κατανομή με Ε(ε (Μ))=0 και 

\
7
(ε (Μ))=σ-(Μ) Τ (σ"(Μ) < χ) και Ι είναι 1 χΐ ταυτοτικος 

t t 

πι νάκας. 

Μία π ρ ό β λ ε ψ η γ ι α τ η ν ε ξ α ρ τ η μ έ ν η τ υ χ α ί α μ ε τ α β λ η τ ή γ ι α 

τ η ν χ ρ ο ν ι χή σ τ ι γ μ ή t + 1 θα δ ί ν ε τ α ι από τ η ν σ τ α τ ι σ τ ι κ ή σ υ ν ά ρ τ η σ η : 

t + ι 
(Μ) = Χυ (Μ; ß Ο!) 

t + i 

οπού β 0·Π είναι n εκτιμήτρια ελαχίστων τετραγώνων του β την 
ι. κ 

γ ρ ο ν ι κ ή σ τ ι γ μ ή ΐ , κ α ι Χ (Μ) ε ί ν α ι ένα I xm δ ι ά ν υ σ μ α των τ ι μ ώ ν 
t + ι t Μ 

των συντελεστούν π α λ ι ν δ ρ ό μ η σ η ς τ η ν σ τ ι γ μ ή t + 1. Εστω Υ ° (Μ) 

t + ι 

ε ί ν α ι η π α ρ α τ η ρ ο ύ μ ε ν η τ ι μ ή της ε ξ α ρ τ η μ έ ν η ς τ υ χ α ί α ς μ ε τ α β λ η τ ή ς 

τ η ν σ τ ι γ μ ή t + 1 . Τ ό τ ε γ ι α δύο μ ο ν τ έ λ α Α και Β τα ο π ο ί α θ έ λ ο υ μ ε 

να σ υ γ κ ρ ί ν ο υ μ ε 9α ι σ χ ύ ε ι ό τ ι η τ υ χ α ί α μ ε τ α β λ η τ ή 

t + i 
v u ίΜ) = e (Μ) 

t «. 1 

(5 ι ; 

»Ä6 



σ κ ο Λ ο υ ο ε ι τ η ν κ α ν ο ν ι κ ή κ α τ α ν ο μ ή με μ έ σ η τ ι μ ή υ και 

δ ι α σ π ο ρ ά σ όπου 

7 Ρ 
σ'= σ-(Μ) 

Μ 
1 + Χ ν· ( Μ ) ( Χ ί Μ ) Χ Γ Μ ) ) _ 1 Χ υ (Μ) Ι με Μ=Α ή Μ=Β ( 5 . 3 . 2 

t +1 ί. ' t t + 1 J 

Ε τ σ ι η α π ό λ υ τ η τ ι μ ή της ( 5 . 3 . 1 ) η ο π ο ί α ε ί ν α ι η 

Υ ° ( Μ ) - γ « (Μ)ι = | e (Μ) 
t + l t + l ' ' t + l 

θα ακολουθεί την folded normal κατανομή με 

μέση τιμή μ = / 2/π σ .και διασπορά σ^= σ"(1-2/π) 
f M f M 

(Leone et.al. 1961) . 

Με άλ.Α α λόγια: 

Eile (Α)Ι)= / 2/π σ, και 

Eile (Β) n= / 2/: 
(5.3.3) 

π σ 

Ενας έλεγχος υποθέσεων που θα μπορούσε να γίνει είναι 

Η : Eile (Α)|) = E(|e (Β) |) 

Η^: E(|e
f
(A)j) < E(je

t
(B)|) 

(5.3.4) 

Ε , ' α ι τ ί α ς της ( 5 . 3 . 3 ) η ( 5 . 3 . 4 ) ε ί ν α ι ι σ ο δ ύ ν α μ η 

ri : σ = σ 
C A 9 

Η : σ " < (J-
1 Β 3 

« ' 5 . 3 . 5 ) 

Λ αυτό το σημείο ϋα πρέπει να σημειώσουμε Ο' 

- WY 



( j e ( A ) | + | e ( Β ) I ) , ( | e (A) j - | e . ( Β ) | ) ì 
; 

E ( e^(A) - e 2 ( B ) ) = a2 - σ 2 ( 5 . 3 . 6 ) 

Αν θ έ σ ο υ μ ε 

! t + = | e_ (A) | + | e (B) J και. R = | e> (A) | - | e^ (Β) | ( 5 . 3 . 7 ) 

θα έ χ ο υ μ ε 

L ο ν . ( Κ , R j 
t+ ι-

E » ( ) e t ( A ) | + | e t ( B ) j ) C | e ^ ( A ) 1 - | e t ( Β ) j) 

- E ; ( | e . ( A ) | + je (B) | ) ! E ( | e ( A ) | - | e ( B ) | ) ( 5 . 3 . 8 ) 

'.'i'αιτίας TCOY (5 . 3 . 3) , (5 . 3 . 6) χαι ( 5 . 3 . 7 ) η ( 5 . 3 . S) θα γ ί ν ε ι 

Cov. ( R . . R ) = a? - σ 2 - . 
t + L- A 3 

! -/ 2/-X σ + / Ι/ι σ | !-/ 2/π σ - / 2/α σ ! 
L Α BJ L Α S J 

/.ai ε .τόμε νιος 

( R. 
t + t -

( σ ζ - α Ί ( 1 
Α Β 

) ( 5 . 3 . 9 ) 

Λόγω τ η ς ( 5 . 3 . 9 ) ο έ λ ε γ χ ο ς υ π ο θ έ σ ε ω ν ( 5 . 3 . 5 ) θα ε ί ν α ι 

ι σ ο δ ύ ν α μ η με τ ο ν έ λ ε γ χ ο 

Η : Cov . ( S , E: ) = G 
Û t + L - ' 

( 5 . 3 . 1 0 ) 
Κ : C o v . ( R , R. ) < 0 

t + t -



') ο π ο ί ο ς ε ί ν α ι ι σ ο δ ύ ν α μ ο ς με το· 

'R R 
t + t -

= 0 

( 5 . 3 . 1 1 ) 

h : ο 
1 " R 

Μία στατιστική συνάρτηση που θα μπορούσε να χρησιμοποιηθεί για 

τον παραπάνω έλεγχο είναι η συνάρτηση 

ι t + t • - ïï ) —̂ 
t t T.-

y ÎR - - T - l 2 \ ( R 
Z, t t t t+J L {_ t · ' ^ - J 

n 

ο π ο ύ 
1 

Y je ( A ) | + | e ( B ) ! / n 
L· t t 

t = ι J 

Κάτω από την μηδενική υπόθεση η ασυμπτωτική κατανομή το; 

Ε είναι η κανονική με μέση τιμή 0 και διασπορά Var(R 

R ) / VariR )Var(R ) (Lehmann (19S6). 
• -. - t + t -

P-r :σι ι μες του Ζ =-/' n R στην αριστερή ουρά της κανονικής 

κατανομής θα οδηγούν σε απόρριψη της μηδενικής υπόθεσης.Αυτό 

συνεπάγεται ότι το μοντέλο Α περιγράφει καλύτερα τα υπό ανάλυση 

δεδομένα από το μοντέλο Β.Στο παράρτημα V γίνεται εφαρμογή της 

παραπάνω μεθόδου πάνω σε δεδομένα από την συγκομιδή καλαμποκιού 

στις -εριοχές CRDlO(Crep Reporting District ίΟ) έως και 

OFDiOO(Crop Reporting District iQ0) της πολιτείας της Ινδιάνας 

το.·ν ΗΠΑ για τα έτη 1963-19S0. Τα στοιχεία αυτά περιέχονται στην 

εργασία των Xekaiaki-Katti (1984), 
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1 .281 
2.24SE-4 

0.216 

3.685 

Σ ύ ν ο λ ο r " : 6 4 . 2 8 
t 

Βαθμοί ε λ ε υ θ ε ρ ί α ς :29 

p - v a l u e : 1 .'76Ε-4 

Ut3 



ΠΙΝΑΚΑΣ II 

CRD20 

MODEL A 

Αεί κτης 

ί 

2 
3 
4 
5 
6 
7 
S 
9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
IS 
19 
20 
2 1 

22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
2 9 

Ετος 

1951 
1952 
1953 
1954 
1955 
1956 
1957 
1958 
1959 
1960 
1961 
196 2 
1963 
1964 
1965 
1966 
196 7 
1968 
1969 
1971 
1972 
1973 
1974 
1975 
1976 
1977 
1978 
1979 
1980 

Y
0 

t 

36.0 
36.7 
33.7 
41.4 
37.8 
40. 1 
40.4 
42.4 

39. 1 
44.3 
47.7 
49.6 
52.3 
44.6 
56.8 
46.8 
50.9 
55 . 5 

59.5 

62.8 
61 .8 
62.3 
38.9 
62.4 
67.6 
62.6 
61 .7 
68.4 

54.0 

Y°(A) 
t 

32 . 7 

36.0 

3 6.2 

42.9 

33.1 

39.4 

40.0 

43. 1 

39.5 

43.0 

43.2 

43.5 

48.2 

56.6 

42.6 

49.3 

42.2 

50.5 

6C.9 

56.3 

60.6 

58.9 

59.0 

64. 1 

57.8 

63.9 

65.4 
67.3 
63.7 

2 
Γ 
t 

1.9169 
0.02189 
0.3547 
0. 147 

0.7742 
0.03366 
0.01985 
0.01694 
0.01188 
0. 1621 
2.544 
3.341 
0. 1075 
2.481 
4.667 
0.1718 
2.258 
0.8237 
0.05717 
0.9212 
0.08711 
0.7158 
31 .24 
Û. 03564 
3. 146 
0.05361 
0.541 
0.05361 
5. 184 

Σϋ\
:
ολο r" 

Βαθμοί ελευθερίας 

p-value 

61.9 

29 

3.56E-4 

150 



ΠΙΝΑΚΑΣ III 

CRD30 

MODEL A 

Δείκτης Ετος Y
0
 Y

0
(A) r

2 

t. t. t. 

1 

2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
1 i 
12 
13 
14 
1 5 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
2S 
29 

1951 
1952 
1953 
1954 
1955 
1956 
1957 
1958 
1959 
1960 
1961 
1962 
1963 
1964 
1965 
1966 
1967 
196S 
1969 
1971 
1972 
1973 
1974 
1975 
1976 
1977 
1978 
1979 
19S0 

32.6 
36.3 
33 . 4 

40.6 

38.3 

38. 1 

34.8 

42. 1 

3 7.3 

38.6 

45.9 

45. 5 

51.2 

39 . 3 

52.6 

48.3 

46.4 

54.2 

52.8 

55 . 1 

59.3 

5S. 1 

3 5.3 

52.4 

62.8 

64.9 

6Q.9 

6 7.5 

65. 1 

39.5 

33.5 

44.7 

56.2 

38 
40.8 

39.4 

41 .3 

32 . 3 

39.6 

42.7 

42.3 

42.S 

54.8 

3 2. S 

51 .0 

44.7 

46.9 
54.4 

57.7 

57. 1 

59. 9 

49.9 

50.7 

58. 1 
60.7 

60.3 
66.4 

65. 1 

6.919 

0.2979 

2.335 

1 . 175 

3.165E-3 

1 .834 

1 .834 

0.01295 

1 .677 

0.06103 

0.7064 

0.6399 

0.2405 

2.465 

5.926 

0.09863 

0.05661 

1 .094 

0.03S5 

0.0695 

0. 176 

0.1358 

7.421 

0.C6 02 2 

0.60S9 

0.6919 

0.01775 

0.07 174 

0 

Σύνολο r
1
" : 35 . 37 
t 

Βαθμοί ελευθέριας :29 

p-value : 0.193 

151 



ΠΙΝΑΚΑΣ IV 

CRD-Ο 

MODEL A 

Αεί /.της Ετος Υ ,ο Υ°(Α) 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
1 1 
12 
13 
14 
15 
16 
17 

is 
19 
20 
21 
22 
'"> "ί 

24 
25 
2 6 

27 
2 7 

29 

1951 

1952 

1953 

1954 

1955 

1956 

1957 

1958 

1959 

1960 

1961 

1962 

1963 

1964 

1965 

1966 

1967 

1968 

1969 

1971 

1972 

1973 

1974 

1975 

1976 

1977 

1978 

1979 

1980 

34.2 

31 .8 

34.2 

3ύ . 3 

33.6 

40.6 

35.7 

39.9 

40.8 

44.7 

46.3 

55.8 

60. 1 

48. 1 

64.4 

48.9 

57.0 

56.4 

65. S 

6 7.'7 

69.6 

67 . 5 

43.0 

69. 1 

70.8 

63.8 

73. 1 

74.7 

59.1 

37.6 

29.7 

3 8.4 

35. 1 

29.9 

40.0 

39. 5 

21.6 

38.8 

42.5 

42.5 

42.9 

72.5 

62.2 

46.4 

53.5 

52.9 

49.6 

55 .4 

74.3 

64.8 

60.8 

50. 1 

53.5 

74.7 

43.5 

79.2 

69.9 

71 .6 

1 . 195 

0.4317 

1 .61 

2.561Ε-3 

0.9244 

0.05448 

2.861 

8.015 

0.4737 

0.4885 

1 .803 

14.4 

0.7521 

2.748 

6.947 

0.5392 

0.5181. 

1.511 

4. 157 

0.79 3 6 

0.8173 

1 . 758 

1 .445 

8.392 

0.4125 

3.973 

1.192 
0.6684 

4.958 

Luve/..ο r̂  

Βαθμοί ελενθε; 

p-value 

7 3.84 

— y 

iE'-5 

\5Χ 



ΠΙΝΑΚΑΣ Y 

CRDcO 

MODEL A 

•/της 

6 
7 
8 
9 
10 
1 1 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
IS 
19 
20 
2 1 
2 2 
23 
24 
25 
26 
2 7 
28 

Ετος 

1951 
1952 
1953 
1954 
1955 
1956 
1957 
1958 
1959 
I960 
1961 
1962 
1963 
1964 
1965 
1966 
1967 
196S 
1969 
1971 
1972 
197 3 
1974 
1975 
1976 
1977 
19 78 
1979 
1980 

38 
33 
37 
3 7 

38 
40 
38 
3 9 

42 
44 
46 
*> > 

5 6 

46 
62 
5 0 

52 

67 
65 
67 
6 8 

47 

72 
6 4 

/ J-

/ J
1
! 

6 7 

0 

1 

1 
i 

0 
j . 

S 
5 
\ 
I 

-+ 

s 
1 

-T 

1 

2 
I 
I 

9 
Q 
f, 

5 
9 
•i 

> 

5 
0 

> 

L 

"7 

7 

7 

Y°(A) 

39-2 
32-6 

41 · 5-
^ 8 . 0 
Ï 1 . 7 
41 · 1 
4 2 - 3 
2 9 . 2 
3 9 . 1 
42 
43 

8 
7 

44^6 
6 8 . 3 
6 0 . 3 
1 6 . 7 
5 4 . 3 
50- I 
5 5 . 3 
55 -4 
7 5 . 9 
6 2 . 0 
7 2 . 7 
6 4 . 7 
6 5 . 4 
7 5 . 3 
< 1 . 3 
6 4 . 0 
7 4 - 4 
6 6 . 4 

c. 
0. 
0. 
0. 
1 . 
0, 
1 . 
0, 
0. 
0. 
1 . 
7, 
0. 
3, 

,9054 
.01003 
,6995 
,04743 
,936 
,0873 
,447 
,5827 
,9662 
,2457 
, 109 
,287 
.6115 
, 163 

14.62 
0, 
0. 
0. 
3. 
1 , 
Ô, 
0, 
7. 
0, 
0. 
1 . 
3. 
9 , 
0. 

,2398 
,06496 
,05467 
,767 
,47 
.8253 
.5288 
. 137 
.02333 
.2008 
,447 
.043 
.501E-3 
.07354 

Σ ή ο ί ο 

Εαθ'.ιοί 

ρ - ν a iu< 

.,, ρ - .οι. α ς 

5 1.79 . 

29 

5 . 7 5 3 Ε -



ΠΙΝΑΚΑΣ VI 

CRDÓO 

MODEL A 

Δείχτης Ετος Y
0
 Y

0
(A) r

2 

t. t t 

1 
2 

3 
4 
5 

6 
η 
l 

S 
9 

10 
11 
12 
13 
14 

15 
16 
17 

18 
19 
20 
2 ι 

22 
23 
24 
25 
2 6 

27 

28 
29 

1951 

1952 
î 953 
1954 
1955 
1956 
1957 
1958 
1959 
1960 
196 1 
196 2 
1963 
1964 
1965 
1966 
1967 
1968 
1969 
1971 
197 2 
1973 
1974 
1975 
1976 
1977 
1978 
1979 
1980 

35.0 
28.5 
34.7 
38.9 
38. 3 
37.6 
36.8 
36.2 
37.6 
43.4 
45.9 
53. S 
52.5 
39.6 
51 .2 
47.3 
46.9 
53.7 
59.4 
5 7.9 
62. 1 
61 .7 
47.4 
65.7 
65.7 
59 . 5 
68.0 
70.3 
70.6 

3 6.0 
32.2 
37.3 
37.6 
3 7.1 
40.9 
39. 1 
35.7 
3 3 . 7 
40.4 
44.0 
23.4 
128.6 
58.2 
32.7 
47.4 
42.0 
5 3.4 
63.7 
6 2.0 
53.6 
65.3 
59.2 
58.6 
ò 9 . 4 
50.6 
6 7.4 
49.6 
•7 r> -j 

0.09466 
1 .481 
0.5431 
0.04229 
0.08221 
1 .728 
0.9337 
8.431Ξ-3 

2. 151 
0.9275 
0.6054 
1 Ο . Ο y 

9.86 
4.421 

4.806 
2.014E-4 
0.4944 

2.511E-3 
0.4927 
0.2965 
2 .357 

0.4775 
3.84 9 
0.4202 
0.5613 
2.801 
0.0191i 
5. 157 
4.521E-4 

Σϋνο/c r" : 58.3 
t. 

Βαθμοί ε λ ε υ θ ε ρ ί α ς : 2 9· 

p - v â l u è : 0 . 0 0 1 

\SM 



ΠΙΝΑΚΑΣ VII 

CRD70 

MODEL A 

. 

ΔεC κτης 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
S 
9 
10 
1 1 

12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
2 ι 

22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 

Ετος 

1951 

1952 
1953 
1954 

1955 
1956 
1957 

1958 
1 959 
1960 
1961 
1962 
1963 
1964 

1965 
1966 
1967 
1968 
1969 
1971 

1972 
1973 
197-1 

1975 
1976 
1977 

1978 
1979 
1980 

Y
0 

t 

29.9 

2 6.7 

25.7 

22.7 

31 .9 
38.3 
32.2 
34.8 
35.3 
37.0 
41 .8 

46.3 
52.6 
48.4 
60.9 

47.2 
62.0 
52.6 
61 .7 
60. 1 

65.8 
61 .5 
49.2 
63.3 
70.3 

66.0 
68.2 
66.0 
61.8 

Y°(A) 

29.2 

26.0 
27.0 
27.0 
21.5 
32.9 
36. 1 
2 7.8 
3 3.0 
34. 1 

35 . 5 

37. 1 

4 9.4 

54.5 

45.6 

59.6-
54. 1 

55.9 

53.4 

58.8 

55.9 

59.4 

51 .2 

58. 1 

66.5 
62.0 
68.5 
62.7 
66.7 

2 
r 
t 

0.05496 

0.03201 
0.2103 
2.378 
8. 122 
2.828 
1 .349 

0.244 
0.2751 
0.7177 

3.985 
S.02 

0.06725 
0.6119 
5.896 
3.958 
1 .378 
0.2545 
2.606 

0.03566 
3.585 
0. 1818 
0.04136 

1 .262 
0.5117 

0.795 
4.936E-3 
0.3291 
1 .005 

Σύνολο r 
t 

Βαθμοί ελευθερίας 

p-value 

2 9' 

7.508E-3 

\5S 



ΠΙΝΑΚΑΣ Vili 

CRDSO 

MODEL A 

Δείχτης Ετος Υ° Υ°(Α) 
t t 

! 
2 
3 
4 
5 
6 
η 
ι 

δ 
9 
10 
11 
12 
1 3 

14 
15 
16 
1 7 

18 
19 
20 

22 
2 3 
-ι f 

25 
2 6 
" 7 

28 
29 

1951 
1952 
1953 
1954 
1 955 
1956 
1957 
1958 
1959 
i960 
1961 
1962 
ion 
1964 

1965 

1966 

1967 

1958 

1969 

19?1 

197 2 

1973 

1974 

1975 

1976 
1 Q ~> 7 

Ì97S 
1979 
ι980 

27 
21 
2 5 

20 
31 
35 
30 
35 
34 
32 
42 
41 
47 
37 
5 2 
44 
54 
4 8 

57 
C -) 

60 
57 
4 9 

42 
64 
60 
62 
60 
54 

2 
^ 

9 
S 
0 
2 
6 
6 
0 
5 
6 
5 
6 
δ 
6 
Ο 

5 
5 
0 

Γ. 

Ο 

5 
* 
3 
Γ 

7 
4 
Λ 

4 
6 

27.2 

2 3 . 5 

28.6 

23.8 

2 5.2 

29.5 

30.4 

32.8 

32.8 

31 .9 

35.7 

35.6 

36.2 

4 4.6 

32.5 

52.6 

51 .8 

47.3 

50.4 

58.5 

53.5 

54.9 

53 . 9 

53.3 

54.0 
C 1 1 

Ó3.0 
58.3 
60. 1 

0 
0.2571 
0.S785 
1 .208 
1 .862 
5.337 
4.352Ε-3 

0. 1054 

0.1406 

0.05074 

8. 102 

4 . 3
 Ί· S 

1 .432 

2.017 

13.44 

1 .754 

0.2135 

0.05046 

2.79 

0.8682 

1 . 904 

0.2829 

0.3798 

6.359 
.1 ι -» η 

2.35 

0.02051 

0. 1524 

1.116 

Βαθμοί ελευθερίας Λ Q 

\5β 



ΠΙΝΆΚΑΣ IX 

CRD90 

MODEL A 

Δείχτης Ετος ι ι (λ) r 
t t t. 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
S 
9 
10 
ί 1 
1 t 

13 
14 
I 5 
16 
ι 7 

'S 
1 9 

2 0 
2 [ 

22 
23 
•) ι 

25 
2 6 
27 
2δ 
"! Q 

951 
1 952 
953 
1954 
955 
Î956 
957 
958 
1959 
960 
L961 
96 2 
963 
964 
965 
L 96 6 
967 
96S 
969 
[971 
[972 
.973 
974 
[975 
.976 
.977 
978 
979 
980 

25 
24 

24 
30 
34 
33 
^ 1 

35 
34 
43 
47 
46 
40 
^ Î 

50 
53 
49 
5 7 
5i 
56 
w υ 

17 
47 

63 
63 
64 
6 3 

59 

9 
8 
5 
^ 

5 
7 
-ι 

0 
0 
4 
5 
7 
4 
1 
6 
4 
6 

e 
ζ 

5 
8 
-7 

/ 
9 
e; 

7 
•5 

0 
6 

28.9 
28.4 
3 2. 1 
24 ,7 
27.4 
34. 1 
34. S 
22.9 
3 4.3 
35.4 
37. 1 
3 8.0 
49.4 
41.8 
33.0 
47.6 
49. 2 
54.3 
49.5 
59.3 
53.4 
51.4 
54.3 
•I > ^ 

50.4 
5 4.6 
61 .5 
62.4 
60.5 

0.6206 
0.6896 
0. 1962 
2.241Ε-3 
0.3675 
0.0509S 
0.3S61 
2 . 148 
0.05383 
0. 1614 
6.973 

12.78 
0. 1008 
0.08143 
15.27 
0.2597 
0.6037 
0.7509 
4 . 1 S 6 

0.7451 
0.4112 
0.01528 
1 .668 
5.299Ε-3 
10.4 
3.924 
0.4276 
0.02001 
0.03855 

Σύνολο τ'' : 63 . 34 
t 

Βαθμοί ελευθερίας :29 

p-value '· 2. 3 3 Ε—4 

\S1 



ΠΙΝΑΚΑΣ Χ 

CRD-CC 

MODEL A 

λ ε ί κ τ η ς Ετος Y0 Y0 (A) 
t t 

ι 

-> 
3 
1 

5 
6 
/ 

8 
9 
10 
: ι 

12 
i 3 
< 1 

1 ~ 

l J 

ι 7 

18 
1 9 
-ι η 

_ J 
·> 1 

^ •) 

23 
":• \ 

~) > 
Λ /" 

2 7 

2 8 
~< j 

1951 
1952 
1953 
1954 
1955 
195 6 
1957 
195S 
1 959 
1960 
1961 
1962 
1963 
1964 
1965 
19 6 6 
1967 
196S 
19 69 
1 97 1 

1972 

1973 

1974 

19 7 5 

1976 

19 7 7 

1976 

Î979 
1 9 S 0 

3 3.3 
31.4 
32.3 
34 . 8 
35. 1 
3S.9 
3 7.0 
39.5 
39 . 2 
42.7 
46.4 
51.5 
54.6 
45.2 
59.0 
49.0 
54.0 
55 . 2 
62. S 
63.4 
65.3 
64.0 
44.6 
61.5 
6 9.0 
64 .0 
67.S 
70.3 
60.3 

36.4 
30. 2 
36.4 
t ι -3 
0 •+ . i 

30.0 

38.3 

39.6 

24.4 

37.7 

39.2 

41.8 

44.6 

52.0 

59.9 

44. 1 

59 . 1 

49.0 

5 3.3 

55.0 

71.2 

62.8 

63.2 

53.9 

46.3 

67.5 

57.0 

74.5 

68.9 

65. 4 

1.323 

0.1274 
1 .676 

9.0S4E-3 

1 .603 

0.04454 

1 . 187 

1 .835 

0.2914 

1 .43 

2.486 

4.897 

0.05308 

3.S68 

4.636 

2.983 

0.6973 

0. 12S1 

2.278 

L .326 

0.2524 

0.03199 

2.766 

ι 0 . 4 7 

0.07445 

1 . 25 

2. 164 

0.0 748 9 

1 . 289 

IvvoÀo r2:51.25 
t 

Βαθμοί ελευθερίας 

D-value : 6.601E-3 

\<& 



ΠΙΝΑΚΑΣ I 

CRDIO 

MODEL Β 

Ac ικτης 

1 

1 

2 
3 
1 

Τ 

5 
6 
Ί 
ι 

S 
9 
10 
1 1 

12 
13 
14 
1 5 

16 
17 
! Γ; 

ί Ο 

19 
20 
J. ι 

22 
•ι ι 

Ί J, 

Ετος 

1956 

1957 

195S 

1959 

1960 

1961 

1962 

1963 

1964 

1965 

1966 

1967 

196S 

1969 
197[ 

197 2 

197 3 

1974 

1975 

1976 

1977 

197S 

1979 

1980 

Υ° 
t 

39.0 

39.7 

43.0 

42.0 

48.2 

50.7 

•53. S 

57.7 

48.9 . 

61 .2 

51.4 

57.4 

58.5 

66 . 6 

71 .6 

69.6 

67.5 
45 . 5 

65.2 

70.6 

66. 1 

66.9 

7 3. 1 

4 9.3 

Λ ο 
χ 
t 

32 .7 

41.3 

42.5 

4 3.0 

44. 5 

48. ι 
50.3 

54.3 

52.9 

53.6 

57.0 

62.5 

60 . 8 

62.3 

69.2 

69.4 

70. ί 

69.6 

69.3 

71 . 1 

71 . 1 

71 .6 

76.0 

71.2 

r̂  

Ι. . 768 

0.1692 

0.01S23 

0.07437 

1 . 233 

0.63 55 

1 . 106 

1 . 144 

1 . -t ο -t· 

5.337 

2.836 

2. 18 

0.4282 

1 .5 35* 
0.i86 

3.501Ε-3 

0.5783 

49.5 . 

0 . ό 6 6 5 

0.01015 

0.5098 

0.9653 

0.3613 

19.
7
7 

λυνολο r 
t. 

Βαθμοί ε." ε υ θ ε ρ ί α : 

D - v a l u e 

9 2 . 8 

0 . 0 0 0 

123 



ΠΙΝΑΚΑΣ I I 

CRDZO 

MODEL Β 

Δείχτης Ετος Υ° Y
G 

1 
1 

2 
3 
1 

^ 

6 
7 
S 
9 
10 
1 1 
; ο 

13 
; 4 
Î > 

16 
1 / 

is 
1 9 
20 
? ι 

-> -Λ 

1 Ί 

24 

1956 

1957 

1958 

195 9 

1960 

1961 

196 2 

1963 

1964 

1965 

1966 

1967 

1 96S 

1 9 6 9 

19 71 

197 2 
; 0 7 3 

1974 

1975 

1976 

1977 

197S 
! 979 

; 9ο0 

40. 1 

4 0.4 

42.4 

39. 1 

44.3 

47.7 

49.6 

52 . 3 

44.6 

56.S 

46. S 

5 0.9 

5 5.5 

59.5 

. 62.8 

61 .8 

62.3 

38 . 9 

62.4 

67.6 

62.6 

61.7 

68.4 

54.0 

3S . 9 

42.S 

4 7.9 

38. I 
44 . 5 

46. 6 

45.3 

50.8 

48.3 

48. 9 

48.3 

51.4 

5 3.4 

56. 1 

59. 9 

59.9 

61 .4 

57.5 

60.5 

62. 1 

61 .4 

63.3 

67.0 

66.2 

0.071 

0.4026 

2.244 

0.07339 

3.615E-3 

0. 1 198 

i .839 

0.2282 

1 .514 

6.505 

0.2073 

0.02142 

0.2461 

1 . 168 

0.8795 

0.3815 

0.0S092 

32.88 

0.2145 

1 .895 

0.07918 

0.1647 

0.1251 

8.252 

Σύνολο r" 
t 

Βαθμοί ελευθερίας 

p-va1 uè 

59.6 

24 

7.3E-5 

\ÓO 



ΠΙΝΑΚΑΣ III 

CRD30 

MODEL Β 

/. της Ετος Y' 

ι 

2 
•3 

4 
5 
ό 
7 

'r. 

9 
10 
1 1 
1 Τ 

13 
1 i 

f ^ 

16 
i 7 

1 8 

19 
-1 Ο 

: ι 
22 
-. 1 

__ ά 

1956 
1957 
1958 
1959 
1960 
1961 
1962 
1963 
1964 
1 965 
1966 
1967 
1968 
1969 

. 1971 
1972 
19 7 3 

1974 
1975 
1976 
1977 
1978 
! 079 

i 9SO 

38. 1 
34.8 
42. 1 
37.3 
38.6 
45.9 
45.5 
51 .2 
39.3 
52.6 
4S.3 
46.4 
54.2 
52.S 
55. 1 
59.3 
58. 1 
35. 3 
52.4 

62.8 
64.9 
60.9 
67.5 
65.1 

41 .2 
39.3 
45 . 5 

34.8 

38.8 

43.3 

42,9 

48.6 

45 . 5 

45.4 
48.6 
4 8.0 
48.0 
50.8 
54.4 
55.6 
57.3 
51.1 
4S.8 
60.8 
58.7 
5 9. 1 

^2.8 

6 4. 1 

0.3949 

0.93016 
0.5274 
0.31112 
2.3356E-3 
0.42529 
0.45527 

0.42592 
2.6918 
3.5739 
6.0247E-3 
0. 16793 
2.7323 

0.27543 
0.034732 
1 .0036 
0.046335 
16.743 
0.66892 
0 . 21563 
2.2155 
0.18245 
1.2723 
0.052171 

Σύνολο r' 
t 

Βαθμοί ελενθερίας 

p-va1 uè 

3 5.354 

24 

0.063 

16t 



ΠΙΝΑΚΑΣ IV 

CRD^O 

MODEL Β 

t 

1 
2 
3 

i 

^ 

0 

7 
ο 

9 
10 
1 1 

12 
13 
1 4 

15 
16 
17 
IS 
19 
20 
21 
·) ·> 

23 
24 

1956 

1957 

195 S 

1959 

1960 

1961 

1962 

1963 

1964 

1965 

19 66 

1967 

196S 

1 969 

1971 

1
 Q
72 

1973 

197,4 
1 Λ-ί -

' y ι ̂  
1976 

1977 

197S 
; q 7 Q 

Î9S0 

40 . 6 
35 . 7 
39.9 
40.S 
44.8 
46.3 
55.S 
6 υ . ι 
48. 1 
64.4 
4S.9 

5 7.0 
56.4 

65.S 
67.7 
69.6 

67.5 
43.0 
69. 1 

70.8 
63.S 

73 . 1 

7α.7 

59.1 

35.6 

38.5 

41 .8 

3 6.8 

39 . 9 

42.3 
47.9 

47.5 

50.6 

52 . 5 

53.3 

56 . 6 

58. 1 

61 .2 

6 7.3 

65.2 

ο 6 . U 

64.9 

6 6 .0 

'6 7. S 

69.2 

74 . 4 

80.7 

73.5 

1 .351 

0.4614 

0. 1916 

1 .06 

1 .774 

1 .209 

4.288 

11.21 

0.3216 

7.783 

0.8067 

7.267E-3 

0. 1408 

1 .063 

7.59E-3 

0.9882 

Cl 
23.2 

0.3273 
0 -• ι οι 

1 .059 

O.Ocll 

1 . 154 

7. £85 

Σύνολο r" 
t 

Βαθμοί ελευθερίας 

[Gl 



ΠΙΝΑΚΑΣ V 

CRDSO 

MODEL Β 

Δείκτης Ετος Y
0
 Y

0
 r

2 

t t t 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
S 
9 
IO 
1 1 

12 
13 
14 
1 5 

16 
!7 
IS 
19 
20 
2 1 

22 
2 3 

2 4 

1956 

1957 

1958 

195 9 

1960 

1961 

1962 

1963 

1964 

1965 

1966 

1967 

1968 

1969 
1971 
1 Q 7 "> 

1973 
1974 
1975 
• 1976 
1977 
I97S 
1979 

1980 

40.2 
3 8.8 
39.6 
42. 1 
44.4 

46.5 
55.4 

56.4 

46.2 
62. 1 
50.9 
52.0 
56 . S 

67.5 

65 .9 

67.3 

68.5 

47.5 

64.6 

72.5 

64. 1 

73.7 

73.7 

67.7 

38.9 

41 .3 

49. 1 

3 3.8 

39. 6 

42. 1 

48.5 

49.4 

50.6 

49.6 

52.7 

54.4 
— -Λ Λ 

58.8 

62.8 

60.6 

64.8 

63.2 

60.3 

67.9 
6 7.4 

7 0.5 

80.7 

67.4 

0.09 75 

0.6011 

4.929 

4.077 

1 .397 

1 . 14 

2.698 

2.71 

1 . 123 

8.769 

0.1381 

0.255 

i. . υ ο -t 

3 . 955 

0.4682 

2. 162 

0.6571 

10.88 

0.6733 

0.854 

0.4491 

0.35 

1 .573 

3.404E 

Σύνολο r": 51.03 
t 

Βαθμοί ελευθερίας :24 

p-value : 1 . 045E-

163 



ΠΙΝΑΚΑΣ VI 

CEDO Ο 

MODEL Β 

t 

t 

ι 
•) 

3 
4 
5 
6 
7 
S 
9 
10 
I 1 
1 ~\ 
i ± 

13 
14 
15 

16 
17 
IS 
19 
2 0 

2 1 

22 
» -1 

24 

1956 
1957 
1958 
1959 

1960 
1961 
1962 
1963 
1964 
1965 
1966 
1967 

196S 
i 969 

1971 
1972 
1973 
1974 
1975 
1976 
1977 
19 7S 
1979 
1980 

37.6 
36.8 
36.2 
3 7.5 
43.4 

45.9 
53.8 
52.5 
39.6 
51 .2 
47.3 
46.9 
53.7 
59.4 
57.9 
62. 1 
61 .7 
47.4 
65.7 
65.7 
59.5 
68.0 
70.3 
70.6 

38.2 
38. 1 
45.6 
35.2 
37Ü 
41.8 
49.6 
43.8 
45.4 
43.2 
45.0 
46.6 
50.0 
54.4 
55.4 
54.5 
59.2 
55.9 
56.0 
59.2 
59.4 
64 . 4 
77.9 
67.4 

0.01496 
0.08157 
4.045 
0.2621 
2. 167 
0.8987 
0.7882 
4.2 7 
1 .693 
3. 144 
0.2441 
4.44 2E-3 
0 . 7 3 S 6 
1 .347 
0.336 
3. 146 
0.3328 
3.635 
4 . 4S6E-3 
2.253 
5.127E-4 
0.6924 
2. 146 
0.5451 

Σύνολο r" 

Βαθμοί ελευθερίας _ -t 

0. 108 

\(>Li 



Π Ι Ν Α Κ Α Σ V I I 

CRD70 

MODEL Β 

Αεί Ητης Ετοί Υ 
Τ ο ν Ο 

1 

3 
4 

ι υ 
1 1 
12 
13 
14 
15 
Ιό 
17 

19 
"Ο 

1956 
1957 
1958 
1959 
I960 
1961 
1962 
1963 
1964 
1965 
1966 
1967 
1968 
1969 
1971 
1972 
197 3 
1974 
1975 
1976 
1.9 7 7 
! G 7 C 
ί .- > ο 

ι 979 

1980 

38.3 
32.2 
34'" 
35 
37, 
41 
46 
52 

48. 
60 
47, 
62, 
5 2 , 
61 , 
60, 
65 
61 , 
49, 
63, 
70 
66, 
68.2 

61.8 

36 
39 
39 
36 
39 
41 
42 
46 
47 
50 
51 
60 
53 
56 
64 
63 
62 
65 
63 
69 
65 
68 
72 
64 

3 
7 
! 

.4 
7 
0 
2 
-> 

2 
4 
2 
0 
Γ* 

7 

1 
0 
0 
8 
7 
S 
2 
ι 

2 
7 
g 

0 
3 
ι 
1 

0 
0 
0 
1 
-5 

0 
9 
! 

0 
0 
2 
1 
0 
0 

2201 
787 
214 
.08552 
5529 

05093 
436 
492 
1 165 
357 
064 
25S 
1158 

J- Ι 'Τ 

υ Ι ι 

5565 

Î 183 
20.32 
0 
0 
0 
ο 
2 . 

Π 

01256 
064 15 
CÎS71 

596 
•>·€)•) 

Σύνολ 
2 

Βαθμοί ε/ ευθτρ^ ;ι< 

p-value 

49.01 

1 .S89E-3 

\GS 



ΠΙΝΑΚΑΣ V i l i 

CRDSO 

MODEL Β 

Αεί -/της Ετος Υ° Υ 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
η ι 

S 
9 
10 
1 1 

Ί2 
13 
14 
15 
' r, 
ι «J 

17 
IS 
19 
20 
2 1 

2 2 
-> 3 
24 

1956 
1957 
1958 
1959 
I960 
1961 
1962 
1963 
1964 
1965 
1966 
1967 
196b 
1969 
1971 
1972 
1 9 7 3 

1974 

1 975 

19 76 

1977 

197S 

1979 

1980 

35. 2 

30.6 

35.6 

34.0 

32.5 

42.6 

41.5 

47.6 

3 7.6 

52.6 

44.6 

54.5 

4S.5 

57.9 

52.8 

60.5 
", 7 "> 
49.3 

42.8 

64.7 
60.α 

62.2 

60.-1 

54 . 6 

34.0 

3 5.3 

45. 1 

3 3.0 

35.9 

3 7. S 

3 9. S 

43.9 

42. 1 

44.6 

44. 7 

52 . 9 

48. 1 

5 1.5 
58. 2 
54.7 
5 7.5 
56.7 
55 . 3 
60. 4 
56.S 
"64.8 
70.0 
56.4 

0.09906 
1 .92 
5.09 7 
0.081 
0.978S 
2.113 
0.2625 
1.311 
3 . 955 
5.916 
7.625E-4 
0. 1958 
0.01319 
3 .546 
2.383 
2.598 
2.93 4E-3 
3.782" 
10.9 
1 .097 
0.7517 
0.3934 
4.669 
0. 1645 

Σύνολο r*" : 52 . 23 
t 

Βαθμοί ελευθερίας :24 

p-va1ue : 7.3Ξ-4 

16G 



Π Ι Ν Α Κ Α Σ I X 

CRD90 

MODEL Β 

Δείκτης Ετος Y \ r 
t t t 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
1 I 

12 
13 
14 
15 
16 
17 
1 S 

19 
20 
_ i. 

22 
23 
24 

1956 
1957 

1958 
1959 
1960 
196 1 
1962 
1963 
196α 

196 5 
1966 
1967 
1968 
1969 
1971 
1972 
197 3 
1974 

1975 
1976 
1977 
1 97S 
1979 
1980 

34.7 
33. 2 
34.0 
35.0 
34.4 

43.5 
47.7 

46.4 
40. 1 
5 1.6 
50.4 
5 3.6 
49.6 

57.8 
54.5 
56.5 
50.8 
47.7 
47.9 
63.5 
63.7 

64.3 
6 3.0 
59.6 

3 3.6 
35.6 
36.6 
31.2 
36.4 
3 7.7 
41 .7 
45.9 
42 . ! 

48 . 9· 

4 4.0 
53.4 
48.0 
4 9.2 
58.-ι 
54 .9 
56.3 

56.6 

53.2 

58.8 

55 . 4 

61 .5 

64.4 
59.0 

0.06879 
0.4415 
0.5664 
1 .351 
0.3961 
3.492 
3 . 342 
0.02149 
0.3807 
0.5682 
4.17 
3.3 73Ε-4 
0.234 
7.011 
1 .302 
0.2177 
2.492 
4.007 

2.012 
1.641 
4.737 

0.5351 
0. 13 74 
0.02111 

Σύνολο r" 

Βαθμοί ελενθεςίας 

39. 15 

24 

0.02 63 

\G\ 



_ Λ 1^ ι"> 

C R D i ^ o 

MODEL Β 

£ τ ο ς 
vC 

1 
-* 

3 
4 
S 

6 
7 
ί-Ν. 

Ö 
Q 

10 
1 1 
12 
S3 
14 
\ 5 
16 
17 
IS 
19 
20 
2 ι 
-) Ι 

2 3 
24 

1956 
1957 

1958 
1959 
I960 

1961 
1962 
1963 
1964 

1965 
1966 
1967 

196& 
1969 

1971 
; 972 

1973 
1974 
1975 

1976 
1977 

197S 
1979 

1980 

38.9 

37.0 
39.5 
39. 2 
42.7 
46.4 

51 .5 
54.6 

45.2 
59.0 
49.0 
54.0 

55.2 
62.S 
63.4 
65.3 
6 4.0 
4 4.6 

61 .5 
69.0 
64.0 
67.S 
70.3 
60.3 

37.9 

41 . 1 
40.9 

37.8 

42 .0 
43.3 
44.8 
48.5 
49. 1 

49.8 
51.6 

56 . 6 
54.8 

57 . i 
63. Ò 
62.6 
64.4 
65.0 
62.2 
6 6.9 
57.0 
74.5 
68.9 
65.4 

0.0748 
1 .725 
0.2079 
0.2421 
0.06355 
1 .357 
6.329 
4.394 
1 .714 
8.937 
0.6015 
0.5896 
0.01399 
2 . 987 
0.01464 
0.699 
0.01456 
41 .76 
0.02379 
0.2256 
0.0327 
5.329E-4 
2.243E-3 
1.911 

i v v o / . o r 
Βαθμοί ε λ ε υ θ ε ρ ί α ς 

p - v a l u e 

7 3 . 9 2 

24 

1E-6 

téS 



Ε κ α τ ο σ τ ι α ί α σ η μ ε ί α τ η ς γ ε ν ι κ ε υ μ έ ν η ς F κ α τ α ν ο μ ή ς 

με σ υ ν ά ρ τ η σ η π υ κ ν ό τ η τ α ς π ι θ α ν ό τ η τ α ς 

!k + ι 

2 

( i - o 2 ) k 

E ( k , k ) 

k - 1 
( i + Z ) 1 - T+T 

U3 



κα τ ο σ τ ι ou α σ η μ ε ί α τ> : ν μ ε ν η ς -/ατανομης 

0 . 0 0.2 0.3 0.4 

0 . 7 5 
0 . 9 0 
0 . 9 5 
0 . 9 9 

0 . 7 5 
0 . 9 0 
0 . 9 5 
0 . 9 9 

0 . 7 5 
0 . 9 0 
0 . 9 5 
0 . 9 9 

0 . 7 5 
0 . 9 0 
0 . 9 5 
0 . 9 9 

0 . 7 5 
0 . 9 0 
0 . 9 5 
0 . 9 9 

0 . 7 5 
0 . 9 0 
0 . 9 5 
0 . 9 9 

0 . 7 5 
0 . 9 0 
0 . 9 5 
0 . 9 9 

C.75 
0 . 9 0 
0 . 9 5 
0 . 9 9 

3 . 0 0 0 
9 . 0 0 0 
1 9 . 0 0 
9 ° . 0 0 

2 . 0 6 5 
4 . 1 1 
6 . 3 9 
1 5 . 9 8 

1 . 7 8 5 
3 . 0 5 5 
4 . 2 8 4 
S . 4 7 

i .64 
2 . 5 9 
3 . 4 4 
6 . 0 3 

1.551 
2 , 3 2 
2 Ì 9 S 
4 . 85 

1 . 4 9 
2 . 15 
2 . 6 8 7 
4 . 155 

1 . 4 4 5 
2 . 0 2 
-> _ 4.0 

3 "? 

1 . il 
1 . 9 3 
2 . 3 3 5 
3 . 3 7 

2 . 9 9 0 
8 . 9 3 0 
I S . SO 
9 8 . 10 

2 . 0 6 
4 . 0 8 
6 . 3 4 
15 .84 

1 . 775 
3 . 0 4 
4 . 2 6 
8 . 4 0 

1 . 635 
2 . 5 8 
3 .42 
5 . 9 9 

1.548 
2 . 3 1 
2 .96 
- , 82 

1.489 
2 , 1 4 
2 . 6 7 5 

! 1 i 

2 .47 

1 .408 
i . 92 
2 .325 
3 .36^ 

2 . 9 4 0 
8 . 7 2 0 
1 8 . 3 
^5 . 2 

2 . 0 3 5 
4 . 0 1 
6 . 2 0 
1 5 . 4 2 

1 . 7 6 5 
3 . 0 0 
4 . 18 
8 . 2 0 

1 . 6 3 
2 . 5 5 
3 . 3 6 
5 . 8 6 

1 . 5 3 5 
2 . 2 9 
2 . 9 2 
4 . 7 3 

! . 4 7 7 
2 . 12 
2 . 6 5 
4 . 0 6 

J . 435 
2 .00 
2 . 4 4 
3 . 6 2 

1 .40 
1 , 90 
2 , 2 9 
3 . 3 0 

2 . 8 7 
8 . 3 6 
1 7 . 4 
9 0 . 3 

2 . 0 0 
3 . 8 8 
5 . 9 7 
1 4 . 7 1 

1 .74 
2 . 9 2 
4 . 0 4 
7 . 8 7 

1 .605 
2 . 4 9 
3 . 2 7 
5 . 6 4 

1 .52 
2 . 2 4 
2 . 8 4 
4 . 5 7 

i . 4 6 5 
2 .08 
2 . 5 7 
3 . 9 3 

1 .42 
1 . 9 6 
2 . 3 9 
3 . 5 1 

1 . 39 
1 . 87 
2 . 2 5 
3 . 2 1 

2 . 7 6 
7 . 8 5 
1 6 . 2 7 
8 3 . 5 

1 . 9 5 
3 . 7 1 
5 . 6 4 
1 3 . 7 2 

1 .70 
2 . 8 1 
3 . 8 5 
7 . 4 0 

1 . 5 7 5 
2 . 4 1 
3 . 145 
5 . 3 4 

i . 4 9 
2 . 18 
Λ "7 ! 

4 . 3 4 

i . 4 4 5 
2 . 0 2 
2 . 4 8 5 
3 . 7 5 

i . 4 0 5 
1.91 
2 . 3 1 
3 . 3 6 

1 .37 
1.8 3 
2. 18 
3 . 0 8 

ί^ο 



Ε κ α τ ο σ τ ι α ί α σ η μ ε ί α της γ έ ν ι κ ε ν μ έ ν η ς F κ α τ α ν ο μ ή ς ( σ υ ν ε / ε ι α) 

Ρ : 0 . 5 0 . 6 0 . 7 0 . S r> a 
ο . y 

0 . 7 5 
0 . 9 0 
0 . 9 5 
0 . 9 9 

0 . 7 5 
0 . 9 0 
0 . 9 5 
0 . 9 9 

0 . 7 5 
0 . 9 0 
0 . 9 5 
0 . 9 9 

0 . 7 5 
0 . 9 0 
0 . 9 5 
0 . 9 9 

0 . 7 5 * 
0 . 9 0 
0 . 9 5 
0 . 9 9 

2 . 6 2 
7 . 2 
1 4 . 7 3 
7 4 . S 

1.S8 
3 .4S 
5 . 22 
1 2 . 4 5 

1 . 6 5 5 
2 . 6 7 
3 . 6 1 
6 . 8 

1 . 53; 
2 . 3 
2 . 9 6 
4 . 9 5 

1.46: 
2 . 0 9 
2 . 6 
4 . 0 5 

2 
6 

ι: 

44 
j 

ì. 84 
64. 1 

1 
3 
4 
Κ 

1 . 
τ 

3. 
6 

795 
•> 

1 
).90 

595 
4 9 

31 
05 

2 . 2 4 
5 . 4 5 
1 0 . 6 0 
51 .7 

1 . 4 5 6 
•Λ J "7 

2 . 7 4 
4 . 4 7 

1 . 4 2 4 
1 . 9 8 
2 . 4 3 
3 . 6 9 

ι 

2 
4 
9 

1 
-) 
/ 
5 

1 

2 
2 
3 

Ι 
1 
L 

Ι 

.69 

.85 

.07 

.05 

515 
. 2 7 

.945 
17 

435 
00 
48 
89 

3 7 

S4 
·> ·) 

1 .98 
4 . 3 3 
8 . 0 2 
3 6 . 7 

2 . 4 4 
3 .34 
6 . 9 1 

1 .42 
2 . 0 0 
2 . 5 1 
4 . 13 

: ο 

ί . JÜ 

1 . 6 4 5 
3 . 0 2 
5 . 0 4 
2 0 . 4 

38 
93 
46 
45 

29 
66 
97 
91 

53 
76 
3 8 

46 
64 
1 ' 

0 . 7 5 
0 . 9 0 
0 . 9 5 
0 . 9 9 

1.41 . 
1 . 95 
2 . 3 7 
3 . 5 " 

1.85 
2 . 2 3 
3 . ">3 

3 3. 
ι . / -+ 

2 . 0 6 
2 . 8 8 

35 

.192 

.41 

.56 

.94 

0 . 7 5 
0 . 9 0 
0 . 9 5 
0 . 9 9 

1.28 
1 . 8 5 
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