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Σε αυτήν την διατριβή χρησιμοπο ιούνται μέθοδοι. της Εκλε­

πτυσμένης Ασυμπτωτικής θεωρίας γ ta την μελέτη και βελτίωση 

ορισμένων ελέγχων που χρησιμοποιούνται, συχνά στην Οικονομετρία. 

Δεδομένου ότι το γενικευμένο γραμμικό υπόδειγμα χρησιμοποιείται 

ευρύτατα στην εφαρμοσμένη οικονομετρική" έρευνα, μεγάλο μέρος αυτής 

της μελέτης αφιερώνεται στην διόρθωση του μεγέθους των 

συνηθισμένων διαρθρωτικών ελέγχων (t και F) σε περιπτώσεις 

αυτοσυσχέτισης, ετεροσκεδαστικότητας, ή S.U.R. υποδειγμάτων. Η 

σημασία των διορθώσεων αυτών γίνεται φανερή από το ότι πειραματικό: 

δεδομένα αποδεικνύουν πως το πραγματικό μέγεθος των ανωτέρω 

ελέγχων είναι συχνό: τριπλάσιο του ονομαστικού. Υπάρχουν, όμως, 

πολλές εναλλακτικές μέθοδοι για την διόρθωση του μεγέθους, η 

σχετική απόδοση των οποίων εξετάζεται λεπτομερώς με την βοήθεια 

Monte Carlo πειραμάτων. 

Η ίδια, ουσιαστικά, μεθοδολογία μπορεί να χρησιμοποιηθεί και 

σε ελέγχους κακής εξειδίκευσης (misspecification tests). Στην 

μελέτη αυτή εξετάζουμε μεθόδους για την διόρθωση του μεγέθους των 

ελέγχων Anderson-Rubin-Sargan για κακή εξειδίκευση μιας εξίσωσης 

ενός οικονομετρικού συστήματος. Επιπλέον, μελετάται η τρίτης τάξης 

(τοπική) ισχύς των ανωτέρω ελέγχων όταν οι βοηθητικές μεταβλητές 

δεν είναι ανεξάρτητες από τον διαταρακτικό όρο της εξίσωσης και 

αποδεικνύεται ότι αυτή η ερμηνεία των ελέγχων, ως ελέγχων υπερταυ-

τοποιητικών συνθηκών ορθογωνιότητας, είναι εγκυρότερη από την 

συνηθισμένη ερμηνεία τους ως ελέγχων κακής διαρθρωτικής 

εξειδ ίκευσης. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1_ 

ΟΙΚΟΝΟΜΕΤΡΙΚΗ ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΟΛΟΓΙΑ ΜΕ ΜΕΘΟΔΟΥΣ ΤΗΣ 

ΕΚΛΕΠΤΥΣΜΈΝΗΣ ΑΣΥΜΠΤΩΤΙΚΗΣ ΘΕΩΡΙΑΣ 

1.1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

Στο κεφάλαιο αυτό θα μελετήσουμε την εΐέλιΐη των μεθόδων της 

Εκλεπτυσμένης Ασυμπτωτικής θεωρίας (Ε.Ά.θ.) στην οικονομετρία σε 

συνδυασμό με την αντίστοιχη θεωρία στα πλαίσια της μαθηματικής 

στατιστικής. ΤΤρίν, όμως, προχωρήσουμε στην συζήτηση αυτή, θεωρούμε 

χρήσιμη μια σύντομη αναφορά στον κλάδο των μαθηματικών που 

ονομάζεται Ασυμπτωτική Ανάλυση. 

Συμβαίνει συχνά να θέλουμε να υπολογίσουμε αριθμητικά μια 

συγκεκριμένη ποσότητα ορισμένη με τέτοιον τρόπο ώστε για τον 

υπολογισμό της να απαιτείται ένα τόσο μεγάλο πλήθος αριθμητικών 

πράξεων που καθιστά την άμεση μέθοδο σχεδόν αδύνατη. Σε τέτοιες 

περιπτώσεις, που ακριβείς (exact) αριθμητικές τιμές δεν είναι 

εφικτές, θα ήταν κανείς ευτυχής αν μπορούσε να καταφύγει σε μιαν 

εντελώς διαφορετική μέθοδο για να βρεί τις πληροφορίες που ζητά 

σχετικά με την τιμή της ποσότητας που τον ενδιαφέρει. Τέτοιες 

μέθοδοι βασίζονται σε χρήσιμες προσεγγίσεις της ποσότητας και 

συνήθως, όπως παρατήρησε ο Laplace, τα αποτελέσματα τους γίνονται 

όλο και καλύτερα όταν οι μέθοδοι γίνονται περισσότερο απαραίτητες: 

η ακρίβεια των μεθόδων βελτιώνεται οποτεδήποτε η δυσκολία άμεσης 

εφαρμογής του ορισμού μεγαλώνει. Οι εναλλακτικές μέθοδοι αυτού του 

είδους ονομάζονται ασυμπτωτικές μέθοδοι και είναι το αντικείμενο 

της ασυμπτωτικής ανάλυσης (βλ. De Bruijn (1981)). 

Παλαιότερα, η ασυμπτωτική ανάλυση εθεωρείτο περισσότερο τέχνη 

παρά επιστήμη. Αυτός ο χαρακτηρισμός οφείλεται κυρίως στο γεγονός 

ότι οι ερευνητές του κλάδου αυτού προέρχονταν από πολλά 

διαφορετικά επιστημονικά πεδία και οι μέθοδοι τους προορίζονταν να 

λύσουν συγκεκριμένα προβλήματα ή περιορισμένες ομάδες προβλη­

μάτων. Έτσι οι ασυμπτωτικές τεχνικές εμφανίζονταν μάλλον ως ad hoc 

διαδικασίες, ενώ μια προσεκτική εΐέταση αποκαλύπτει ότι στις 

ασυμπτωτικές μεθόδους ενυπάρχουν συγκεκριμένες αρχές που ενισχύουν 

την δυνατότητα μας να χειριστούμε τα σχετικά προβλήματα με τρόπο 

αποτελεσματικό. Και αυτό αποκτά ακόμα μεγαλύτερη σημασία αν 

λάβουμε υπόψη ότι η ασυμπτωτική ανάλυση βρίσκεται στο επίκεντρο 
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των περισσότερων τομέων των εφαρμοσμένων μαθηματικών (βλ. 

Bleistein and Handelsman (1986)). 

1. a ΣΤΑΤΙ ΣΤΙ ΚΗ ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΟΛΟΠΑ ΣΤΗΝ ΟΙ ΚΟΝΟΜΕΤΡΙΑ 

Η Οικονομετρία είναι, ο κλάδος της Οικονομικής Επιστήμης ο 

οποίος ασχολείται με την εμπειρική ανάλυση οικονομικών νόμων 

(Εφαρμοσμένη Οικονομετρία) και την ανάπτυξη των απαιτουμένων, προς 

τον σκοπό αυτό, μαθηματικών και στατιστικών τεχνικών (θεωρητική 

Οικονομετρία). Το κυριώτερο εργαλείο της οικονομετρικής ανάλυσης 

είναι μια ποικιλία μεθόδων παλινδρόμησης διαφόρων επιπέδων 

πολυπλοκότητας. Στην γενικότερη μορφή της η οικονομετρική ανάλυση 

συνίσταται στην χρησιμοποίηση των πληροφοριών ενός δείγματος για 

να εξαχθούν συμπεράσματα για μια μήτρα παραμέτρων Β, δηλαδή να 

εκτιμηθεί η μήτρα Β, να ελεγχθούν υποθέσεις για τα στοιχεία της, ή 

να κατασκευαστεί ένα σύνολο εμπιστοσύνης για αυτήν. 

1.3 ΠΕΡΙΟΡΙΣΜΟΙ ΤΗΣ ΜΗ ΑΣΥΜΠΤΩΤΙΚΗΣ ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗΣ ΘΕΩΡΙΑΣ 

Παρά: το γεγονός ότι βασικές στατιστικές έννοιες, όπως 

"συνάρτηση ισχύος", "κίνδυνος" κ.τ.λ., μπορούν να τυποποιηθούν σε 

γενικούς όρους, δεν υπάρχει, και ούτε πρέπει να αναμένουμε ότι θα 

υπάρξει, μια γενική μη ασυμπτωτική στατιστική θεωρία εφαρμόσιμη 

στο: προβλήματα στατιστικής συμπερασματολογίας που αναφέραμε πιο 

πριν. Στην καλύτερη περίπτωση, η βασική ακριβής (exact) στατιστική 

θεωρία μπορεί να επιλύσει μόνον τμήματα των προβλημάτων αυτών σε 

περιορισμένα πεδία έρευνας. 

Η εκτιμητική θεωρία, που βασίζεται στις έννοιες της 

αμεροληψίας, επάρκειας και πληρότητας, εφαρμόζεται κυρίως στην 

εκθετική οικογένεια κατανομών. Στην καλύτερη περίπτωση, ο 

προτεινόμενος εκτιμητής βασίζεται σε ένα επαρκές στατιστικό και 

είναι εκείνος ο αμερόληπτος εκτιμητής που ελαχιστοποιεί μιαν κυρτή 

συνάρτηση διακινδύνευσης. Όμως, η αμεροληψία ενός εκτιμητή είναι 

μια πολύ περιοριστική απαίτηση, ιδιαίτερα όταν δεν επιβάλλεται από 

το διερευνούμενο στατιστικό πρόβλημα. Σημαντικά προβλήματα 

δημιουργούνται οποτεδήποτε 5εν υπάρχει ο αμερόληπτος εκτιμητής που 

απαιτείται από την φύση του στατιστικού προβλήματος, ή αν ο 

αμερόληπτος εκτιμητής που ελαχιστοποιεί μιαν κυρτή συνάρτηση 

διακινδύνευσης δεν είναι καλά ορισμένος (proper). Στο σημείο αυτό 
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πρέπει να παρατηρήσουμε ότι OU καλές μαθηματικές τους ιδιότητες 

είναι ο μοναδικός Λόγος γ uà την χρησιμοποίηση των κυρτών 

συναρτήσεων "ζημίας στην στατιστική αρθρογραφία. Στην πράΊη, ou 

συναρτήσεις "ζημίας πρέπει, πάντοτε να είναι. φραγμένες, με 

αποτέλεσμα να μην είναι ποτέ κυρτές. 

Περισσότερο ικανοποιητικά αποτελέσματα μπορούμε να πάρουμε 

χρησιμοποιώντας εκτιμητές αμερόληπτους ως προς την διάμεσο (median 

unbiased) που ελαχιστοποιούν τον κίνδυνο ως προς αυθαίρετες 

αρνητικές μονοκόρυφες (neg-unimodal) (bowl-shaped) συναρτήσεις 

•ζημίας (Βλ. Lehmann (1959), σελ. 83, Pfanzagl (1970), σελ. 33, 

Θεώρημα 1.12 και Pfanzagl (1979b)). Και αυτά, όμως, τα 

αποτελέσματα έχουν περιορισμένες δυνατότητες εφαρμογής. 

Γενικά, η μη ασυμπτωτική στατιστική Θεωρία, οποτεδήποτε είναι 

εφαρμόσιμη, μπορεί, στην καλύτερη περίπτωση, να χρησιμοποιηθεί για 

να Βελτιώσει δεδομένους εκτιμητές ή να Βεβαιώσει ότι έχουν άριστες 

ιδιότητες. Αφήνει, όμως, αναπάντητο το ουσιαστικότερο ερώτημα της 

εκτιμητικής θεωρίας, δηλαδή, "πώς μπορούμε να βροΰμε έναν καλό 

εκτιμητή;". Η μόνη γενική απάντηση, αυτή που προτείνει την 

χρησιμοποίηση του εκτιμητή μεγίστης πιθανοφάνειας, δεν μπορεί να 

δικαιολογηθεί στα πλαίσια της μη ασυμπτωτικής θεωρίας. Η χρήση του 

εκτιμητή μεγίστης πιθανοφάνειας, ο οποίος ενδέχεται να μην είναι 

αποδεκτός όταν χρησιμοποιούνται αρνητικές μονοκόρυφες συναρτήσεις 

ζημίας (Zidek (1973)), δικαιολογείται μόνον αν καταφύγουμε στην 

ασυμπτωτική στατιστική θεωρία. 

Στην θεωρία ελέγχου υποθέσεων Βασικότατο ρόλο παίζει το 

σημαντικό θεώρημα, γνωστό ως Λήμμα των Neyman-Pearson, το οποίο 

ταυτοποιεί την κρίσιμη περιοχή που είναι ισχυρότατη για τον έλεγχο 

μιας απλής υπόθεσης έναντι μιας απλής εναλλακτικής υπόθεσης. Στην 

πρά"ξη όμως, ακόμα και στην απλούστατη περίπτωση μιας 

μονοπαραμετρικής οικογένειας κατανομών με πραγματική παράμετρο, 

υπάρχει ένα συνεχές εναλλακτικών υποθέσεων και η ισχυρότατη 

κρίσιμη περιοχή διαφέρει για κάθε εναλλακτική υπόθεση, εκτός αν η 

οικογένεια έχει μονότονο λόγο πιθανοφάνειών (βλ. Pfanzagl (1960), 

σελ. 170 και Pfanzagl (1962), σελ. 110). Όμως, οι συναρτήσεις 

ισχύος μιας ισχυρότατης κρίσιμης περιοχής δεν είναι, γενικά, κατ* 

ανάγκην μονότονες. 
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Μόνον στην ειδική περίπτωση μιας μονοπαραμετρικής εκθετικής 

οικογένειας κατανομών μπορεί να αποδειχθεί η ύπαρξη μιας 

μονόπλευρης (one-sided) παντού ισχυρότατης κρίσιμης περιοχής για 

κάβε μέγεθος δείγματος (βλ. Pfanzagl (1968)). Για οικογένειες 

κατανομών με παραμέτρους διαταραχής (nuisance parameters) υπάρχει 

μια στοιχειώδης Θεωρία που χαρακτηρίζεται από τις έννοιες της 

επάρκειας, της πληρότητας και των ελάχιστα ευνο'ικών κατανομών 

(least favorable distributions). Η εφαρμοσιμότητα, όμως, αυτής της 

Θεωρίας είναι μάλλον περιστασιακή, ακόμα και οτην περισσότερα 

υποσχόμενη περίπτωση της εκθετικής οικογένειας κατανομών. 

Ενδεικτικά αναφέρουμε ότι η θεωρία αυτή δεν είναι εφαρμόσιμη σε 

καμπυλωμένες (curved) εκθετικές οικογένειες κατανομών, λόγω 

έλλειψης πληρότητας. Αλλά, ακόμα και όταν εφαρμόζεται, η θεωρία 

μας αφήνει συχνά χωρίς τελειωτική απάντηση, ενώ δεν χρειάζεται να 

αναφέρουμε το γνωστό πρόβλημα Behrens—Fisher, όπου η μη 

ασυμπτωτική θεωρία ελέγχου υποθέσεων υφίσταται μιαν από τις 

δραματικότερες αποτυχίες της. 

Όλες οι αδυναμίες της ακριβούς θεωρίας ελέγχου υποθέσεων 

εμφανίζονται και στις μη ασυμπτωτικές διαδικασίες κατασκευής 

συνόλων εμπιστοσύνης, λόγω της δυαδικότητας μεταξύ αυτών των δύο 

μεθόδων στατιστικής συμπερασματολογίας. Επιπλέον, οι διαδικασίες 

κατασκευής συνόλων εμπιστοσύνης παρουσιάζουν και άλλα προβλήματα 

σχετιζόμενα με το γεωμετρικό σχήμα των παραγομένων σχ;νόλων 

εμπιστοσύνης. Είναι προφανές ότι το σχήμα ενός συνόλου 

εμπιστοσύνης είαρτάται από το σχήμα της κρίσιμης περιοχής του 

αντιστοίχου στατιστικού ελέγχου. Ωστόσο, ενώ η ποιότητα ενός 

ελέγχου είναι ανεξάρτητη από το σχήμα της κρίσιμης περιοχής του, 

το σχήμα ενός συνόλου εμπιστοσύνης είναι αποφασιστικής σημασίας 

για την ερμηνεία του. Ποια θα μπορούσε να είναι, π.χ., η 

χρησιμότητα ενός συνόλου εμπιστοσύνης το οποίο είναι η ένωση "ξένων 

μεταΐύ τους διαστημάτων, ή ολόλκηρος ο δειγματικός χώρος, ή το 

κενό σύνολο; Εκτός αν η οικογένεια κατανομών έχει μονότονο λόγο 

πιθανοφανειών, δεν υπάρχει μια γενική μη ασυμπτωτική θεωρία 

κατασκευής καλών συνόλων εμπιστοσύνης. Και ενδέχεται να μην είναι 

τετριμμένο το ερώτημα αν είναι πάντοτε διαστήματα τα σύνολα 

εμπιστοσύνης που προκύπτουν από μια συγκεκριμένη διαδικασία. 
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Συνεπώς, μόνο στην ειδική περίπτωση της εκθετικής οικογένειας 

κατανομών είναι εφαρμόσιμη η στατιστική συμπερασματολογ ία που 

βασίζεται στη μη ασυμπτωτική θεωρία. Το απλούστερο οικονομετρικό 

υπόδειγμα, το γνωστό και. από την στατιστική βιβλιογραφία Κλασσικό 

Γραμμικό Υπόδειγμα (Κ.Γ.Υ.), είναι γραμμική" συνάρτηση των προς 

εκτίμηση παραμέτρων και υποτίθεται ότι έχει μη στοχαστικούς 

παλινδρομητές (regressors) και διαταρακτικούς όρους που είναι 

ανείαρτητες και ισόνομες κανονικές μεταβλητές (normal variables). 

Οι υποθέσεις του Κ.Γ.Υ. μεταφέρουν τον ερευνητή" σε έναν κόσμο 

απλότητας και ευκολίας, όπου είναι δυνατόν να ανακαλυφθούν οι 

ακριβείς ιδιότητες των κατανομών (exact distributional properties) 

των εκτιμητών και των στατιστικών ελέγχου και όπου υπάρχουν 

αμερόληπτοι εκτιμητές ελάχιστης διακύμανσης, ομοιόμορφα 

ισχυρότατοι έλεγχοι και σύνολα εμπιστοσύνης που είναι συμμετρικά 

διαστήματα. Το μόνο μειονέκτημα του Κ.Γ.Υ. είναι ότι δεν είναι 

καθόλου ρεαλιστικό. 

Η κατανόηση αυτού του γεγονότος αποτελεί τον ακρογωνιαίο λίθο 

των σημαντικότερων εϋελίΊεων στο χώρο της οικονομετρίας. Πολλές 

από τις υποθέσεις του Κ.Γ.Υ. ήρθησαν κάτω από την πίεση της 

ανάγκης για περισσότερο ρεαλιστικές οικονομικές εφαρμογές. Μια 

αποφασιστικής σημασίας καμπή στην εΐέλιΐη της οικονομετρίας 

σημειώθηκε με την εισαγωγή από τον HaaveImo (1943) του Συστήματος 

Αλληλεΐαρτημένων ΕΙ ισώσεων (Σ.Α.Ε) ως στατιστικού υποδείγματος για 

το οποίο δεν ισχύουν οι υποθέσεις του Κ.Γ.Υ. ούτε η στατιστική 

συμπερασματολογία που βασίζεται σε αυτές, θα μπορούσαμε μάλιστα να 

υποστηρίΐουμε την όχτοψη ότι η χρησιμοποίηση του Σ. Α. Ε. αποτελεί 

την ειδοποιό διαφορά που χαρακτηρίζει την οικονομετρία ως 

επιστημονικό κλάδο διακεκριμένο από το κύριο ρεύμα της μαθηματικής 

στατιστικής. Εκτός από την εκτεταμένη χρήση του Σ.Ά.Ε. για την 

ανάλυση οικονομικών φαινομένων υπήρΊαν και άλλες σημαντικές 

ε"ξελί"§εις στον χώρο της οικονομετρίας. ΜεταΊύ αυτών 

περιλαμβάνονται η εισαγωγή και ανάπτυξη μη γραμμικών υποδειγμάτων 

(για την εμπειρική διερεύνηση της καταναλωτικής "ζήτησης και της 

θεωρίας παραγωγής) και η εισαγωγή δυναμικών υποδειγμάτων με 

περίπλοκη διαρθρωτική και δυναμική είειδίκευση. Η τελευταία αυτή 

εΐέλιΐη οφείλεται κυρίως στην επιτυχία που γνώρισαν τα υποδείγματα 
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χρονολογικών σεβρών τύπου Box-Jenkins (1976). 

Η αύξηση της ρεαλιστικότητας των οικονομετρικών υποδειγμάτων 

δεν έγινε χωρίς κόστος, εφόσον ήταν άρρηκτα συνδεδεμένη με την 

άρση των υποθέσεων του Κ.Γ.Υ. Αυτό είχε ως αποτέλεσμα να 

εκμηδενιστούν οι δυνατότητες υπολογισμού των ακριβών (exact) 

κατανομών των εκτιμητών και των στατιστικών ελέγχου. 0 ερευνητής 

βρέθηκε "ξαφνικά μακριά από τον παράδεισο των μη ασυμπτωτικών 

(exact) ιδιοτήτων του Κ.Γ.Υ. σε έναν κόσμο γενικότερων 

υποδειγμάτων, όπου η ακριβής στατιστική θεωρία δεν έχει γενική 

εφαρμογή. Αυτή η κάθε άλλο παρά ικανοποιητική κατάσταση δεν πρέπει 

να αποδοθεί σε αδυναμίες των θεωρητικών του κλάδου. "Αν δεν 

υπάρχει αρκετή δομή στις υποθέσεις, καμιά δομή δεν μπορεί να 

εμφανιστεί στα αποτελέσματα" (Pfanzagl (1980), σελ. 4: "If there 

is not enough structure in the assumptions, no structure can 

appear in the results"). 

1. 4 ΠΛΕΟΝΕΚΤΉΜΑΤΑ ΤΩΝ ΑΣΥΜΠΤΩΤΙΚΩΝ ΜΕΘΟΔΩΝ 

Η εφαρμοσμένη έρευνα στηρίζεται πάντοτε σε δείγματα και όχι 

σε μεμονομένες παρατηρήσεις. Συνήθως υποθέτουμε ότι 

αντιμετωπίζουμε την απλούστερη αλλά και σημαντικότερη περίπτωση 

των ανεξάρτητων και ισόνομων παρατηρήσεων (τυχαίο δείγμα). Τότε η 

πιθανοφάνεια (μέτρο πιθανότητας) του δείγματος είναι το γινόμενο 

ταυτόσημων παραγόντων, των συναρτήσεων πυκνότητας των επιμέρους 

παρατηρήσεων. Το γεγονός αυτό επιβάλλει στο δειγματικό μέτρο 

πιθανότητας ορισμένες κανονικότητες (regularities), οι οποίες 

διεισδύουν όλο και βαθύτερα στην δομή του προβλήματος καθώς το 

μέγεθος του δείγματος μεγαλώνει. Οποιαδήποτε και αν είναι η αρχική 

οικογένεια κατανομών των παρατηρήσεων του δείγάτος, καθώς το 

δείγμα μεγαλώνει, η συμπεριφορά της δειγματικής πιθανοφάνειας 

προσεγγίζει πάντοτε, όλο και περισσότερο, την συμπεριφορά της 

οικογένειας των κανονικών κατανομών (βλ. LeCam (1956), 

Pfanzagl (1972b)). 

Η ανωτέρω διαπίστωση μας οδηγεί εντελώς φυσιολογικά να 

υιοθετήσουμε το απλούστερο είδος ασυμπτωτικής Θεωρίας που 

βασίζεται στις προσεγγίσεις με την κανονική κατανομή (normal 

approximations). Αυτές οι προσεγγίσεις φέρνουν πίσω μερικές από 

τις ιδιότητες του κόσμου του Κ.Γ.Υ. προσφέροντας μας εκτιμητές 
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μεγίστως συγκεντρωμένους γύρω από την αληθινή τιμή της παραμέτρου 

(maximally concentrated estimators), ομοιόμορφα ισχυρότατους 

ελέγχους και. σύνολα εμπιστοσύνης που είναι διαστήματα. Όμως, η 

προσέγγιση με την κανονική κατανομή είναι υπεραπλουστεύτική και 

δίνει αποτελέσματα ανεπαρκούς ακρίβειας, εκτός αν το πλήθος των 

παρατηρήσεων είναι εξαιρετικά μεγάλο. Επιπλέον, εφόσον οι 

προσεγγίσεις με την κανονική κατανομή προσεγγίζουν την πραγματική 

συμπεριφορά των στατιστικών διαδικασιών μόνον μέχρις ενός βαθμού 

ακρίβειας, δεν μας επιτρέπουν να κάνουμε διάκριση ανάμεσα σε 

διαδικασίες που είναι ισοδύναμες σε αυτό το επίπεδο ακρίβειας. 

Συνεπώς, είναι δυνατόν μια ασυμπτωτικά ταυτόσιμη συμπεριφορά να 

αποκρύπτει σημαντικές διαφορές της πραγματικής συμπεριφοράς δύο 

στατιστικών διαδικασιών. Τα προβλήματα αυτά,, που προκύπτουν από 

την χρήση ασυμπτωτικών ιδιοτήτων σε υποδείγματα γενικότερα από το 

Κ.Γ.Υ., παρουσιάζονται σε πολλούς κλάδους της στατιστικής 

επιστήμης. Πλήττουν όμως ακόμα περισσότερο την οικονομετρία για 

δύο κυρίως λόγους. 

Πρώτος λόγος είναι το γεγονός ότι ο οικονομέτρης δεν έχει 

καμιά δυνατότητα να ελέγξει την ποσότητα και την ποιότητα των 

οικονομικών δεδομένων που χρησιμοποιεί. Και σε περιπτώσεις κατά 

τις οποίες μόνον ασυμπτωτικά αποτελέσματα υπάρχουν, αναγκάζεται να 

τα χρησιμοποιήσει ακόμα και αν η ποιότητα και η ποσότητα των 

δεδομένων καθιστούν σαφές ότι για την συγκεκριμένη εφαρμογή οι 

ασυμπτωτικές μέθοδοι είναι ανεπαρκείς. 

Δεύτερον, η διαδεδομένη χρήση οικονομετρικών υποδειγμάτων που 

η εξειδίκευση τους εξαρτάται από τα δεδομένα (data instigated 

models) προκαλεί ακόμα σοβαρότερα προβλήματα (βλ. Learner (1978), 

σελ. 283-306). Η ακολουθιακή διενέργεια στατιστικών ελέγχων και 

τροποποιήσεων του υποδείγματος, που στηρίζονται στις πληροφορίες 

που αντλούνται από τα δεδομένα, είναι ο συνήθης τρόπος δημιουργίας 

τέτοιων υποδειγμάτων. Το υπόδειγμα που τελικά προκύπτει από μια 

τέτοια διαδικασία θεωρείται ως η νέα ελεγχόμενη υπόθεση και 

χρησιμοποιείται σαν να ήταν σωστό για την διενέργεια προβλέψεων, 

προσομοιώσεων πολιτικής κ.τ.λ. Η διαδικασία αυτή έχει το 

μειονέκτημα ότι δύο ερευνητές, χρησιμοποιώντας την ίδια 

μεθοδολογία, αλλά εκτιμητές και στατιστικά ελέγχου που μόνον 
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ασυμπτωτικά είναι ισοδύναμα, ενδέχεται να οδηγηθούν σε εντελώς 

διαφορετικά τελικά υποδείγματα και τα συμπεράσματα από αυτά τα 

υποδείγματα δεν θα είναι ούτε ασυμπτωτικά ισοδύναμα. Δηλαδή, η 

ακολουθιακή χρησιμοποίηση διαδικασιών που είναι ασυμπτωτικά 

ισοδύναμες ενδέχεται να οδηγήσει σε αποτελέσματα που ούτε 

ασυμπτωτικά δεν είναι ισοδύναμα. Επομένως, η συνήθης μεθοδολογία 

κατασκευής οικονομετρικών υποδειγμάτων φαίνεται πως είναι μια 

ad hoc διαδικασία, της οποίας η εγκυρότητα εξαρτάται από την καλή 

κρίση του ερευνητή. 

Λόγω της ποσοτικής και ποιοτικής ανεπάρκειας των οικονομικών 

δεδομένων και της ανακρίβειας των ασυμπτωτικών κανονικών 

προσεγγίσεων (normal approximations) σε μικρό: δείγματα, γίνεται 

ιδιαίτερα αισθητή στον χώρο της οικονομετρίας η ανάγκη για 

περισσότερη πληροφόρηση σχετικά με τις ιδιότητες μικρού δείγματος 

των εκτιμητών και των στατιστικών ελέγχου. Σκοπός της διατριβής 

αυτής είναι να καλύψει ένα μέρος αυτής της ανάγκης αντλώντας 

πληροφορία σε μορφή εύκολα ερμηνεύσιμη και πρακτικά εφαρμόσιμη. 

1. 5 ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗ ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΟΛΟΠΑ ΣΕ ΜΙΚΡΑ ΔΕΙΓΜΑΤΑ 

Στην αναζήτηση περισσότερης γνώσης σχετικά με τις ιδιότητες 

σε μικρά δείγματα των εκτιμητών και των στατιστικών ελέγχου έχει 

αφιερωθεί ένα σημαντικό τμήμα της θεωρητικής οικονομετρικής 

έρευνας. Για την ανάλυση αυτού του προβλήματος έχουν ακολουθηθεί 

τρείς μεθοδολογικά διαφορετικές προσεγγίσεις: η Ακριβής θεωρία 

Πεπερασμένου Δείγματος (Exact Finite Sample Theory), οι Μέθοδοι 

Monte Carlo και n Εκλεπτυσμένη Ασυμπτωτική θεωρία (Refined 

Asymptotic Theory) που χρησιμοποιεί ασυμπτωτικές προσεγγίσεις 

ανώτερης τάίης· 

Μια ανασκόπηση των οικονομετρικών εργασιών που διερευνούν τις 

ακριβείς ιδιότητες εκτιμητών και στατιστικών ελέγχου σε 

πεπερασμένα δείγματα δίνεται από τον Basmann (1974). Περισσότερο 

πρόσφατη είναι η ανασκόπηση από τον P.C.B. Phillips (Ϊ983) των 

ακριβών (exact) οικονομετρικών αποτελεσμάτων μικρού δείγματος στα 

πλαίσια του Σ.Ά.Ε. Οι ακριβείς ιδιότητες μικρού δείγματος των 

εκτιμητών και στατιστικών ελέγχου στα πλαίσια της Πολυμεταβλητής 

Στατιστικής Ανάλυσης εξετάζονται από τον Muirhead (1982). Από τις 

οικονομετρικές εργασίες που είναι αντιπροσωπευτικές της ακριβούς 
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θεωρίας μικρού δείγματος ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζουν οι 

μελέτες των Richardson και Rohr (1971), Sawa (1978) και 

P.C.B. Phillips (1980). Οι Richardson και Rohr παρουσίασαν 

αποτελέσματα μικρού δείγματος για ελέγχους στατιστικής 

σημαντικότητας. Επειδή, όμως, χρησιμοποίησαν έναν πολύ κακής 

ποιότητας εκτιμητή της διακύμανσης των καταλοίπων, ο t έλεγχος που 

παρή-γαγαν έχει περιορισμένες δυνατότητες πρακτικής εφαρμογής. 0 

Sawa υπολόγισε τις ακριβείς ροπές του εκτιμητή ελαχίστων 

τετραγώνων σε ένα υπόδειγμα με αυτοσυσχέτιση πρώτου βαθμού, ενώ ο 

Phillips παρουσίασε την ακριβή συνάρτηση πυκνότητας του εκτιμητή 

βοηθητικών μεταβλητών (instrumental variables estimator) των 

παραμέτρων μιας διαρθρωτικής εξίσωσης χωρίς δυναμική εξειδίκευση. 

Παρά το γεγονός ότι η εργασία που έγινε σε αυτό το πεδίο είναι 

εντυπωσιακή, οι δυνατότητες πρακτικής εφαρμο^Υίς των αποτελεσμάτων 

της φαίνονται πολύ περιορισμένες. Οι συναρτήσεις πυκνότητας των 

εκτιμητών και των στατιστικών ελέγχου έχουν συνήθως πολύπλοκη 

μαθηματική διάρθρωση, με αποτέλεσμα να είναι δύσκολη η εξαγωγή 

απλών ιδιοτήτων μικρού δείγματος ή οι συγκρίσεις μεταξύ 

διαφορετικών εκτιμητών και στατιστικών ελέγχου. Για αυτόν τον λόγο 

οι ερευνητές καταφεύγουν στον αριθμητικό υπολογισμό των 

συναρτήσεων πυκνότητας ή κατανομής καθορίζοντας συγκεκριμένες 

τιμές για τις παραμέτρους του πληθυσμού. Το μειονέκτημα αυτής της 

μεθόδου είναι ότι τα αποτελέσματα της είαρτώνται από τις 

συγκεκριμένες τιμές των παραμέτρων και δεν έχουν γενικότητα. 

Τα πειράματα προσομοίωσης (simulation experiments), γνωστά ως 

Μέθοδοι Monte Carlo, είναι η περισσότερο δημοφιλής και διαδεδομένη 

μεθοδολογία για την διερεύνηση των ιδιοτήτων μικρού δείγματος των 

εκτιμητών και των στατιστικών ελέγχου. Η ανασκόπηση των εργασιών 

αυτού του ερευνητικού πεδίου που δημοδίευσε ο Sowey (1973) 

περιέχει μια βιβλιογραφία από περίπου 150 οικονομετρικά άρθρα, 

βιβλία και διδακτορικές διατριβές. Και ο αριθμός αυτός αυξάνεται 

σημαντικά αν συνυπολογίσουμε τις εργασίες που δημοσιεύθησαν μετά 

την επισκόπηση του Sowey. Το γεγονός ότι για πολλά εφαρμοσμένα 

προβλήματα με περίπλοκα εξειδικευμένες εξισώσεις (π.χ. πολύπλοκα 

δυναμικά υποδείγματα) οι Μέθοδοι Monte Carlo αποτελούν την μόνη 

εύλογα απλή μέθοδο διερεύνησης των ιδιοτήτων μικρού δείγματος των 
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εκτιμητών και των στατιστικών ελέγχου, πρέπει να θεωρηθεί επαρκής 

εξήγηση της μεγάλης δημοτικότητας τους μεταξύ των οικονομετρών. Το 

κυρ LO μειονέκτημα: τους είναι πως τα αποτελέσματα: τους στερούνται 

γενικότητας διότι εξαρτώνται από την συγκεκριμένη εκλογή" των τιμών 

των παραμέτρων. Προσπάθειες για να μειωθεί αυτή η έλλειψη 

γενικότητας στηρίζονται στην αξιοποίηση τεχνικών σχεδιασμού 

πειραμάτων (experimental design) και προσαρμογής των καταλλήλων 

επιφανειών απόκρισης (response surfaces) (βλ. Mison and Hendry 

(1980)). Όμως, οι μέθοδοι αυτές γίνονται υπερβολικά περίπλοκες αν 

το εξεταζόμενο υπόδειγμα έχει παραμέτρους κάποιου ρεαλιστικού 

πλήθους. 

Η διερεύνηση της συμπεριφοράς σε μικρά δείγματα των ελέγχων 

στατιστικής σημαντικότητας μπορεί να βασιστεί σε μιαν εναλλακτική 

μεθοδολογία, γνωστή ως προσέγγιση του Barnard (Barnard*s 

approximation) (βλ. Sargan (1976), σελ. 428). Χρησιμοποιώντας 

συνεπείς εκτιμήσεις των παραμέτρων σαν να ήσαν οι αληθείς τιμές 

τους, η προσέγγιση του Barnard συνίσταται στην προσομοίωση του 

υποδείγματος με σκοπό την εκτίμηση της περιοχής απόρριψης του 

ελέγχου. Η κρίσιμη περιοχή επιλέγεται έτσι ώστε το ποσοστό των 

προσομοιωμένων τιμών του στατιστικού του ελέγχου που ανήκουν σε 

αυτήν την περιοχή να ισούται με το επιθυμητό ονομαστικό μέγεθος 

(nominal size) του ελέγχου. Αν, κάτω από την μηδενική υπόθεση, η 

ασυμπτωτική κατανομή πρώτης τάξης του στατιστικού είναι ανεξάρτητη 

από τις παραμέτρους του υποδείγματος, ένας επαρκώς μεγάλος αριθμός 

προσομοιώσεων "αποδεικνύει" ότι το μέγεθος (size) του διορθωμένου 

ελέγχου θα διαφέρει από το ονομαστικό μέγεθος του κατά ένα λάθος 
—3/2 

τάξης 0(Τ ), όπου Τ είναι το μέγεθος του δείγματος. Το μεγάλο 

υπολογιστικό κόστος της μεθόδου δεν ελαττώνει τις δυνατότητες 

πρακτικής εφαρμογής της, υπό την προϋπόθεση ότι η στατιστική 

διαδικασία μπορεί να προγραμματιστεί σε μια μορφή αρκετά γενική 

που να περιλαμβάνει υποδείγματα με πρακτικό ενδιαφέρον. 

Η τρίτη μεθοδολογία για την διερεύνηση της συμπεριφοράς των 

εκτιμητών και των στατιστικών ελέγχου σε μικρά δείγματα είναι η 

Εκλεπτυσμένη Ασυμπτωτική θεωρία (Ε.Α.θ.). Η μέθοδος, αντί για 

ασυμπτωτικές προσεγγίσεις πρώτης τάξης με την κανονική κατανομή 

(normal approximations), χρησιμοποιεί ασυμπτωτικά αναπτύγματα 
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(asymptotic expansions) με σφάλμα μικρότερης τοϊξης μεγέθους από το 

σφάλμα των ασυμπτωτικών προσεγγίσεων πρώτης τά"§ης. Παρά τον 

ασυμπτωτικό τους χαρακτήρα, τα αποτελέσματα της μεθόδου φαίνεται 

ότι, μπορούν να στηρίζουν μια γενική" στατιστική θεωρία, ικανή να 

μας πληροφορήσει για τις ακριβείς ιδιότητες στατιστικών 

διαδικασιών με ακρίβεια μεγαλύτερη από εκείνην των πρώτης τάξης 

ασυμπτωτικών προσεγγίσεων. 

1. 6 ΕΚΛΕΠΤΥΣΜΕΝΗ ΑΣΥΜΠΤΩΤΙΚΗ ΘΕΩΡΙΑ CE. Α. Θ. 3 

Μπορούμε να διακρίνουμε δύο μεθοδολογικά διαφορετικές σχολές 

Ε. Α. θ. στην οικονομετρία: την σχολή" του Sargan και την σχολή του 

Nagar. 

Οι εργασίες των Sargan και Mikhail (1971), Sargan (1975), 

(1976), (1980), Sargan και Tse (1979), Tse (1982), 

P.C.B. Phillips (1977a), (1977b), (1978), (1980a) είναι αντι­

προσωπευτικές της σχολής του Sargan, της οποίας η μεθοδολογία 

βασί'ζεται στην εργασία του Chambers (1967) . Ένας εκτιμητής ή 

στατιστικό ελέγχου γράφεται ως συνάρτηση τυχαίων μεταβλητών των 

οποίων οι ημιαναλοίωτες (cumulants) υπολογίζονται εύκολα. Από 

αυτές τις ημιαναλοίωτες και τις μερικές παραγώγους της συνάρτησης 

προκύπτουν οι συντελεστές μιας προσέγγισης Edgeworth ή τύπου 

Edgeworth (Edgeworth or Edgeworth-type approximation). 

Μια Edgeworth προσέγγιση είναι το ανάπτυγμα της συνάρτησης 

κατανομής ενός εκτιμητή ή στατιστικού ελέγχου σε όρους της 

κανονικής κατανομής, ενώ μια προσέγγιση τύπου Edgeworth παράγεται 

σε όρους οποιασδήποτε άλλης κατανομής. Σημειώνουμε ότι, οι 

συντελεστές της κανονικής πυκνότητας σε μιαν Edgeworth προσέγγιση 

είναι πολυώνυμα τύπου Hermite ή πολυώνυμα τύπου Chebyshev-Cramer, 

δηλαδή ένας μετασχηματισμός τους. Α"§ί"ζει, επιπλέον, να παρατηρή­

σουμε ότι, συνήθως, τα αναπτύγματα τύπου Edgeworth αναφέρονται 
2 

στην κατανομή χ πολλαπλασιασμένη με πολυώνυμα τύπου Laguerre. Τα 

αναπτύγματα αυτού του είδους είναι δυνατόν να παραχθούν μόνον κάτω 

από πολύ ειδικές συνθήκες (βλ. Chandra and Ghosh (1979)). Στα 

τύπου Edgeworth αναπτύγματα των επομένων κεφαλαίων αυτής της 
2 

διατριβής τα πολυώνυμα που πολλαπλασιάζουν τις χ πυκνότητες είναι 

γενικότερης μορφής, δηλαδή δεν είναι τύπου Laguerre. 

Παρά το γεγονός ότι οι συνθήκες που έθεσε ο Chambers δεν 
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είναι ικανές να εξασφαλίσουν την ύπαρξη ενός έγκυρου (valid) 

ασυμπτωτικού αναπτύγματος (βλ. Bhattacharya and Ghosh (1978), σελ. 

449) ÖL προσεγγίσεις του Sargan και του Phillips φαίνεται πως 

είναι, έγκυρες. Γένηκα η σχολή του Sargan ακολουθεί υψηλά πρότυπα 

θεωρητικής αυστηρότητας (rigour), ανάλογα με αυτά της μαθηματικής 

στατιστικής. Η εγκυρότητα των μεθόδων της μπορεί να αποδειχθεί, αν 

και, οι αποδείξεις είναι υπερβολικό; πολύπλοκες και δύσκολες. 

Ωστόσο, οι υπολογιστικές ανάγκες (computational requirements) της 

μεθόδου είναι σημαντικότερες από τις αναλυτικές της δυσκολίες, με 

αποτέλεσμα να μην έχουν γίνει προσπάθειες να μελετηθεί η σχετική 

απόδοση ασυμπτωτικά ισοδυνάμων εκτιμητών ή στατιστικών ελέγχου. 

Για να υπολογιστούν, π.χ., συμμετρικές περιοχές αποδοχής, με ένα 
— 3/2 

σφάλμα τάξης 0(Τ ), για ένα μόνον t στατιστικό ενός σχετικά 

μικρού στατικού υποδείγματος με δέκα ενδογενείς και είκοσι 

εξωγενείς μεταβλητές, πρέπει να υπολογιστούν αναλυτικά 

περισσότερες από δυόμισι εκατομμύρια τρίτης τάξης παράγωγοι μιας 

συνάρτησης που ορίζεται σε όρους λογαρίθμων, τετραγωνικών μητρών, 

ορι"ζουσών και ιχνών μητρών. Συμπερασματικά μπορούμε να πούμε ότι 

οι δυνατότητες πρακτικής εφαρμογής της μεθόδου είναι πολύ 

περιορισμένες και δεν αναμένεται να βελτιωθούν στο μέλλον λόγω των 

μεγάλων απαιτήσεων της σε υπολογιστικό χρόνο και χωρητικότητα 

μνήμης ηλεκτρονικών υπολογιστών. 

Αντιπροσωπευτικές της σχολής του Nagar είναι οι μελέτες των 

Nagar (1959), (1961), Nagar και Gupta (1968), (1970), Radane 

(1971), Srivastava (1972), Nagar και Ullah (1973), Lee και 

Trivedi (1979), Rothenberg (1981), (1984a), (1984b), (1988), 

Fujikoshi et.al. (1982), Μαγδαληνού (1983), (1985), (1990) κ.ά. Η 

μεθοδολογία της σχολής του Nagar είναι η ίδια με την μέθοδο των 

στατιστικών διαφορικών (statistical differentials) (βλ. 

Box (1949), Lomnicki and Zarembka (1957), Mitrofanova (1967)) στο 

κύριο ρεύμα της μαθηματικής στατιστικής, η οποία είναι μια 

γενίκευση της μεθόδου των διαφορίσιμων στατιστικών συναρτήσεων 

(differentiable statistical functions) του von Mises (Serf ling 

(1980), σελ. 210-242). Ένας εκτιμητής ή στατιστικό ελέγχου 

αναπτύσσεται σε μιαν ασυμπτωτική σειρά και οι ροπές, ή η συνάρτηση 

κατανομής, των πρώτων λίγων όρων της σειράς θεωρούνται 
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προσεγγίσεις των ροπών, ή της συνάρτηση κατανομής, του αρχικού 

εκτιμητή ή του στατιστικού του ελέγχου. Γενικά η μέθοδος δεν είναι 

έγκυρη και αυτό το Θέμα έχει συζητηθεί εκτεταμένα στην 

οικονομετρική βιβλιογραφία. Έστω, π.χ., e το δειγματοληπτικό 

σφάλμα των εκτιμητών k-τάΐης των παραμέτρων μιας διαρθρωτικής 

ε~1 ίσωσης ενός οικονομετρικού συστήματος. 0 Nagar (1959) βρήκε ένα 

ασυμπτωτικό ανάπτυγμα της μορφής 

e = e +0(Τ
_3/2

) (1.1) 

ο 

και ισχυρίστηκε ότι οι δύο πρώτες ροπές του e μπορούν να 

χρησιμοποιηθούν ως προσεγγίσεις των δύο πρώτων ροπών του e, 

που είναι, αντίστοιχα, το μεροληπτικό σφάλμα (bias) και η μήτρα 

μέσου σφάλματος τετραγώνου (mean square error) των εκτιμητών 

k-τάΐης. 

0 Dhrymes ((1970), σελ. 204-208) και ο Srinivasan (1970) 

αντέκρουσαν τον ισχυρισμό του Nagar θεωρώντας ότι η σχέση (1.1) 

δεν μπορεί να εγγυηθεί την εγκυρότητα του. Και ενίσχυσαν την θέση 

τους επισημαίνοντας ότι οι ροπές του e είναι πάντοτε 

πεπερασμένες, παρά το γεγονός ότι το e ενδέχεται να μην έχει 

πεπερασμένες ροπές. Το να δεχτούμε, σε μια τέτοια περίπτωση, τον 

ισχυρισμό του Nagar είναι σαν να προσπαθούμε να προσεγγίσουμε μιαν 

άπειρη ποσότητα με μιαν πεπερασμένη και συνεπώς κρίνεται παράλογο. 

Μια διαφορετική ερμηνεία της σχέσης (1.1) προτάθηκε από τον 

Basmann (1961) . 0 Basmann θεώρησε ότι αυτό που επιδιώκουμε, 

χρησιμοποιώντας την μέθοδο του Nagar, δεν είναι να βρούμε 

προσεγγίσεις των ροπών του e, αλλά να βρούμε κατάλληλα μέτρα 

θέσης, διασποράς κ.τ.λ. των εκτιμητών που μας ενδιαφέρουν. Και 

ισχυρίστηκε ότι, ακόμα και αν κάποιος εκτιμητής δεν έχει 

πεπερασμένες ροπές, είναι δυνατή η προσέγγιση της συνάρτησης 

κατανομής του με την συνάρτηση κατανομής ενός άλλου εκτιμητή που 

έχει πεπερασμένες ροπές. Αν μπορέσουμε να βρούμε μιαν τέτοιαν 

κατανομή, είναι λογικό να χρησιμοποιήσουμε τον μέσο της, την 

διακύμανση της κ.τ.λ. ως μέτρα θέσης, διασποράς κ.τ.λ. του αρχικού 

εκτιμητή. Σύμφωνα, λοιπόν, με τον Basmann οι ροπές του Nagar 

ερμηνεύονται σωστά αν θεωρηθούν (ασυμπτωτικές προσεγγίσεις στις) 

ακριβείς ροπές ενός στατιστικού, του οποίου η κατανομή προσεγγίζει 

την κατανομή του εκτιμητή που μελετούμε. Ο Amemiya ((1966), σελ. 
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291), ο Ramage ((1971), σεΛ. 41) και οι Brown et.al. ((1974), σελ 

668) είναι μερικοί cenò τους οικονομέτρες που υιοθέτησαν την 

ερμηνεία του Basmann. 

Υπήρξε, ωστόσο, και η άποψη (βλ. Srinivasan (1970), σελ. 540) 

ότι η ερμηνεία του Basmann είναι χωρίς νόημα, εκτός αν αποδειχθεί 

πως η κατανομή του e προσεγγίζει την κατανομή" του e καλύτερα από 

ό,τι η οριακή κατανομή (limiting distribution) του e όταν το Τ—*<χ>, 

δηλαδή η ασυμπτωτική προσέγγιση πρώτης τάξης. Σε αντίθετη 

περίπτωση, οι πρώτης τάξης ασυμπτωτικές ροπές του e είναι εξίσου 

καλές με τις ροπές του e ως μέτρα θέσης, διασποράς κ.τ.λ. του 

εκτιμητή και η μέθοδος του Nagar δεν μας προσφέρει τίποτα. Μπορεί, 

μάλιστα, να δειχθεί (Srinivasan (1970)) ότι η σχέση (1.1) δεν 

επαρκεί για να εγγυηθεί ότι η κατανομή του e αποτελεί καλύτερη 

προσέγγιση. 

Μέθοδοι παρόμοιες με αυτήν του Nagar έχουν αποδειχθεί έγκυρες 

στην βιβλιογραφία του κυρίου ρεύματος της μαθηματικής στατιστικής 

από τους Chibisov (1972b), (1973), Bhattacharya και Ghosh (1978), 

Chandra και Ghosh (1979) κ. dt. (βλ. Pfanzagl ( 1980) ). Όμως, τα 

αποτελέσματα αυτών των ερευνών δεν είναι άμεσα εφαρμόσιμα στην 

οικονομετρία διότι αναφέρονται σε συναρτήσεις του τυποποιημένου 

μέσου (standardized mean) ανεξάρτητων ή ασθενώς εξαρτημένων 

(weakly dependent) τυχαίων διανυσμάτων. Επιπλέον, στην 

οικονομετρία παρουσιάζονται πρόσθετα προβλήματα για δυο κυρίως 

λόγους. 

Πρώτον, διότι πολλές ασυμπτωτικές μέθοδοι χρησιμοποιούν 

προσεγγίσεις που είναι ασυμπτωτικές ως προς παραμέτρους 

διαφορετικές από το μέγεθος του δείγματος, όπως, π.χ., οι 

ασυμπτωτικές μέθοδοι "μικρού σ" ("small σ" asymptotics) ή οι 

ασυμπτωτικές μέθοδοι "μεγάλης παραμέτρου συγκέντρωσης" ("large 

concentration" asymptotics), στις οποίες θα αναφερθούμε στο 

επόμενο τμήμα. 

Δεύτερον, στα οικονομετρικά υποδείγματα υπάρχουν εξωγενείς 

(μη στοχαστικές) μεταβλητές και, ενδεχομένως, εξαρτημένες 

(dependent) μεταβλητές, γεγονός που καθιστά την υπόθεση των 

ανεξάρτητων και ισόνομων τυχαίων μεταβλητών ακατάλληλη και τα 

αποτελέσματα των Chibisov, Bhattacharya και Ghosh, Chandra και 
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Ghosh κ. ά. ανεφάρμοστα. 

Τα προ β λήματα αυτά λύθηκαν (σε μεγάλο βαθμό) από τον 

Μαγδαληνό ((1991), υπό δημοσίευση), ο οποίος ανέπτυΐε μιαν απλή 

μέθοδο γ uà την αξιολόγηση της εγκυρότητας πολλών από τις 

προσεγγίσεις της Ε.Ά.θ. που χρησιμοποιούνται στην οικονομετρία. Τα 

αποτελέσματα του άρθρου του, που θα τα παρουσιάσουμε περιληπτικά 

στο.Παράρτημα Α, φαίνεται ότι επιβεβαιώνουν σε πολλές περιπτώσεις 

την εγκυρότητα των μεθόδων της σχολής του Nagar, δηλαδή των 

προσεγγίσεων Edgeworth και τύπου Edgeworth, των συγκρίσεων 

αποτελεσματικότητας με χρήση ροπών τύπου Nagar (Nagar-type 

moments) και των ασυμπτωτικών μεθόδων "μικρού σ" και "μεγάλης 

παραμέτρου συγκέντρωσης". -

Μια συγκριτική αξιολόγηση των δυο σχολών Ε.Ά.θ. διευκολύνεται 

πολύ αν ληφθεί υπόψη το ιδανικό της Οικονομετρικής Εταιρείας 

(Econometric Society), δηλαδή η ανάπτυξη "εποικοδομητικού και 

αυστηρού τρόπου σκέψης όμοιου με αυτόν που κυριαρχεί στις φυσικές 

επιστήμες". Η σχολή του Sargan πέτυχε αυστηρότητα (rigour) ανάλογη 

με αυτήν της μαθηματικής στατιστικής, αλλά κανείς δεν μπορεί να 

ισχυριστεί ότι ικανοποίησε το ιδανικό της εποικοδομητικότητας 

(constructiveness). Αντίθετα, η μεθοδολογία της σχολής του Nagar 

κρίνεται αρκετά εποικοδομητική, αν ληφθεί υπόψη η πολυπλοκότητα 

των προβλημάτων με τα οποία ασχολείται, και τα αποτελέσματα της 

είναι απλά και εύκολα, τόσο στην ερμηνεία, όσο και στην εφαρμογή 

τους. Παραδείγματα αποτελούν οι εργασίες των Nagar (1959) και 

Kadane (1971) που παρουσιάζουν συγκρίσεις ασυμπτωτικά ισοδύναμων 

εκτιμητών και των Rothenberg (1981), (1984b), (1988) και 

Μαγδαληνού (1985), (1990) που παρουσιάζουν συγκρίσεις ασυμπτωτικά 

ισοδύναμων ελέγχων και απλούς αναλυτικούς τύπους διόρθωσης του 

μεγέθους ελέγχων (size corrections). Εφόσον οι μέθοδοι της σχολής 

του Nagar δεν είναι, γενικά, έγκυρες, η εγκυρότητα τους θα πρέπει 

να αποδεικνύεται σε κάθε περίπτωση. Ωστόσο, λαμβάνοντας υπόψη τα 

αποτελέσματα της, θα μπορούσαμε να ισχυριστούμε ότι η μεθοδολογία 

της σχολής του Nagar αποτελεί έναν πολύ ικανοποιητικό συνδυασμό 

απλότητας και αυστηρότητας. 

Οι μέθοδοι της Ε.Α.θ. αυτής της διατριβής κατατάσσονται 

μεθοδολογικά στην σχολή του Nagar. Τα αποτελέσματα της είναι απλά. 
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ερμηνεύονται, εύκολα και, π εμπειρική εφαρμογή" τους έχει σχετικό: 

μικρές υπολογ ιστικές απαιτήσεις (computational requirements). 

Επιπλέον, οι μέθοδοι που χρησιμοποιούμε είναι απόλυτα έγκυρες και 

αυστηρές με βάση τα αναλυτικό: εργαλεία του Παραρτήματος Ά. 

Επομένως, μπορούμε με ασφάλεια να ισχυριστούμε ότι η διατριβή αυτή 

ικανοποιεί και τα δυο ιδανικά της Οικονομετρικής Εταιρείας, 

συνδυάζοντας την αυστηρότητα με την απλότητα και την 

εποικοδομητικότητα των αποτελεσμάτων της. 

1.7 ΕΝΑΛΛΑΚΤΊ ΚΕΣ ΜΕΘΟΔΟΙ ΤΗΣ Ε. Α. θ. 

Στην βιβλιογραφία του κυρίου ρεύματος της μαθηματικής 

στατιστικής με τον όρο "ασυμπτωτικές μέθοδοι" εννοούνται οι 

ασυμπτωτικές μέθοδοι μεγάλου δείγματος (large sample asymptotics). 

Αυτό εΊηγείται από το γεγονός ότι το μέγεθος του δείγματος. Τ, 

εμφανίζεται ως παράμετρος σε κάθε στατιστικό πρόβλημα. Επιπλέον, 

εφόσον η συσσώρευση επιπρόσθετων παρατηρήσεων αυΐάνει την 

διαθέσιμη πληροφορία για την εκτίμηση των παραμέτρων του 

υποδείγματος, η ιδέα του "μεγάλου Τ" είναι όχι μόνον φυσική αλλά 

και διαισθητικά σαφής. Ωστόσο, δεν υπάρχει τίποτα στα μαθηματικά 

της ασυμπτωτικής θεωρίας που να μας περιορίζει να παράγουμε 

ασυμπτωτικές προσεγγίσεις μόνο σε όρους του μεγέθους του 

δείγματος. Μπορούμε να παράγουμε ασυμπτωτικές προσεγγίσεις σε 

όρους οποιασδήποτε παραμέτρου του υποδείγματος. Τέτοιες παράμετροι 

ονομάζονται "ασυμπτωτικές κλίμακες" ("asymptotic scales") των 

ασυμπτωτικών προσεγγίσεων ή αναπτυγμάτων. Στην οικονομετρία 

χρησιμοποιούνται συχνά ως ασυμπτωτικές κλίμακες παράμετροι 

διαφορετικές από το μέγεθος του δείγματος. Οι καλές μαθηματικές 

ιδιότητες των ασυμπτωτικών προσεγγίσεων που προκύπτουν με αυτόν 

τον τρόπο δεν επαρκούν για να εγγυηθούν την χρησιμότητα τους σε 

πρακτικά προβλήματα. Απαιτείται, επιπλέον, η ύπαρίη μιας σαφούς 

διαισθητικής ερμηνείας των υποθέσεων κάτω από τις οποίες τέτοιες 

ασυμπτωτικές προσεγγίσεις είναι έγκυρες και η δυνατότητα να 

ελεγχθούν αυτές οι υποθέσεις, για το δεδομένο οικονομετρικό 

υπόδειγμα, από τις πληροφορίες του δείγματος. 

θεωρώντας τους διαταρακτικούς όρους των οικονομετρικών 

υποδειγμάτων ως πολλαπλάσια μιας αυθαίρετης σταθεράς, έστω σ, ο 

Kadane (1970) πρότεινε την γενική ασυμπτωτική μέθοδο "μικρού σ". Η 
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μέθοδος χρησιμοποιεί ως ασυμπτωτική κλίμακα την παράμετρο σ και ou 

ασυμπτωτικές προσεγγίσεις παράγονται καθώς το σ >0 (βλ. 

Kadane (1971), (1974), Srivastava (1972), Klein (1973), (1979), 

Sawa (1973), Brown et.al. (1974), Phillips and Hale (1977), 

Morimune (1978), Lee and Trivedi (1979) κ.ά.). Για να ερμηνεύσουμε 

διαισθητικά την μέθοδο αρκεί να θεωρήσουμε μιαν οικογένεια 

οικονομετρικών υποδειγμάτων που διαφέρουν ως προς το σ ενώ είναι 

ταυτόσημα από κάθε άΛΛη άποψη. Συνεπώς, για τις διάφορες τιμές του 

σ έχουμε μιαν ακολουθία στοχαστικών υποδειγμάτων που συγκλίνει σε 

ένα μη στοχαστικό υπόδειγμα, καθώς το σ >0. Οι ιδιότητες των 

εκτιμητών ή των στατιστικών ελέγχου σε αυτήν την ακολουθία 

στοχαστικών υποδειγμάτων είναι το αντικείμενο του ενδιαφέροντος 

μας. Εφόσον στην οικονομετρία υποθέτουμε ότι οι διαταροχτικοί όροι 

δεν υπερκαλύπτουν την πληροφορία που περιέχεται στην εξίσωση 

παλινδρόμησης, η ιδέα της ασυμπτωτικής μεθόδου "μακρού σ" φαίνεται 

πολύ φυσιολογική. Όμως, παρά την ευλογοφάνειά της, η ανωτέρω 

ερμηνεία δεν μας βοηθά να αποφανθούμε αν η ασυμπτωτική μέθοδος 

"μακρού σ" είναι κατάλληλη για ένα συγκεκριμένο υπόδειγμα και 

σύνολο δεδομένων. Το πρόβλημα δημιουργείται από το γεγονός ότι η 

συνεπής εκτίμηση του σ, που γενικά μπορεί να προκύψει από τα 

δεδομένα, είναι δυνατόν να γίνει αυθαίρετα: μικρή με την κατάλληλη 

αλλαγή των μονάδων μέτρησης της εξαρτημένης μεταβλητής. 

Μια ασυμπτωτική προσέγγιση σε όρους της "παραμέτρου 

συγκέντρωσης" ("concentration parameter"), έστω μ, προτάθηκε από 

τον Basmann (1963) για την ειδική περίπτωση ένος υποδείγματος δύο 

αλληλεξαρτημένων εξισώσεων. Η παράμετρος μ είναι μια συνάρτηση των 

παραμέτρων ανηγμένης μορφής του υποδείγματος, αλλά ο ορισμός της 

διαφέρει ανάλογα με τον συγγραφέα (βλ. Richardson (1968), 

Sawa (1969),. (1972), Takeuchi (1970), McDonald (1972), Anderson 

and Sawa (1973), Mariano (1973), (1975), (1977), Anderson (1974) 

κ.τ.λ.). Η δυνατότητα εφαρμογής της σε οικονομετρικά συστήματα με 

δύο μόνον εξισώσεις περιορίζει σημαντικά το ενδιαφέρον της 

μεθόδου. Επιπλέον, ο έλεγχος της συνήθους υπόθεσης ότι μ κ» δεν 

είναι καθόλου εύκολος και η διαισθητική της ερμηνεία δεν είναι 

ξεκάθαρη. 0 Anderson (1977) δίνει την καλύτερη ερμηνεία της 

μεθόδου επισημαίνοντας ότι καθώς το Τ »οο, ή το σ »Ό, το μ >αο. 
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όπου σ είναι èva πολλαπλάσιο της διακύμανσης των διαταρακτικών 

όρων. Συνεπώς, η ασυμπτωτική μέθοδος '^e^dAo\j μ" μπορεί να 

Θεωρηθεί ειδική περίπτωση μ ιας ασυμπτωτικής μεθόδοχ; με ασυμπτωτική 

κλίμακα την παράμετρο τ* = σ/-ΓΓ, αν υποτεθεί ότι ΤΟ Τ^ >0 (Βλ. 

Μαγδαληνός (1983), Κεφάλαια 4, 5 Kau 6). 

Οι ασυμπτωτικές προσεγγίσεις αυτής της διατριβής έχουν ως 

ασυμπτωτική κλίμακα την παράμετρο τ = 1/JT. 

1.8 ΣΚΕΦΕΙΣ ΓΙΑ ΤΗΝ Ε. Α. Θ. 

Είναι γεγονός ότι, για τα προβλήματα που μελετήθηκαν πρώτα 

και είακολουθούν να καταλαμβάνουν το μεγαλύτερο μέρος των 

εγχειριδίων στατιστικής, υπάρχουν καλές "ακριβείς" ("exact") 

λύσεις. Αυτό δημιουργεί μιαν επιφυλακή έναντι των ασυμπτωτικών 

μεθόδων και δεν είναι λίγοι εκείνοι που αρνούνται να δεχθούν μιαν 

ασυμπτωτική λύση ως πλήρη απάντηση ενός στατιστικού προβλήματος. 

Παράδειγμα αποτελεί το γνωστό πρόβλημα Behrens-Fisher, που 

θεωρείται ακόμα άλυτο αν και ο έλεγχος του Welch (1947), ο οποίος 

προτάθηκε στη βάση κάποιου είδους ασυμπτωτικού αναπτύγματος, έχει 

αρκετά καλή απόδοση ακόμα και για μικρό μέγεθος δείγματος. Η 

αναζήτηση καλής ακριβούς λύσης για οποιοδήποτε στατιστικό πρόβλημα 

είναι ένα υπερβολικά αισιόδοξο ερευνητικό πρόγραμμα. Διότι θα 

πρέπει να έγινε ήδη κατανοητό ότι δεν υπάρχουν ακριβείς λύσεις για 

όλες τις περιπτώσεις και πρέπει να αρκεστούμε σε ό,τι καλύτερο 

έχουμε, δηλαδή τις ασυμπτωτικές λύσεις. Το γεγονός ότι σε πολλές 

περιπτώσεις δεν υπάρχουν άλλες εφικτές λύσεις, είναι ένα επιπλέον 

επιχείρημα υπέρ της αποδοχής των ασυμπτωτικών μεθόδων ως "λύσεων" 

των προβλημάτων της μαθηματικής στατιστικής και της οικονομετρίας. 

Από όσα έχουμε ήδη πεί φαίνεται ότι οι μέθοδοι της Ε.Α.θ., οι 

οποίες χρησιμοποιούν ασυμπτωτικά αναπτύγματα αντί για προσεγγίσεις 

με την κανονική κατανομή, οδηγούν σε μια γενική στατιστική θεωρία 

που, αν και είναι πολυπλοκότερη από την θεωρία που βασίζεται στις 

κανονικές προσεγγίσεις, είναι ταυτόχρονα αρκετά απλή ώστε να δίνει 

γενικά αποτελέσματα, αλλά και αρκετά περίπλοκη ώστε να επιτυγχάνει 

αριθμητικά αποτελέσματα επαρκούς ακρίβειας ακόμα και με δείγματα 

μετρίου μεγέθους. ΑΊί'ζει δε να σημειωθεί ότι τα αποτελέσματα αυτά 

επιτυγχάνονται με μικρής κλίμακας αλλαγές των στατιστικών και 

οικονομετρικών προγραμμάτων που "τρέχουν" στα συνήθη συστήματα 
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ηλεκτρονικών υπολογιαχών. 

Παρ* όλα αυτά, είναι δυνατόν να αμφισβητηθεί σοβαρά η 

σκοπιμότητα της περαιτέρω εκ Λέπτυνσης της ασυμπτωτικής θεωρίας των 

κανονικών προσεγγίσεων. Το επιχείρημα, το οποίο στα πλαίσια της 

οικονομετρίας αποκτά ιδιαίτερη βαρύτητα λόγω της πολυπλοκότητας 

των οικονομικών φαινομένων, έχει ως εΐής : Τα υποδείγματα μας, όσο 

σύν€)ετα και αν είναι, αποτελούν ατελείς προσεγγίσεις της 

πραγματικότητας και συνεπώς το αληθινό μέτρο πιθανότητας δεν 

ανοίκει στην οικογένεια των μέτρων πιθανότητας που έχουμε 

υποθέσει. Είναι, για παράδειγμα, φανερό ότι οι διαταρακτικοί όροι 

μιας οικονομετρικής εΐίσωσης μόνον προσεγγιστικά μπορούν να 

θεωρηθούν ότι ακολουθούν την κανονική κατανομή. Διότι, εκτός από 

την στοχαστική συμπεριφορά των οικονομικών μονάδων, στα λάθη της 

εξίσωσης περιλαμβάνονται και όλα τα σφάλματα κακής συναρτησιακής ή 

δυναμικής είειδίκευσης του υποδείγματος., καθώς και λάθη από την 

παράλειψη σημαντικών ερμηνευτικών μεταβλητών, λάθη μέτρησης κ.τ.λ. 

Αν, λοιπόν, το υπόδειγμα είναι κατ* αυτόν τον τρόπο λανθασμένο, 

όλες οι στατιστικές μέθοδοι που στηρίζονται σε αυτό θα έχουν ένα 

συστηματικό λάθος, δηλαδή ένα λάθος που δεν θα τείνει στο μηδέν, 

καθώς το Τ ><χ>, ή το τ* >0, ή το σ >0. Συνεπώς, η εκλέπτυνση της 

ασυμπτωτικής θεωρίας στα πλαίσια του υποδείγματος δεν είναι 

ρεαλιστική εφόσον με κανέναν τρόπο δεν μπορούμε να μειώσουμε ένα 

τέτοιο συστηματικό λάθος. Παρ* όλα αυτά μπορούμε να ισχυριστούμε 

ότι, έχοντας στην διάθεση μας μια πιο αποτελεσματική ασυμπτωτική 

θεωρία, τίποτα δεν μας αναγκάζει να περιοριστούμε στην χρήση 

"απλών" ("simple") υποδειγμάτων, όπως αυτά της κανονικής 

κατανομής. Και είμαστε σε θέση να χειριστούμε υποδείγματα αρκετά 

πολύπλοκα που προσεγγίζουν περισσότερο την πραγματικότητα, 

μειώνοντας με αυτόν τον τρόπο το μέγεθος του συστηματικού λάθους. 

Αυτό, όμως, θα συμβεί μόνον αν είναι πρακτικά δυνατό, 

χρησιμοποιώντας τις δυνατότητες της Ε.Α.Θ., να βελτιώσουμε την 

(πολλές φορές ad hoc) διαδικασία εξειδίκευσης του υποδείγματος. 

Και μπορούμε, επιπλέον, να θεωρήσουμε την λεπτομερή διερεύνηση 

διαφόρων παραμετρικών οικογενειών ως μια προεισαγωγική μελέτη που 

αργότερα ενδέχεται να επεκταθεί για να καλύψει μεθόδους για 

στατιστική συμπεράσματαλογία σχετικά με συναρτησιακά 
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(functionals) , που ορίζονται, σε περισσότερο γενικές οικογένειες 

μέτρων πιθανότητας. Εκτός αυτού, η ευστάθεια (robustness) των 

αποτελεσμάτων της σε πολλές περιπτώσεις συνηγορεί και αυτή" υπέρ 

της εμπειρικής εφαρμογής της Ε.Α.Θ. Θα πρέπει, όμως, να είμαστε 

προσεκτικοί, σττιν εφαρμοσμένη έρευνα διότι ακόμα και η "καλύτερη 

δυνατή" είειδίκεχ^ση του υποδείγματος δεν αποτελεί εγγύηση ό"~ι το 

συστηματικό λάθος που απομένει είναι επαρκώς μικρό. 

Χωρίς να θέλουμε να παρουσιάσουμε μια τελεσίδικη ετυμηγορία 

υπέρ των μεθόδων της Ε.Α.Θ., είμαστε υποχρεωμένοι να επισημάνουμε 

ότι ένα όλο και μεγαλύτερο κομμάτι της εργασίας του οικονομέτρη 

απαιτεί τον ευφυή χειρισμό προσεγγίσεων και ότι για την εκτίμηση 

των οικονομετρικών συστημάτων είναι ανάγκη να αναπτυχθούν "έξυπνες 

προσεγγίσεις για μερικούς από αυτούς τους τύπους με μήκος πολλών 

γραμμών και για τους πίνακες μη συνήθων (nonstandard) κατανομών 

για να βοηθηθούν οι άνθρωποι που κάνουν την εμπειρική εργασία στα 

οικονομικά" (Kmenda (1974), σελ. 275). Αυτές οι ανάγκες 

καλύπτονται σε μεγάλο βαθμό από τις μεθόδους της Ε.Α.Θ., οι οποίες 

γίνονται τόσο καλύτερες όσο περισσότερο απαραίτητες είναι. 

1. 9 ΤΟ ΑΝΤΙ ΚΕΙ MENO ΑΥΤΗΣ ΤΗΣ ΔΙΑΤΡΙΒΗΣ 

Ένα μεγάλο μέρος της εφαρμοσμένης στατιστικής και 

οικονομετρικής έρευνας αφιερώνεται στην διενέργεια στατιστικών 

ελέγχων είτε της διαρθρωτικής είειδίκευσης του χρησιμοποιουμένου 

υποδείγματος, είτε διαφόρων γραμμικών υποθέσεων επί των παραμέτρων 

του. Τέτοιες υποθέσεις ελέγχονται με την χρησιμοποίηση των γνωστών 

μας ελέγχων t και F, υπό την υπονοούμενη υπόθεση ότι το μέγεθος 

του χρησιμοποιουμένου δείγματος είναι επαρκώς μεγάλο ώστε να 

επιτρέπει την προσέγγιση με την κανονική ή την χ κατανομή, 

αντίστοιχα. 

Όταν το μέγεθος του δείγματος είναι μικρό δημιουργούνται 

σοβαρά προβλήματα, διότι στην περίπτωση αυτή υπάρχει σημαντική 

απόκλιση του πραγματικού (actual) από το ονομαστικό (nominal) 

μέγεθος του ελέγχου. Υπενθυμίζουμε ότι ονομαστικό μέγεθος του 

ελέγχου είναι το επίπεδο στατιστικής σημαντικότητας στο οποίο 

γίνεται ο έλεγχος, ενώ το πραγματικό μέγεθος του ελέγχου είναι το 

ποσοστό των φορών κατά τις οποίες το κριτήριο απορρίπτει την 

μηδενική υπόθεση, όταν αυτή είναι αληθής, σε επαναλαμβανόμενη 
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διενέργεια του ελέγχου με σταθερή την μήτρα των προκαθορισμένων 

μεταβλητών του υποδείγματος. Γίνεται, επομένως, σαφές ότι 

σημαντική απόκλιση του πραγματικού από το ονομαστικό μέγεθος ενός 

ελέγχου ενδέχεται να οδηγήσει σε εσφαλμένα συμπεράσματα και 

λανθασμένη διαρθρωτική είειδίκευση του υποδείγματος. 

Επιπλέον, η πολύ γνωστή ασυμφωνία μεταξύ των τριών κλασσικών 

αρχών ελέγχου, δηλαδή των ελέγχων Wald, likelihood ratio, και 

Lagrange multiplier, μπορεί κατά κύριο λόγο να αποδοθεί στο 

γεγονός ότι οι τρείς ανωτέρω έλεγχοι έχουν διαφορετικά πραγματικά 

μεγέθη. Επειδή οι αποκλίσεις του πραγματικού από το ονομαστικό 

μέγεθος είναι μεγάλες συγκρινόμενες με τις διαφορές στην δΰναμη 

των ελέγχων, μια διόρθωση του πραγματικού μεγέθους, έτσι ώστε αυτό 

να προσεγγίζει το ονομαστικό μέγεθος του ελέγχου, αναμένεται να 

εξαλείψει το μεγαλύτερο μέρος της πιθανότητας της ασυμφωνίας 

μεταξύ των τριών κλασσικών αρχών ελέγχου (βλ. Rothenbrg (1982), 

σελ. 529) .'Ετσι, αφού διορθωθεί το μέγεθος του ελέγχοχ.), η απώλεια 

από την χρησιμοποίηση των ελέγχων t και F θα είναι μικρή, ακόμα 

και σε περιπτώσεις κατά τις οποίες υπάρχουν, περισσότερο 

αποτελεσματικοί έλεγχοι δεύτερης τάξης προσέγγισης. 

Υπάρχουν δύο τρόποι διόρθωσης του πραγματικού μεγέθους ενός 

ελέγχου: η διόρθωση των κριτικών τιμών του ελέγχου, είτε, 

εναλλακτικά, η διόρθωση του στατιστικού με το οποίο διενεργείται ο 

έλεγχος. Για την πρώτη διόρθωση αναπτύσσουμε κατά Edgeworth την 

συνάρτηση κατανομής του στατιστικού ελέγχου και κρατούμε μερικούς 

αρχικούς όρους έτσι ώστε το λάθος της προσέγγισης να είναι τάξης 
—3/2 

0(Τ ). Στη συνέχεια βρίσκουμε τις κριτικές τιμές της 

προσεγγιστικής συνάρτησης κατανομής που αντιστοιχούν στο επιθυμητό 

ονομαστικό μέγεθος του ελέγχου. Όταν χρησιμοποιούμε τις κατά 

Edgeworth διορθωμένες κριτικές τιμές, η απόκλιση του πραγματικού 
—3/2 

από το ονομαστικό μέγεθος του ελέγχου είναι τάξης 0(Τ ) . Για 

την δεύτερη χρησιμοποιούμε ένα κατά Cornish-Fisher ανάπτυγμα (βλ. 

Cornish and Fisher (1937), Fisher and Cornish (1960), Hill and 

Davis (1968), Μαγδαληνός (1985)) για να υπολογίσουμε το κατά 

Cornish-Fisher διορθωμένο στατιστικό. Ο έλεγχος ολοκληρώνεται με 

την σύγκριση του διορθωμένου στατιστικού με τις κριτικές τιμές της 

αντίστοιχης κατανομής για τον t ή τον F έλεγχο. Όταν ο έλεγχος 
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διενεργείται, με την χρησιμοποίηση του κατά Cornish-Fisher 

διορθωμένου στατιστικού, η απόκλιση του πραγματικού από το 
— 3 / 2 

ονομαστικό μέγεθος του ελέγ.χου είναι επίσης τοΥξης 0(Τ ) . 

Επομένως, οι δύο μέβοδοι δίνουν διορθώσεις που είναι ασυμπτωτικά 

ισοδύναμες μέχρι την τά"ξη μεγέθους της απαιτούμενης ακρίβειας. 

Ωστόσο, η κατά; Cornish-Fisher διόρθωση του στατιστικού έχει δύο 

σημαντικά π λ εο ν ε κττΊματα συγκρινόμενη με την κατά Edgeworth 

διόρθωση των κριτικών τιμών του. 

Πρώτον, το κατά Cornish—Fisher ανάπτυγμα δεν παρουσιάζει τα 

γνωστά προβλήματα του κατά Edgeworth αναπτύγματος στην περιοχή" των 

ουρών της κατανομής που προσεγγίζει. Εφόσον το κατά Cornish-Fisher 

ανάπτυγμα είναι η αντιστροφή της κατά Edgeworth διόρθωσης των 

κριτικών τιμών, είναι λογικό να αναμένουμε πως οι δύο μέθοδοι 

διόρθωσης πρέπει να έχουν πολύ όμοιες ιδιότητες στην περιοχή που 

αντιστοιχεί στο κύριο σώμα της προσεγγ ι"ζόμενης κατανομής. Όμως, 

στην περίπτωση ελέγχου υποθέσεων αυτό που μας ενδιαφέρει είναι να 

προσεγγίσουμε, όσο γίνεται καλύτερα, τις πιθανότητες στις ουρές 

της κατανομής. Σε αυτές ακριβώς τις περιοχές οι ιδιότητες των δύο 

μεθόδων διόρθωσης διαφέρουν σημαντικά. Η κατά Edgeworth προσέγγιση 

δεν είναι μια καλά ορισμένη (proper) κατανομή και συχνά προσδίδει 

αρνητικές "πιθανότητες" στις ουρές της κατανομής. Αντίθετα, το 

κατά Cornish-Fisher διορθωμένο στατιστικό είναι μια καλά ορισμέμη 

τυχαία μεταβλητή και στις ουρές της κατανομής της αντιστοιχούν 

μόνον θετικές πιθανότητες. 

Δεύτερον, η εφαρμοσμένη στατιστική και οικονομετρική έρευνα 

διευκολύνεται σημαντικά αν, αντί των κατά Edgeworth διορθωμένων 

κριτικών τιμών, χρησιμοποιηθεί το κατά Cornish-Fisher διορθωμένο 

στατιστικό. Διότι το ίδιο κατά Cornish-Fisher διορθωμένο 

στατιστικό μπορεί να χρησιμοποιηθεί για να διενεργηθούν έλεγχοι σε 

οποιοδήποτε επίπεδο στατιστικής σημαντικότητας. Αντίθετα, 

απαιτείται ο υπολογισμός διαφορετικών κατά Edgeworth διορθωμένων 

κριτικών τιμών για να ελεγχθεί η μηδενική υπόθεση σε διαφορετικά 

επίπεδα στατιστικής σημαντικότητας. Πρέπει, επίσης, να 

επισημάνουμε ότι, με δεδομένο το κατά Cornish-Fisher διορθωμένο 

στατιστικό, είναι πολύ εύκολο να υπολογιστεί το επίπεδο 

σημαντικότητας (p-value) που αντιστοιχεί σε μια συγκεκριμένη τιμή 
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του. 0 υπολογισμός αυτός είναι αρκετά; δύσκολος Kau επίπονος αν 

βασίζεται, στις κατά Edgeworth διορθωμένες κριτικές τιμές. 

Στην διατριβή αυτήν αναπτύσσεται η κατό: Cornish—Fisher 

διόρθωση του μεγέθους των ελέγχων t και F στο γενικευμένο γραμμικό 

υπόδειγμα (generalized linear model) και συγκρίνεται με την κατά 

Edgeworth διόρθωση που έχει ήδη προταθεί από τους 

Rothenberg (1984b), (1988) και Magee (1989). Τόσο η θεωρητική, όσο 

και η πειραματική, με μεθόδους Monte Carlo, σύγκριση της σχετικής 

απόδοσης των δυο διορθώσεων συνηγορεί υπέρ της κατά Cornish-Fisher 

διόρθωσης του μεγέθους των t και F ελέγχων. Επιπλέον, στα πλαίσια 

ενός οικονομετρικού συστήματος εισάγονται μέθοδοι ελέγχου της 

εΐωγένειας των βοηθητικών μεταβλητών (instrumental variables) και 

αναπτύσσονται εναλλακτικές διορθώσεις του μεγέθους αυτών των 

ελέγχων. Και στην περίπτωση αυτή, η κατά Cornish-Fisher διόρθωση 

φαίνεται να υπερισχύει της κατά Edgeworth διόρθωσης με βάση 

θεωρητικά επιχειρήματα αλλά και πειραματικά αποτελέσματα. Α"§ί"ζει, 

μάλιστα, να σημειωθεί ότι οι έλεγχοι της ε'ξωγένειας των βοηθητικών 

μεταβλητών ενός οικονομετρικού συστήματος αποτελούν ένα παράδειγμα 

ιδιαίτερα κακής απόδοσης των κατά Edgeworth διορθώσεων του 

μεγέθους των χ και F ελέγχων. 

1. 10 ΤΟΠΙ ΚΑ ΑΚΡΙΒΕΙΣ ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΕΙΣ 

Από την στατιστική και οικονομετρική βιβλιογραφία προκύπτει 

το συμπέρασμα ότι είναι προτιμότερο, αντί να χρησιμοποιήσουμε την 

"ασυμπτωτική" μορφή του ελέγχου, να κάνουμε προσαρμογές για τους 

βαθμούς ελευθερίας (degrees of freedom adjustments) και να πάρουμε 

αναπτύγματα σε όρους της t-Student ή F κατανομής κατανομής, αντί 

της κανονικής ή χ κατανομής, αντίστοιχα. Και οι δύο μέθοδοι 

προσέγγισης έχουν ένα σφάλμα της ίδιας τάίης μεγέθους, αλλά οι 

προσαρμογές για τους βαθμούς ελευθερίας φαίνεται πως βελτιώνουν 

την προσέγγιση σε μικρά δείγματα. Στη συνέχεια Θα παραθέσουμε 

περιληπτικά την σχετική συζήτηση. 

0 Dhrymes κατακρίνει τις προσαρμογές γιο: τους βαθμούς 

ελευθερίας σε περιπτώσεις που μόνον ασυμπτωτικά αποτελέσματα είναι 

διαθέσιμα. Διότι δεν υπάρχει τίποτα στην ασυμπτωτική θεωρία 

μεγάλου δείγματος που να δικαιολογεί τέτοιου είδους διορθώσεις 

(βλ. Dhrymes (1969), σελ. 220). Η κριτική του Dhrymes αντικρούεται 
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από τον Μαγδαληνό ((1983), σεΛ. 134-140) με το επιχείρημα ότι δεν 

υπάρχει κανένας λόγος που να μας υπαγορεύει να αρκεστούμε σε 

πληροφορίες που προέρχονται, αποκλειστικά από την ασυμπτωτική 

θεωρία. Αντίθετα από την άποψη του Dhrymes, όταν το μέγεθος του 

δείγματος είναι μικρό υπάρχουν αρκετά: επιχειρήματα υπέρ της 

προσαρμογής για τους βαθμούς ελευθερίας. 

. θεωρούμε, για παράδειγμα, το γενικευμένο γραμμικό υπόδειγμα. 

Αν η μήτρα συνδιακυμάνσεων των διαταρακτικών όρων του είναι γνωστή 

εκτός από έναν πολλαπλασιαστικό παράγοντα, το διορθωμένο για τους 

βαθμούς ελευθερίας στατιστικό του Wald κατανέμεται ακριβώς ως μια 

F μεταβλητή. Αντίθετα, στην περίπτωση που η μήτρα συνδιακυμάνσεων 

δεν είναι γνωστή και εκτιμάται από τα δεδομένα, η ακριβής κατανομή 

του στατιστικού δεν είναι γνωστή και αναγκαζόμαστε να 

χρησιμοποιήσουμε τον ασυμπτωτικό (χωρίς προσαρμογές για τους 

βαθμούς ελευθερίας) έλεγχο. Α'ξί'ζει να σημειωθεί ότι, ενώ οι δύο 

έλεγχοι είναι ασυμπτωτικά ισοδύναμοι, ο ασυμπτωτικός έλεγχος είναι 

πιο αυστηρός με την έννοια ότι απορρίπτει την μηδενική υπόθεση 

συχνότερα από ό,τι ο ακριβής έλεγχος. Αυτό έρχεται σε αντίθεση με 

όσα θα περιμέναμε διαισθητικά. Αιότι συνεπάγεται ότι η συγκέντρωση 

των GLS εκτιμητών των παραμέτρων του υποδείγματος γύρω από τις 

αληθείς τιμές τους έχει αυΊηθεί, παρά το γεγονός ότι η εκτίμηση 

της μήτρας συνδιακυμάνσεων εισάγει μια νέα πηγή λάθους στην 

εκτιμητική διαδικασία. Αποδεικνύεται ότι, κάτω από ρεαλιστικές 

συνθήκες, η περιοχή αποδοχής του ασυμπτωτικού ελέγχου μπορεί να 

είναι μικρότερη από το 50% της περιοχής αποδοχής του αντίστοιχου 

ακριβούς ελέγχου, γεγονός που σημαίνει πως τα δύο είδη ελέγχων 

έχουν σημαντικά διαφορετικά πραγματικά μεγέθη. Για να 

διευκολύνουμε την αΐιολόγηση της σημαντικότητας των προσαρμογών 

για τους βαθμούς ελευθερίας παραθέτουμε τον Πίνακα 1.1 (βλ. 

Μαγδαληνός (1983), σελ. 139). 0 πίνακας παρουσιάζει την ποσοστιαία 

αύίηση της περιοχής αποδοχής του ασυμπτωτικού ελέγχου χ , σε 

επίπεδο στατιστικής σημαντικότητας 5%, που οφείλεται στην 

προσαρμογή για τους βαθμούς ελευθερίας. 0 Πίνακας 1.1 δείχνει ότι 

κάτω από δυσμενείς, αλλά ρεαλιστικές, συνθήκες οι προσαρμογές για 

τους βαθμούς ελευθερίας μπορούν ακόμα και να τριπλασιάσουν την 

περιοχή αποδοχής. Οι διαφορές των περιοχών αποδοχής τείνουν στο 
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μηδέν καθώς το μέγεθος του δείγματος αυξάνεται, άλλα: όχι τόσο 

γρήγορα όσο Θα περίμενε κανείς, ιδίως αν το πλήθος των 

διαρθρωτικών παραμέτρων είναι, μεγάλο. 

Η συζήτηση που προηγήθηκε συνηγορεί υπέρ της προσαρμογής γ ta 

τους βαθμούς ελευθερίας όταν το μέγεθος του δείγματος είναι μικρό. 

Εφόσον η ακρίβεια μιας ασυμπτωτικής προσέγγισης εξαρτάται από τον 

πρώχον όρο του ασυμπτωτικού αναπτύγματος, το προηγούμενο 

συμπέρασμα ισχύει και στην περίπτωση κατά την οποία χρησιμοποιούμε 

προσεγγίσεις της Ε.Α.θ. Οι Kunitomo et.al. (1983) και οι Morimune 

και Tsukuda (1984), εργαζόμενοι στα πλαίσια της μεθόδου "μικρού 

σ", παρουσιάζουν περιπτώσεις κατά τις οποίες προσεγγίσεις που 

βασίζονται σε προσαρμογές για τους βαθμούς ελευθερίας έχουν 

καλύτερη απόδοση από προσεγγίσεις που δεν έχουν υποστεί τέτοιες 

προσαρμογές. Η μόνη ερμηνεία που μπορούμε να δώσουμε είναι ότι, 

,όταν το υπόδειγμα έχει επαρκώς απλοποιηθεί, οι προσεγγίσεις που 

βασίζονται σε προσαρμογές για τους βαθμούς ελευθερίας 

μετατρέπονται στις (γνωστές) ακριβείς (exact) κατανομές. Είναι, 

λοιπόν. Λογικό να αναζητήσουμε εναλλακτικές προσεγγίσεις σε όρους 

των ακριβών (exact) t και F κατανομών και να αναπτύξουμε κατά 

Edgeworth ή κατά Cornish-Fisher διορθώσεις του μεγέθους των 

ελέγχων που προκύπτουν από αυτές. 

Στο σημείο αυτό εισάγουμε την έννοια της "τοπικής ακρίβειας" 

("local exactness") η σημασία της οποίας είναι καθοριστική για την 

επιλογή της προσέγγισης που είναι ενδεδειγμένη για κάθε 

συγκεκριμένη περίπτωση, θεωρούμε, για παράδειγμα, ότι η μήτρα 

συνδιακυμάνσεων των διαταρακτικών όρων του γενικευμένου γραμμικού 

υποδείγματος, εκτός από έναν πολλαπλασιαστικό παράγοντα, είναι 

γνωστό πως ανήκει σε μια σφαίρα ακτίνας θ. θα λέγομε ότι μια 

προσέγγιση κατά Edgeworth είναι "τοπικά ακριβής" ("locally exact") 

αν μετατρέπεται στη (γνωστή) ακριβή κατανομή καθώς το θ >0. Όμοια 

ένα κατά Cornish—Fisher διορθωμένο στατιστικό θα λέγεται "τοπικά 

ακριβές" αν, καθώς το θ >0, μετατρέπεται σε ένα στατιστικό του 

οποίου η (γνωστή) κατανομή είναι ακριβής. 

Γενικά, μπορούμε να δημιουργήσοτ^ε ένα απεριόριστο πλήθος 

διαφορετικών προσεγγίσεων αλλάζοντας την κατανομή σε όρους της 

οποίας παίρνουμε τα αναπτύγματα. Η επιλογή αυτή δεν επηρεάζει την 
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τάξη μεγέθους του σφάλματος, αλλά είναι καθοριστικής σημασίας για 

ττιν ακρίβεια της προσέγγισης σε μικρά δείγματα. Η συνηθισμένη 

επιλογή των οριακών (limiting) κατανομών (κανονική ή χ ) είναι 

οπωσδήποτε αναλυτικά βολική. Ωστόσο, οι προσεγγίσεις που 

προκύπτουν από τις κατανομές αυτές δεν έχουν άριστες ιδιότητες 

όταν το μέγεθος του δείγματος είναι μικρό. Καλύτερες είναι οι 

επιλογές που βασίζονται στην έννοια της τοπικής ακρίβειας. Αν 

απαιτήσουμε η προσέγγιση που Θα επιλεγεί να είναι τοπικό: ακριβής. 

Θα επιλέγουμε μια συνάρτηση κατανομής από την οποία παράγεται μια 

ασυμπτωτική σειρά που μετατρέπεται στον ακριβή τύπο όταν, υπό την 

προϋπόθεση πως υπάρχουν επαρκείς πληροφορίες, μπορούμε να 

μετασχηματίσουμε το υπόδειγμα έτσι ώστε η μήτρα συνδιακυμάνσεων να 

είναι βαθμωτή (scalar). 

Σε αυτή την διατριβή προτείνεται η προσαρμογή των στατιστικών 

για τους βαθμούς ελευθερίας. Επιπλέον, εισάγονται κατά Edgeworth 

και κατά Cornish-Fisher διορθώσεις του μεγέθους των ακριβών 

(exact) ελέγχων t και F στο γενικευμένο γραμμικό υπόδειγμα και των 

ακριβών (exact) ελέγχων της εξωγένειας των βοηθητικών μεταβλητών 

οε ένα οικονομετρικό σύστημα. Monte Carlo πειράματα επιβεβαιώνουν 

τις θεωρητικές προσδοκίες υπέρ των προσαρμογών για τους βαθμούς 

ελευθερίας και των κατά Cornish-Fisher διορθώσεων. 

1.11 Η AOÌ4H ΑΥΤΗΣ ΤΗΣ ΔΙ ΑΤΡΙΒΗΣ 

Στο Κεφάλαιο 2 παρουσιάζονται εναλλακτικές μέθοδοι διόρθωσης 

του μεγέθους των ελέγχων t και F στο γενικευμένο γραμμικό υπό­

δειγμα. ΕΊειδικεύσεις των ανωτέρω διορθώσεων για τις περιπτώσεις 

αυτοσυσχέτισης πρώτου βαθμού, ετεροσκεδαστικότητας και S.U.R. 

υποδειγμάτων δίνονται στα Κεφάλαια 3, 4 και 5, αντίστοιχα. Στο 

Κεφάλαιο 6 εξετάζονται εναλλακτικές μέθοδοι διόρθωσης του μεγέθους 

των ελέγχων κακής εξειδίκευσης Anderson-Rubin-Sargan, οι οποίοι 

μπορούν να ερμηνευθούν, εξ* ίσου ικανοποιητικά, και ως έλεγχοι της 

ανεξαρτησίας των βοηθητικών μεταβλητών από τον διαταρακτικό όρο 

μιας διαρθρωτικής εξίσωσης ενός οικονομετρικού συστήματος. Τα 

συμπεράσματα αυτής της διατριβής, τα οποία στηρίζονται στην θεω­

ρητική αλλά και πειραματική (με μεθόδους Monte Carlo) διερεύνηση 

των εξεταζομένων προβλημάτων, συνοψίζονται στο Κεφάλαιο 7. Όλες οι 

αποδείξεις δίνονται σε παραρτήματα. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 

ΔΙΟΡΘΩΣΕΙΣ ΤΟΥ ΜΕΓΕΘΟΥΣ ΕΛΕΓΧΩΝ ΣΤΟ ΓΕΝΙΚΕΥΜΕΝΟ ΓΡΑΜΜΙΚΟ ΥΠΟΔΕΙΓΜΑ 

2.1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

Στην εφαρμοσμένη στατιστική και, οικονομετρική έρευνα συχνά 

βρισκόμαστε στην ανάγκη να εκτιμήσουμε με την μέθοδο των 

γενικευμένων ελαχίστων τετραγώνων (GLS) το κανονικό γραμμικό 

υπόδειγμα, του οποίου η μήτρα συνδιακυμάνσεων των διαταρακτικών 

όρων είναι μη βαθμωτή (nonscalar). Η εκτιμητική διαδικασία συνήθως 

ακολουθείται από την διαδικασία ελέγχου είτε της διαρθρωτικής 

είειδίκευσης του υποδείγματος, είτε διαφόρων γραμμικών υποθέσεων 

επί των παραμέτρων του. Τέτοιες υποθέσεις ελέγχονται με την 

χρησιμοποίηση των γνωστών t και F ελέγχων, υπό την υπονοούμενη 

υπόθεση ότι το μέγεθος του χρησιμοποιουμένου δείγματος είναι 

αρκετά μεγάλο ώστε να επιτρέπει την προσέγγιση με την κανονική ή 

την χ κατανομή, αντίστοιχα. 

Προβλήματα δημιουργούνται όταν το μέγεθος του δείγματος είναι 

μικρό, διότι στην περίπτωση αυτή το πραγματικό μέγεθος ενός 

ελέγχου διαφέρει σημαντικά από το ονομαστικό του μέγεθος, με 

αποτέλεσμα να είναι πιθανό να καταλήγουμε σε εσφαλμένα 

συμπεράσματα και λανθασμένη διαρθρωτική είειδίκευση του 

υποδείγματος. 

Επιπλέον, το γεγονός ότι οι τρείς κλασσικές αρχές ελέγχου 

(Wald, likelihood Ratio και Lagrange multiplier) παράγουν ελέγχους 

με διαφορετικά πραγματικά μεγέθη, είναι η κύρια αιτία της 

παρατηρούμενης ασυμφωνίας των αποτελεσμάτων τους. Επειδή οι 

διαφορές μεταΐύ του ονομαστικού και του πραγματικού μεγέθους είναι 

μεγάλες σε σύγκριση με τις διαφορές στην δύναμη των ελέγχων, μια 

διόρθωση του πραγματικού μεγέθους, έτσι ώστε αυτό να προσεγγίσει 

το ονομαστικό μέγεθος του ελέγχου, αναμένεται να εξαλείψει το 

μεγαλύτερο μέρος της πιθανότητας της ασυμφωνίας μεταΐύ των τριών 

κλασσικών αρχών ελέγχου (βλ. Rothenberg (1982), σελ. 529). Έτσι, η 

απώλεια από την χρησιμοποίηση των κατά μέγεθος διορθωμένων ελέγχων 

t και F θα είναι μικρή, ακόμα και σε περιπτώσεις κατά τις οποίες 

υπάρχουν περισσότερο αποτελεσματικοί έλεγχοι δεύτερης τά"§ης 

προσέγγισης. 

Όπως έχουμε ήδη αναφέρει στο Κεφάλαιο 1, υπάρχουν δύο τρόποι 
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διόρθωσης του πραγματικού μεγέθους ενός ελέγχου, έτσι ώστε να μη 

διαφέρει σημαντικά από το ονομαστικό μέγεθος του ελέγχου: η κατ<± 

Edgeworth διόρθωση των κριτικών τιμών του ελέγχου η", εναλλακτικό:, 

η κατά: Cornish-Fisher διόρθωση του στατιστικού που χρησιμοποιείται 

για τον έλεγχο. Και οι δυο αυτές διορθώσεις του μεγέθους των 
— 3/2 

ελέγχων έχουν ένα λάθος τάΊης 0(Τ ) και είναι ασυμπτωτικά 

ισοδύναμες μέχρι την τάΊη μεγέθους της απαιτούμενης ακρίβειας. 

0 Rothenberg (1984b), (1988), εργαζόμενος στα πλαίσια μιας 

γενικής κλάσης υποδειγμάτων που περιλαμβάνει τις περισσότερες από 

τις συνηθισμένες οικονομετρικές εξειδικεύσεις, ανέπτυξε 

αναλυτικούς τύπους για τις τύπου Edgeworth διορθωμένες κριτικές 

τιμές για τον έλεγχο του Wald, από τις οποίες μπορούν να παραχθούν 

οι τύπου Edgeworth διορθωμένες κριτικές τιμές για τον αντίστοιχο t 

ή F έλεγχο. Αυτοί οι τύποι, όμως, δεν είναι άμεσα χρησιμοποιήσιμοι 

διότι ε^αρτώται από μερικές άγνωστες παραμέτρους, των οποίων η 

εκτίμηση σε συγκεκριμένες περιπτώσεις δεν έχει συζητηθεί από τον 

Rothenberg. 

Στο κεφάλαιο αυτό αναπαράγονται τα αποτελέσματα του 

Rothenberg με τον δικό μας συμβολισμό, ο οποίος προκύπτει ευθέως 

από τον ορισμό του γενικευμένου γραμμικού υποδείγματος. Αυτό έγινε 

διότι ο συμβολισμός που χρησιμοποιείται σε αυτήν την διατριβή 

καθιστά άμεση την εφαρμογή των αναλυτικών εργαλείων του 

Παραρτήματος Α για να διαπιστωθεί η εγκυρότητα (validity) των 

μεθόδων διόρθωσης του μεγέθους των t και F ελέγχων. 

Έχουμε ήδη αναφέρει ότι, αντί να διορθώσουμε τις κριτικές 

τιμές του ελέγχου, έχουμε την δυνατότητα να διορθώσουμε το 

στατιστικό με το οποίο κάνουμε τον έλεγχο και ότι οι δύο 

διορθώσεις είναι ασυμπτωτικά ισοδύναμες. Ωστόσο, η κατά 

Cornish-Fisher διόρθωση του στατιστικού θεωρείται καλύτερη από την 

κατά Edgeworth διόρθωση των κριτικών τιμών του ελέγχου. Αιότι, σε 

αντίθεση με την κατά Edgeworth προσέγγιση που δεν είναι μια καλά 

ορισμένη κατανομή, το κατά Cornish-Fisher διορθωμένο στατιστικό 

είναι μια καλά ορισμένη τυχαία μεταβλητή. Επιπλέον, με δεδομένο το 

κατά Cornish-Fisher διορθωμένο στατιστικό, ο ερευνητής μπορεί να 

υπολογίσει πολύ εύκολα το επίπεδο σημαντικότητας (p-value) που 

αντιστοιχεί σε μια συγκεκριμένη τιμή του και να πραγματοποιήσει 
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τον έλεγχο σε κάθε επίπεδο στατιστικής σημαντικότητας. 

Είναι, λοιπόν, φανερό ότι,, αφού υπολογιστεί το κατά 

Cornish-Fisher διορθωμένο στατιστικό, ο έλεγχος πραγματοποιείται 

με την σύγκριση της τιμής αυτού του στατιστικού με τις κριτικές 

τιμές της αντίστοιχης κατανομής για τον t η" τον F έλεγχο. 

Στο σημείο αυτό ο ερευνητής καΛείται να επιλέξει αν Θα 

χρησιμοποίησε ι την "ασυμπτωτική" μορφή του στατιστικού ελέγχου, 

αναπτύσσοντας σε όρους της κανονικής ή της χ κατανομής, ή Θα 

προσαρμόσει το στατιστικό για τους βαθμούς ελευθερίας και θα πάρει 

τα αναπτύγματα σε όρους της t ή της F κατανομής, αντίστοιχα. Και 

οι δύο μέθοδοι προσέγγισης έχουν ένα σφάλμα της ίδιας τάξης 

μεγέθους. Παρ" όλα αυτά, από την σχετική συζήτηση του Κεφαλαίου 1 

προκύπτει πως η μέθοδος προσέγγισης που βασίζεται στην προσαρμογή 

για τους rotjç βαθμούς ελευθερίας είναι προτιμότερη και βελτιώνει 

την προσέγγιση σε μικρά δείγματα·; (βλ. Kunitomo et.al. (1983), 

Μαγδαληνός (1983), (1985) και Morimune and Tsukuda (1984)). 

Σε αυτό το κεφάλαιο παρουσιάζουμε αναλυτικούς τύπους για τις 

κατά Edgeworth και κατά Cornish-Fisher δεύτερης τάξης διορθώσεις 

(ασυμπτωτικές ή τοπικά ακριβείς) του μεγέθους των ελέγχων t και F, 

για την περίπτωση του γενικευμένου γραμμικού υποδείγματος του 

οποίου η μήτρα συνδιακυμάνσεων των διαταρακτικών όρων είναι μη 

βαθμωτή. 

3. 3 ΤΟ ΓΕΝΙΚΕΥΜΕΝΟ ΓΡΑΜΜΙΚΟ ΥΠΟΑΕΙΓΜΑ 

θεωρούμε την εξίσωση: 

y = Χβ + au, (2.1) 

όπου y είναι ένα Τχΐ διάνυσμα παρατηρήσεων της εξαρτημένης 

μεταβλητής, Χ είναι μια Τχη μήτρα εξωγενών μεταβλητών, β είναι ένα 

ηχΐ διάνυσμα αγνώστων παραμέτρων και συ (σ > 0) είναι ένα Τχΐ 

διάνυσμα στοχαστικών διαταρακτικών όρων. Το τυχαίο διάνυσμα u 

κατανέμεται ως Ν(0,Ω ), όπου τα στοιχεία της ΤχΤ μήτρας Ω είναι 

γνωστές συναρτήσεις του αγνώστου κχΐ διανύσματος παραμέτρων γ και, 

πιθανώς, μιας Τχιη μήτρας Ζ, με στοιχεία παρατηρήσεις σε ένα σύνολο 

εξωγενών μεταβλητών, μερικές από τις οποίες ενδέχεται να είναι και 

παλινδρομητές (regressors) . Το διάνυσμα γ ανήκει στον παραμετρικό 

χώρο θ, που είναι κάποιο ανοικτό υποσύνολο του κ-διάστατου 
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Ευκ7\ε ίδιου χώρου. 

Έστω γ ένας συνεπής εκτιμητής του γ. Για κάθε συνάρτηση 

f = f (γ) , γράφουμε f = f (γ) . OL εφικτοί GLS εκτιμητές των β και σ 

είναι, : 

β = ( Χ Ώ Χ Γ ^ ' Ω Υ , (2.2) 

σ
2
 = (y-Xß) 'o.(y-Xß)/(T-n) . (2.3) 

Γράφουμε Ω. = <?Ω/<?γ. , Ω. . = â Ω/#γ. <?γ . κ . τ ./\. γ ι α τ ι ς ΤχΤ 

μ ή τ ρ ε ς των μ ε ρ ι κ ώ ν παράγωγων π ρ ώ τ η ς , δ ε ύ τ ε ρ η ς κ. τ . Λ. τά"§ης τ η ς 

μ ή τ ρ α ς Ω ως π ρ ο ς τ α σ τ ο ι χ ε ί α τ ο υ δ ι α ν ύ σ μ α τ ο ς γ . 

Ο ρ ί ζ ο υ μ ε τ ο ( κ + 1 ) χ 1 δ ι ά ν υ σ μ α δ με σ τ ο ι χ ε ί α 

5 = ( σ 2 ~ σ 2 ) / τ σ 2 , δ. = ( γ . - γ . ) / τ ( i = 1 κ ) , ( 2 . 4 ) 
Ο V Χ. χ. 

όπου τ = 1/fT, είναι η "ασυμπτωτική κλίμακα" των αναπτυγμάτων μας. 

Υποθέτουμε ότι ισχύουν ou ακόΛουΘες συνθήκες κανονικότητας: 

(ί) Τα στοιχεία των μήτρων Ω και Ω~ είναι φραγμένα για όΛα τα Τ 

και για όλα τα γ e Θ και οι μήτρες 

Α = ΧΏΧ/Τ, F == Χ'Χ/Τ (2.5) 

συγκλίνουν σε μη ιδιά'ζουσες μήτρες καθώς το Τ—»co . 

(ii) Οι μερικές παράγωγοι, μέχρι και τέταρτης τάξης, των 

στοιχείων της μήτρας Ω ως προς τα στοιχεία του διανύσματος γ 

είναι φραγμένες για όλα τα Τ και για όΛα τα γ <Ξ θ. 

(iii) 0 εκτιμητής γ είναι μια άρτια συνάρτηση TOXJ U και είναι 

συναρτησιακά ανεξάρτητος απά τις παραμέτρους β, δηλαδή 

μπορεί να γραφεί ως συνάρτηση μόνον των Χ, Ζ και ou. 

(iv) Το διάνυσμα δ δέχεται ένα στοχαστικό ανάπτυγμα της μορφής 

δ = d + τά + ω(τ
2
), (2.6) 

1 2 

όπου η τάΐη μεγέθους ω ορίζεται στο Παράρτημα Α 

(Ορισμός Α.3) και οι αναμενόμενες τιμές 

E(dd'), Ε(,ΓΤα + d ) 
i l 1 2 

υπάρχουν και έχουν πεπερασμένα όρια καθώς το Τ—»co . 

Οι δύο πρώτες συνθήκες συνεπάγονται ότι οι μήτρες 

Α. = Χ'Ω.Χ/Τ, Α.. = ΧΏ. .Χ/Τ, Α*. - ΧΏ.Ω~*"Ω.Χ/Τ (2.7) 

είναι φραγμένες και συνεπώς το κατά Taylor ανάπτυγμα του β είναι 
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ένα στοχαστικό ανάπτυγμα (Μαγδαληνός (1991)). Υπό την προϋπόθεση 

ότι ÖL παραμέτρου β KŒL γ είναι, συναρτησιακά ανεξάρτητες, η 

υπόθεση (iii) ικανοποιείται γ ta μιαν ευρεία κΛάση εκτιμητών του γ, 

που περιλαμβάνει, τους εκτιμητές μεγίστης πιθανοφάνειας (ML) και 

τους απλούς η επαναληπτικούς εκτιμητές που βασίζονται στα 

κατάλοιπα της παλινδρόμησης (Breusch (1980), Rothenberg (1984a)). 

Επιπλέον, υπό την προϋπόθεση ότι η μήτρα Ζ ικανοποιεί μια συνθήκη 

όμοια με την (i), μπορούμε να δείξουμε ότι η συνθήκη (iv) 

ικανοποιείται για τις ίδιες κλάσεις των εκτιμητών του γ. Σημειώστε 

ότι δεν υποθέτουμε ότι ο εκτιμητής του γ είναι ασυμπτωτικά 

αποτελεσματικός. 

Ορίζουμε τα βαθμωτά λ και μ , τα κχΐ διανύσματα λ και μ και 

την κχκ μήτρα Λ από τις εξισώσεις: 

μ. λ λ' 
ο 

Λ 

= lim E(d d') , 
A 1 

Τ »00 

ο 

μ 

= lim E(TTd
i
 + d

2
) . (2.8) 

Τ »-00 

Γ ι α κάθε nxm μ ή τ ρ α L με σ τ ο ι χ ε ί α 1.. γ ρ ά ψ ο υ μ ε : 

L = [ ( 1 . . ) . Α . ] ( 2 . 9 ) 

·- Lj t=l,. . . ,r>; J=±,. . . ,m
J 

με τις αντίστοιχες τροποποιήσεις για τα διανύσματα και τις 

τετραγωνικές μήτρες. Αν τα 1.. είναι n.xm. μήτρες, τότε ο 

συμβολισμός (2.9) σημαίνει ότι η μήτρα L είναι μια 

( Τ. . Π
 η. )χ( Ε

 m
 m.) επιμερισμένη μήτρα με υπομήτρες τις 1... 

V = 1 V J = * J ι - · - r- ι- ι- ι- Γ-
 V J 

Τέλος θα χρησιμοποιήσουμε τα σύμβολα tr, vec, ® και τον συμβολισμό 

του διαφορισμού μητρών όπως ορίζονται από τον Dhrymes ((1978), 

σελ. 518-540). Τα σύμβολα Ρ , Ρ υποδηλώνουν τους προβολικούς 

τελεστές στον χώρο που δημιουργείται από τις στήλες της μήτρας Χ 

και στο ορθογώνιο συμπλήρωμα του, αντίστοιχα. 

3. 3 Ο t ΕΛΕΓΧΟΣ 

Έστω e ένα γνωστό βαθμωτό και e ένα γνωστό nxl διάνυσμα. Για 

να ελέγξουμε την μηδενική υπόθεση 

e'ß - e = 0 (2.101 

ο 

ως προς μονόπλευρες (one-sided) εναλλακτικές υποθέσεις 

χρησιμοποιούμε το στατιστικό 
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i/2 
-1 

t = (e'0-e
Q
)/[ oe'(X'SX) e] . (2.11) 

Ορίζουμε το κχΐ διάνυσμα 1 και. την κχκ μήτρα L ως 

1 = [(1.). 4 ], L = [(1..). ], (2.12) 

όπου 

1. - e'GA.Ge/e'Ge, 1.. = e 'GC. .Ge/e 'Gè, (2.13) 

-1 * 
G = (ΧΏΧ/Τ) , C.= A. -2A.GA.+A. 72 (2.14) 

και ÖL μήτρες Α., Α.. και. Α. . έχουν οριστεί στην (2.7) . 
1. VJ UJ 

ΛΗΜΜΑ 2. 1 : Κάτω από τ η ν μ·ηΟ£ΐ>ι.χ'ή •νπώ&εση C2. 1C0 , 77 ο-υνάρτγ,οτ) 

«ατανομήΞ τ ο υ ο τ α τ (.err ί.«ο-ό C2.11D ό - έ ^ τ α ί . τ ο EcLgeworth. αι>απτχ>γμα 
2 

Pr(t < χ) = Ι (χ) 5"Ε(ρι + Γ + ( Ρ 2 + | ) χ 2 ] χ ί ( χ ) + 0(τ3) , (2.15) 

όηοχ> 

Ρ = t r ( A L ) + 1 Ά 1 / 4 + 1 ' (μ+Λ/2) - μ + (Λ - 2 ) / 4 . 
1 ο ο 

Ρ = (1 Ά 1 - 21 'λ + Λ - 2 ) / 4 
2 Ο 

( 2 . 1 6 ) 

»αι. Ι ( · ) > i ( ' ) fid von. ÖL ατυι>αρτγ)ο·£: is « α τ α ρ ο μ ή δ «at. rzi;«vÓT7?Tas , 

α ν τ ί σ τ ο ι χ α , TTJS τ-υπιχ-ήζ itai>ov>Lχ-fjs χατα,νομή^. 

Από το Λήμμα 2.1 προκύπτει το ακόλουθο πόρισμα. 

ΠΟΡΙΣΜΑ 2. 1 : Η Edgeworth όιορ&ωμέι>η χρι,τ ΐίτή τιμΥ) τοχ> ο τ α τ tax LXO-Ô 

C2.11D fidvat. 
* 2 

ΐ - ΐ + - Ξ _ [ ( ρ +1/2) + ( P „ + l / 2 ) i * " | i , ( 2 . 1 7 ) 

ώπο-υ i stvcxL Τ) α ν τ d οτ ο L χγ, α κ ρ ι τ ι κ ή τ ι μ ή TTJS τ υ π ί κ ή Ξ κ α ν ο ν ι κ ή Ξ 
oc 

κατανομήΞ. 

Χρησιμοποιώντας το Λήμμα 2.1 μπορούμε να αποδείΊουμε το 

κατωτέρω θεώρημα. 

ΘΕΩΡΗΜΑ 2. 1 : Κάτω από τ η ν χ>πύ-&£σ~η C2.10D « a t αν ι«avor iotot fvTat ο ι 

o^v^77»£s » α ν ο ν L κότηταΞ τ ο κ α τ ά Cor-rvìlsÀ.—Fish&r οιορ&ωμένο 

errar Lcrr ιχώ 
~ 2 

t - t T r - [ ( P i + l / 2 ) + ( P 2 + l / 2 ) t 2 ] t ( 2 . 1 8 ) 

« α τ α ν ^ μ ^ τ α ί . , μ£ i v a Xa^os TdUf-rçs 0 ( τ ) , cos μ ι α τ υ π ι κ ή jiavoyt«r} 

μ£τα/?λητή. 
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Ακολουθώντας την σχετική συζήτηση του Κεφαλαίου 1 προτείνουμε 

την χρησιμοποίηση του "προσαρμοσμένου για τους βαθμούς ελευθερίας" 

t έλεγχου αντί της "ασυμπτωτικής" μορφής αυτού του ελέγχου. 

ΛΗΜΜΑ 2. 2: Κάτω απώ την μηδενική -νπο&εση C2.1 OD η σχ>νάρτη&Τί 

χατανομ-ή^ του οτατ LOT IXO~Ô C2.11D ό^^τα*. Τ Ο ανάπτυγμα, τύπον 

Edge-ωοΓ t h 
2 

Pr(t < χ) = I
T
_

n
(x) 5-(P

4
 + Ρ

2

χ 2 ) χ 1

τ
-

η

( χ ) + 0 ( χ 3 )
 - (2.19) 

όττου Οί. 7TocyÓT7)T£S ρ « a t ρ έχονν οριστεί ο τ η ν C 2 . 1 6 D και. I ( · ) , 
i 2 T—n 

i ( · ) είναι οι crovapT-focfs i.s κ α τ α ν ο μ ή ^ « a t π υ κ ν ό τ ^ τ ο ε , α ν τ ί ο τ ο ι , ν α , 
τ—π 

μ t a s t μ £ τ α / ? λ η τ η Ξ με T - n βα&μονζ εΧεν&ερίαζ. ΕπιπΧέον, η 

τιροσέγγ ια-η είναι τοπικά ακριβής C locally e x c t c O , ό η λ , α ό ή , α ν s i v a i . 

Ϊ ' ν ω ο τ ό ό τ i. τ ο γ ανήκει σε μια σφαίρα αχτίνα^ θ> τότ<£ η προσέγγιση 

γ ίνεται axpißi)s xa&dbs τ ο Θ—>0. 

Από τ ο Λήμμα 2 . 2 π α ί ν ο υ μ ε τ ο κατωτέρω π ό ρ ι σ μ α . 

ΠΟΡΙΣΜΑ 2 . 2 : Η τύπον Edgeworth 61 ορθωμένη χριτιχΊ) τ (.μη1 τ ο υ 

oTctTi.OTi.Koi C 2 . 1 1 D είναι 

* 
2 

τ „ ,2 t = t + - £ - ( ρ + P i ) t , ( 2 . 2 0 ) 
ct. oc Z I 2 et οι 

ύποΌ t είναι η αντίστοιχη ce χριτιχή τι.μη rrjs t χατονομήδ με T-n 
οι 

βαΘ-μο-ós εΧενθ-ερ ί as. 

Από το Λήμμα 2.2 έπεται το ακόλουθο θεώρημα. 

ΘΕΩΡΗΜΑ 2.2: Κάτω από την υποΦεσ-η C2. 10D και. αν ί-κανοττοί-ο-όνταί. O L 

o-t>v-i>r)«£s κανονί,κότηταΞ το κατά Corni sh.-Fish.er όιορ&ωμένο 

στατ LOT ί,κό 
2 

t = t ξ-(ρ̂  + Ρ t
2
)t (2.21) 

Ai. 2 

3 

«ατανέμ^ται., με èva Xa&os ταξηε 0(τ ), cos μί.α t μεταβΧηττ) με Τ~η 

βα&μοΌΣ εΧεν&ερίαζ. ΕπιπΧέον, η προσέγγιση είναι τοπ ι χα axpißns 

C locally exacte, όηλαόή, αν ,είνα*. ^νωοτό ότ i. το γ ανήκει. o\c μια 

σφαίρα αχτ ivas θ, τοτ,ε η προσέγγιση γίνεται axpißf)S xa&dbs το θ—*0. 

Παρά το γεγονός ότι στην παρούσα εργασία δεν εΊεταζουμε 

θέματα σχετικά με την ισχύ του t ελέγχου, σημειώνουμε πως είναι 

εύκολο να αποδειχθεί ότι, μέχρι την τάΐη μεγέθους της προσέγγισης 

μας, η τοπική ισχύς (local power) του ελέγχου που βασίζεται στο 

κατά Cornish-Fisher διορθωμένο t στατιστικό (2.21) είναι ίδια με 

την ισχύ του ελέγχου που στηρίζεται στην Edgeworth ή τύπου 
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Edgeworth διορθωμένη κ ρ ι τ ι κ ή τ ι μ ή του σ τ α τ ι σ τ ι κ ο ί ( 2 . 1 1 ) , που 

δίνονται- στις, σ χ έ σ ε ι ς (2.17) και ( 2 . 2 0 ) , α ν τ ί σ τ ο ι χ α . 

Στην εφαρμοσμένη σ τ α τ ι σ τ ι κ ή καυ ο ι κ ο ν ο μ ε τ ρ ι κ ή έρευνα, ο 

ερευνητής μπορεί να χρησιμοποιήσει, το κατά C o r n i s h - F i s h e r 

διορθωμένο t σ τ α τ ι σ τ ι κ ό (2.21) όπως ακριβώς θα χρησιμοποιούσε το 

σύνηθες t σ τ α τ ι σ τ ι κ ό (2.11) στο κλασσικό γραμμικό υ π ό δ ε ι γ μ α γ ι α να 

δ ι ε ν ε ρ γ ή σ ε ι ελέγχους σ τ α τ ι σ τ ι κ ή ς σημαντικότητας των διαρθρωτικών 

παραμέτρων, γ ι α να ε λ έ γ Ί ε ι μονοκαταληκτες γραμμικές υ π ο θ έ σ ε ι ς γ ι α 

τ α σ τ ο ι χ ε ί α του διανύσματος β κ . τ . λ . Ε π ι π λ έ ο ν , ο χρήστης μπορεί να 

υ π ο λ ο γ ί σ ε ι το ε π ί π ε δ ο σ τ α τ ι σ τ ι κ ή ς σημαντικότητας (p-value) μιας 

συγκεκριμένης τ ι μ ή ς , έστω t , του σ τ α τ ι σ τ ι κ ο ύ (2.11) 

χρησιμοποιώντας το ακόλουθο πόρισμα. 

ΠΟΡΙΣΜΑ 2 . 3 : Το επίηεόο στ)μαχ>τ ι«ÔTTJTCXS π ο υ αντιστοιχεί σε μια 

σνγχεχριμένη τιμ1)> έστω t > τοχ> crovfi-uovs t CTOÌT LOT ικο-ύ C2.11D 

προη-ύπτει σχ>γκρίνονταζ TT\V τ ι , μ ή τ ο υ κατά. Corni sh-Fish&r 

όιορ&ωμένο-υ t crear icrc ικο-ύ C2. 2 1 3 , έστω t , με ττ)ΐ-> crovapTTjcrQ 

κατανομής TT)S t-Stxid&riL κατανομής. Ar}Xaór) 

P r i t < t ) = Ι ( t ) + 0 ( τ 3 ) 
O T-n Ο 

χαι ( 2 . 2 2 ) 
P r ( t > t ) = 1 - 1 ( t ) + 0 ( τ 3 ) , 

Ο Τ-π Ο 

ώηοχ) Ι ( · ) , i (•) είναι οι σχ>ι>αρτ-ήσεts κατανομ-ήζ «αι. 
T-n T-L 

mjTtvóTTìras, αντ ί crr οι χα., μιαζ t μετα}3\Ύ)τ-ήζ με Τ - η βα&μοΰζ 

εΧεν&ερLas. 

Ε ί ν α ι προφανές ό τ ι στην εφαρμοσμένη έρευνα οι ποσότητες ρ 

και ρ στην (2.16) εκτ ιμώνται ο.>ς ρ και ρ , α ν τ ί σ τ ο ι χ α , και 

επομένως το κατά C o r n i s h - F i s h e r διορθωμένο σ τ α τ ι σ τ ι κ ό (2.21) 

υ π ο λ ο γ ί ζ ε τ α ι από τον τύπο 
2 Α 

t = t ξ-(ρ, + Ρ t 2 ) t , (2.23) 
Δ 1 2 

όπου το σύμβολο '""' συμβολίζει τις εκτιμήσεις των αντιστοίχων 

ποσοτήτων από τα δεδομένα. 

Στην περίπτωση του δικαταληκτου (two-sided) ελέγχου 

στατιστικής σημαντικότητας της κ—διαρθρωτικής παραμ*=,τρου, μ , από 

την υπόθεση (2.10) έπεται ότι το e έχει 1 στην κ-θέση και 0 

οπουδήποτε αλλού. Συνεπώς τα στοιχεία των 1 και L εκτιμώνται ως 
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1. = g 'A.g /g , 1.. - g 'C. .g /g , ( 2 . 2 4 ) 

l X t. X X X LJ X IJ X X X 

αντίστοιχα, όπου g ε ί ν α ι η κ-στήλη και g ε ί ν α ι το κ-διαγώνιο 

στοιχε ίο , αντίστοιχα, της μήτρας G = (ΧΏΧ/Τ) . Επιπλέον, το 

σύμβολο " " " συμβολίζει τ ι ς εκτιμήσεις των αντιστοίχων ποσοτήτων 

από τα δεδομένα. Τέλος από το Πόρισμα 2.2 προκύπτει το ακόλουθο 

πόρισμα. 
ΠΟΡΙΣΜΑ 2 . 4 : Ένα, σνμμετρι. χώ όιαστ-ημα. &μπ Lcrrocr6v7)s με; π ι θ α ν ό τ η τ α 
1—α + 0 ( τ ) ν α περιώχει το «—στοίχε ίο το\> ό ιανοο-ματοε β ε ί ν α ι 

Ι - -Γβ : | β -β | < (Ô2g / T ) i / 2 [ 1 + (ρ - + Ρ t* )/2T] i Τ-, (2.25) 
ο ι ^ χ ' χ χ 1 χ χ L 1 2 α / 2 J c*S2} 

ό π ο υ TOI ρ « α ι ρ vnoXoyίΓονται ano T i s C2. 163 κ α ι C2.243 κ α ι t 
ί 2 Ot/2 

είναι η α/2 χριτι«ή τιμή TT}S t »αταρομ^δ μ,ε Τ—η βαΘ-μο-ós 

2^4 Ο F ΕΛΕΓΧΟΣ 

Έστω Η μ ια rxn γνωστή μήτρα βαθμού r και h ένα γνωστό rxl 

διάνυσμα. 0 έλεγχος της μηδενικής υπόθεσης 

Ηβ - h = 0 (2.26) 

βασίζεται στο στατιστικό του Wald 

w = (Hß-h) ' [ll{X'Q.X)~±ìì'Yi(m-m/οΖ. (2.27) 

Ορίζοτ̂ αε το κχΐ διάνυσμα e και τις κχκ μήτρες C και D ως 

e - |"(trA.P). 1 , C·- [(trC. Ρ).. 1 
L
 L 1=1,. . . ,Χ-> »- VJ V,J=1,. . . ,χ-" 

και (2.28) 

D = [(trD..P). . , ], 
L
 vj t-,J=l,. . . ,x-J 

όπου οι μήτρες Ά. και C. . έχουν οριστεί στις (2.7) και (2.14), 

αντίστοιχα, και 

Ρ = GQG. Q = H'(HGH')
-1
H, D. . = Α.ΡΆ./2. (2.29) 

ΛΗΜΜΑ 2. 3 : Κάτω από τ η ν μ-ηοενικτ) νπό&εο~η C2. 26D η σχ>ναρτη<τη 

« α τ α ν ο μ τ ^ τον στατ LOT LXO-6 C2. 270 ό£χ£τα.ι. το α ν ά π τ υ γ μ α τ-ònoxi 

Edg&wor t h. 

Pr(w < x) = F (x) - τ 2 (h + h * ) - g - f (χ) + 0 ( τ 3 ) , (2.30) 
r 1 2 3Γ+Ζ Γ r 

Ó7Z01» 
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h = tr[A(C+D)] - c 'Ac/4 + σ'μ + r [ c ' A / 2 - μ ο - ( r - 2 ) A Q / 4 ] , 

(2.31) 

h = tr(AD) + [c 'Ac - ( r + 2 ) ( 2 c ' A - Γλ ) ] / 4 
2 Ι» Ο -" 

»ai . F ( · ) » f ( " ) SLVCXL OL crovckçrrfjae (.s κ α τ α ν ο μ ή ε « a t 7ir^vÓT7)Tas , 
Γ Γ 

α ν τ ί o r o i - ^ a , μ t a s χ μ&τα/3λ.τ)τ·ή3 μ£ r /3αθμοι5Ξ ε\£χ>&ερLas. 

Από το Αήμμα 2.3 παίρνουμε το κατωτέρω πόρισμα. 

ΠΟΡΙΣΜΑ 2 . 5 : Η τ-ύποχ> Edgeworth όιορΘωμώνη χριτ LKT) τιμ-ή τοχ> 

ο τ α τ ι ο τ ι κ ο ύ C 2 . 2 7 D s i ν α ι . 

h h 2 Χ 2 2 

Λ: = χ + τ [V + - R F W # V (2-32) 

2 2 

ώτιοχ> χ stvcuL· -η ά ν ω α κ ρ ί . τ ί . κ ή τ>-ί-ϊή τ η ε χ κ α τ α ν ο μ ή μ ε r βα.&μο'όΣ 

£\£X>&£pias. 

Από το Λήμμα 2.3 προκύπτει, το κατωτέρω Θεώρημα. 

ΘΕΩΡΗΜΑ 2 . 3 : Κάτω α π ό τ η ν νπώ-&£θ-η C2. 2 6 } κ α ι α ν ί.οχοίη>ν οι 

crw&rfHss xavoi->t-Jid>T7)Tas τ ο κ α τ ά Cornish-Fisher ÔL·op&ωμ£^>o 

ο τ α τ LOT ι,κό 
2 Γ h ± h 2 1 

w = w - τ — - + ;—-zp- w w ( 2 . 3 3 ) [ r r(r+2) J 
3 2 

κ α τ α ν έ μ ε τ α ι . , μ ε έ ν α λάθ-os TOÇT^S 0 ( τ ) , tos μ ι α χ μ£ταβ\·ζ}ττ) μ£ r 

βα.θ-μο-ΟΞ £\£\>-&£pLaz. 

OL παραμέτρου h και h ως συναρτήσεις του αγνώστου 

διανύσματος παραμέτρων γ δεν ε ί ν α ι γνωστές . Επομένως, στην 

εφαρμοσμένη έρευνα ο ι παράμετροι αυτές ε κ τ ι μ ώ ν τ α ι ως 
h. = h. (γ) = h. + ω(τ) ( i = 1,2) , (2.34) 

για va γίνουν εφαρμόσιμες οι σχέσεις (2.32) και (2.33), όπου το 

σύμβολο "*" συμβολίζει τις εκτιμήσεις των αντιστοίχων ποσοτήτων 

από τα δεδομένα. 

Η ακριβής κατανομή του στατιστικού (2.27) δεν έχει 

πινακοποιηθεί, ακόμα και για τις περιπτώσεις κατά τις οποίες το 

διάνυσμα γ είναι γνωστό. Για αυτό είναι προτιμότερο να διορθώσουμε 

το στατιστικό (2.27) για τους βαθμούς ελευθερίας του αριθμητή 

παίρνοντας έτσι το στατιστικό 

ν = (Hß-h) '[Ha'ßXr^'^tHß-hO/ra2. (2.35) 

Το στατιστικό (2.35) είναι το ακριβές ανάλογο του γνωστού F 

στατιστικού στο κλασσικό γραμμικό υπόδειγμα και κατανέμεται 
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α κ ρ ι β ώ ς ως μ ι α F μ ε τ α β λ η τ ή ό τ α ν τ ο δ ι ά ν υ σ μ α γ ε ί ν α ι γ ν ω σ τ ό . 

ΛΗΜΜΑ 2. 4: Κάτω από τ*ην νπό&εστ) C2.26D 7) anjv&pTT)crq κατανομής τ ο υ 

ο τ α τ t o r LHO-ύ C2.35D ίχΑΐ. τ ο ανάτττνγμα τ-οπον Edg&wor th 

P r ( v < χ) = F r (χ) - xZ(q + q x ) x f r (χ) + 0 ( τ 3 ) , ( 2 . 3 6 ) 
T-n 1 2 T-n 

ώτιοχ) 
q = h / r + ( r - 2 ) / 2 

1 1 

q, = h / ( r + 2 ) - r / 2 
2 2 

( 2 . 3 7 ) 

»ai. F r ( · ) > f (") ÊÎVOIL o t o-wapT^ovs-ts «ατανομ-^s » a t 
T-n T-n 

7zt>«vÓT77Tas, α ^ τ ί ο τ ο ι ^ α , μι.θΕ F μεταβ\ητ~Γ)^ μ£ r « a t Τ—n βα&μο-οζ 

ε\εχ>&ερίαζ. Επ ιπΧεον, r> προσέγγιση είναι τοπιχα axpiftns C locally 

exacts, ότ)λ.αόή, αν είναι γνωστό ότι τ ο γ ανήκει σε μια σφαίρα 

αχτivas Q, τότε n προσέγγιση j ^ i i ^ T a t ακριβής «αθώε τ ο Θ >0. 

Από τ ο Λήμμα 2 . 4 π ρ ό κ υ π τ ε ι τ ο ε π ό μ ε ν ο π ό ρ ι σ μ α . 

ΠΟΡΙΣΜΑ 2. 6: Η τ-ύπου EdLg&worth όιορ&ωμένη χριτιχΥ) τ ιμ-ή τοχ> 

στατ icrc ixo~ö C2. 3SD είναι 
* 2 

F = F + T ( q + q F ) F , ( 2 . 3 8 ) 
<χ οι 1 2 öt ο* 

ό π ο υ F είναι τ> ανω α χριτ ιχ-ή τιμή TTJS F κ α τ α ^ ο μ ή ε μ.£· r « a t Τ—n 
Ok 

βαυμο-ós εΧε-ν&ερίαΣ. 

Από τ ο Λήμμα 2 . 4 π ρ ο κ ύ π τ ε ι , τ ο ε π ό μ ε ν ο Θεώρημα. 

ΘΕΩΡΗΜΑ 2. 4: Κάτω οχτώ ττ)ν χ>πό&εσ~η C2.26D « a t αν ισχύοχιν οι 

σνν&·ήχε2 HOVOV ι χότ-ητ as τ ο « α τ ά Comish-Fish&r 6 ιορ&ωμένο 

enrar ιστ t «ó 

ν = ν - τ (q + q ν ) ν ( 2 . 3 9 ) 
ι 2 

3 

κατανέμεται, με èva λάθ-os ταξ-η^ 0 ( τ ) , cos μια F μεταβΧιητΊ) με r « a t 

Τ—n {3α&μο·03 εΧεν&ερίαζ. ΕπιπΧέον, -η προσέγγιση . c i v a t Torrt«a 

axpififìs. C locally exactJ>, όηΧαότ), otv ε ί ν α ι , γνι^στό ότι το γ α ν ή κ ε ι 

σε μ t a σφαίρα αχτivas Q, τότε η τιροσέγγ ι στ) γ ίνεται axpißf/s xa&d>s 

το θ »Ο. 

Όπως και στην περίπτωση του t ελέγχου, είναι εύκολο να 

δειχθεί ότι, μέχρι την τα"ξη μεγέθους της προσέγγισης μας, η τοπική 

ισχύς (local power) του ελέγχου που βασίζεται στο κατά 

Cornish-Fisher διορθωμένο F στατιστικό (2.39) είναι ίδια με την 

ισχύ του ελέγχου που στηρίζεται στην τύπου Edgeworth διορθωμένη 

38 



κ ρ ι τ ι κ ή τ ι μ ή του συνήθους F σ τ α τ ι σ τ ι κ ο ύ (2.35) (βλ. Rothenberg 

( 1 9 8 4 b ) ) . 

Στην εφαρμοσμένη σ τ α τ ι σ τ ι κ ή και ο ι κ ο ν ο μ ε τ ρ ι κ ή έρευνα, ο 

ερευνητής μπορεί να χρησιμοποίησε ι το κατά C o r n i s h - F i s h e r 

διορθωμένο F σ τ α τ ι σ τ ι κ ό (2.39) όπως ακριβώς θα χρησιμοποιούσε το 

σύνηθες F σ τ α τ ι σ τ ι κ ό (2.35) στο κλασσικό γραμμικό υ π ό δ ε ι γ μ α γ ι α να 

πραγματοποιήσει ελέγχους σ τ α τ ι σ τ ι κ ή ς σημαντικότητας της 

ε κ τ ι μ η μ έ ν η ς εΊίσωσης, να ε λ έ γ Ί ε ι δ ι κ α τ ά λ η κ τ ε ς γραμμικές υποθέσε ις 

γ ι α τ α σ τ ο ι χ ε ί α του διανύσματος β κ . τ . λ . Επιπλέον, ο χρήστης 

μπορεί να υ π ο λ ο γ ί σ ε ι το ε π ί π ε δ ο σημαντικότητας (p-va.lue) μ ιας 

συγκεκριμένης τ ι μ ή ς , έστω ν , του σ τ α τ ι σ τ ι κ ο ύ (2.35) 

χρησιμοποιώντας το ακόλουθο πόρισμα. 

ΠΟΡΙΣΜΑ 2 . 7 : Το επίπεόο σημαντ LXÔTT)TC*S πο\> CXVT terzoLχει σε μια 

σχ>γχεχριμένη τιμΥ)> έστω ν , τ ο υ σχ>νή&οχ>^ F ο τ α τ t o r t«OO C2.3SD 

προχ-ύτττει αν οτογχρίνοχ>με τ~ηι> τιμ-ή τ ο υ « α τ ά Cornish-Fisher 

όtορ&ωμένο\> F errar LOT tìto-ò C2 . 39D , έστω ν , με rovs πίνακες TTJS F 

χατανομή^. ΑηΧαότ), αν F ( · ) , f ( · ) είναι. οι σχ>ναρτήσεts 
T - n T - n 

χατανομΤ)3 « a t ττνχνώτηταζ, αντίστοιχα, TTJS F xaTctyopïjs με r « a t T - n 

βαθμο-ύ^ £ λ £ υ θ £ ρ ί α ε , ισχύει ό τ ι 

P r ( v > ν ) = 1 - F r (ν ) + 0 ( τ 3 ) . (2.40) 

Ο Τ-Γι Ο 

0 έλεγχος της από κοινού σημαντικότητας όλων των διαρθρωτικών 

παραμέτρων του υποδείγματος (2.1) διευκολύνεται από την 

χρησιμοποίηση του ακολούθου πορίσματος. 

ΠΟΡΙ ΣΜΑ 2. 8: Στγ)ν> περίπτωση χατά την οποία &έΧοχ>με να εΧέγξοημε 

την από χοινο-6 errar ι στ ι xf) σημαντ ιχώτητα ώΧων των 61 αρθ-ρωτ ι χών 

παραμέτρων, έχο-υμε ότι r = n »at ότ t η μήτρα Η T7)s C2. 26D ισούται 

με την nxn ταυτοτί»ή μήτρα, ότΆαόή Η = Ι . Τότ<£ τα στοιχεία των e, 

*
 n 

D «at C = C + D είναι c. = tr(A.G), d. . = (trA.GA.G/2) , 
ι ι. 14 ι. J 

(2.41) 

c*. = tr["(A*. + A. ,/2)Gl - 3d... 

ΕπιπΧέον, οι ποσότητες q « a t q πον ö p t e r r ^ i e a v στην C2. 37D 

γ ίνοντ ai 

39 



q = [ t r ( A C ) - c ' A c / 4 + σ ' μ ] / η + c 'A/2 - μ ο - ( n - 2 ) ( A Q - 2 ) / 4 

«<XL ( 2 . 4 2 ) 

q 2 = ~ E T 2 ~ [ t r ( A D ) + | C c ' A c ~ ( n + 2 ) ( 2 c ' i \ - n ( 7 \ o - 2 ) ) ] l . 

Στο σ η μ ε ί ο α υ τ ό ε ί ν α ι σ κ ό π ι μ ο ν α σ η μ ε ι ω θ ε ί ό τ ι στην 

εφαρμοσμένη έ ρ ε υ ν α ο ι π ο σ ό τ η τ ε ς q κ α ι q σ τ η ν ( 2 . 3 7 ) ε κ τ ι μ ώ ν τ α ι 

από · τα δ ε δ ο μ έ ν α ως q κ α ι q , α ν τ ί σ τ ο ι χ α , κ α ι ε π ο μ έ ν ω ς τ ο κ α τ ά 

C o r n i s h - F i s h e r δ ι ο ρ θ ω μ έ ν ο F σ τ α τ ι σ τ ι κ ό ( 2 . 3 9 ) υ π ο λ ο γ ί ζ ε τ α ι από τ ο ν 

τ ύ π ο 

V = V ~ τ (q + q ν ) ν , ( 2 . 4 3 ) 
1 2 

όπου το σύμβολο """ συμβολίζει τις εκτιμήσεις των αντιστοίχων 

ποσοτήτων από τα δεδομένα. 

Από το Πόρισμα 2.6 προκύπτει το ακόλουθο πόρισμα. 

ΠΟΡΙΣΜΑ 2. 9: Ένα σνμμετριχώ εΧΧειψοε LÔês εμπιστοσύνη^ με 
3 

π ι.&ανοτ·ητα 1—α + 0 ( τ ) να. περ ι έχε ι τ ο 61 αννσμα β είναι. 

Ε - -ίβ: (β-β) 'Χ'ΩΧ(β-β) < η σ 2 [ ΐ + (q, + q χ ) / Τ ] F Χ, ( 2 . 4 4 ) 

ώποχ> τα. q xac q \>ττο\ογ ίζονται από τ (.s C 2 . 4 1 D xat C2. 42D «oti. F 

είναι Τ} άνω α χριτ ιχτ) τιμή TT)S F χατανομ-ήΞ με π sec*;. T~n βα-Θ-μο-ós 

εΧεν&ερία.'Β. 

2 . 5 Σ Υ Γ Κ Ρ Ι Σ Η ΤΩΝ ΕΛΕΓΧΩΝ t ΚΑΙ F 

Η υ π ό θ ε σ η ( 2 . 2 6 ) ε ί ν α ι ί δ ι α με τ η ν ( 2 . 1 0 ) γ ι α 

Η = e ' , h = e , r = 1 . ( 2 . 4 5 ) 
ο 

θ έ τ ο υ μ ε 

k = e / ( e ' G e ) A / 2 , ( 2 . 4 6 ) 

οπότε από τις (2.29), (2.45) και (2.46) βρίσκουμε 

Q = H'(HGH')
_1
H = e(e'Ge)

_1
e' - kk ' 

και (2.47) 
Ο = fZr\(2 = C2Xr\r · Ο. 

Από τις (2.12), (2.13), (2.14), (2.28), (2.46) και (2.47) 

παίρνουμε τα ακόλουθα αποτελέσματα: 

(i) trA.P = trA.Gkk'G = trk'GA.Gk = e'GA.Ge/e'Ge = 1., 

(ii) trA.PA.P = trA.Gkk'GA.Gkk'G = trk'GA.Gkk'GA.Gk = 
1- J «· J 1- J 
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= (e'GA.Ge/e'Ge) (e'GA.Ge/e'Ge) = 1.1., 
>- J ν J 

(iii) trC. .P = trC. .Gkk'G « trk'GC.'.Gk = e'GC. .Ge/e'Ge = 1... 
IJ l-J Ό LJ LJ 

Από την απόδειξη του Λήμματος 2.1 (βλ. Παράρτημα Β) και 

χρησιμοποιώντας τα αποτελέσματα (i), (ii) και (iii) συμπεραίνουμε 

ότι για τον t έλεγχο σχυουν οι σχέσεις: 

VI Vt 

ρ, = Σ Σ Λ. . ( ΐ · . + ζ ι Λ ) + 

ι = ί J = 1 

+ Ε 1. (μ. + i λ. ) + 1 λ - μ - ^ (2.48) 
L ν 2 t o 4 ο ο ζ 

Kau 
VC VI vt 

Ρ, - h E E Α..1.1. - 2 E U . n + Λ ) - \. ( 2 . 4 9 ) 
2 4 L I L 1 L LO Ο Ζ 

Από την απόδειςη του Λήμματος 2.3 (ΒΛ. Παράρτημα Β) και 

χρησιμοποιώντας την (2.45) και τα αποτελέσματα (i), (ii) και (iii) 

συμπεραίνουμε ότι γ uà τον F έλεγχο, όταν r = 1, ισχύουν ou 

σχέσεις: 

χ χ . X X 

h = Ε Ε Λ. . ( t r C . .Ρ) - 2" Σ Σ λ . . [ ( t r A . P ) ( t r A P ) - 2 (trA.PA.P) Ί + 
L = 1 J = 1 ι = 1 ] = 1 

x — 9 

+ Σ (M- + Ç A. ) ( t rA.P) - Γ ( μ Λ + * " / A ) = 
L Z L O L ο 4 ο 

ν = 1 

= Σ Σ λ. .(1. . + J. 1.1.) + Ε 1-(μ- + i Α. ) + \ λη - μ ο (2.50) 
. . V . J L 1 4 v j . *""' L " L Ζ L O 4 Ο ο 
L = 1 j = i L = i 

Kau 
- X X - X X 

Κ = Ζ Σ Σ λ. . ( t rA.P) ( trA.P) + ±. Ε Ε λ. . ( t rA.PAP) -
2 4 . ''-, . * - LJ L J 2 . " . " Lj L J 

L = 1 J = i t = i j = ± 

_ ^ ± 2 _ £ λ. (trA.P) + r ( r t 2 ) Ao -
ζ L O L 4 o 

L = 1 

= | ( Ε Ε Α..1.1. - 2 Ε 1·Α.Λ + AO . ( 2 . 5 1 ) 
4 L J L J " L L O Ο 

L = i J = l L = 1 

Από τ ι ς ( 2 . 3 7 ) , ( 2 . 4 5 ) , ( 2 . 4 8 ) , ( 2 . 4 9 ) , ( 2 . 5 0 ) κ α ι ( 2 . 5 1 ) 

β ρ ί σ κ ο υ μ ε ότι. 

Q - h - 1/2 - ρ . q - h / 3 - 1/2 = Ρ , . ( 2 . 5 2 ) 
1 χ χ Ζ Ζ Ζ 

Από το Πόρισμα 2.2 έπεται ότι η τύπου Edgeworth διορθωμένη κριτική 

τιμή για τον δικατάληκτο t έλεγχο της (2.10) σε επίπεδο 

στατιστικής σημαντικότητας α είναι 
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* 2 

t = t + - ί - ( ρ + Ρ i 2 ) t , ( 2 . 5 3 ) 

όπου £ ε ί ν α ι , η α/2 κρυτίκτΊ τυμτή τ η ς t - S t u d e n t κ α τ α ν ο μ ή ς με Τ-η 
oc* 2 

βαθμούς ε λ ε υ θ ε ρ ί α ς . ErtLnAéov, από τ ο Π ό ρ ι σ μ α 2 .6 έ π ε τ α ι , ό τ ι , αν 

ι σ χ ύ ε ι η ( 2 . 4 5 ) , η τ ύ π ο υ E d g e w o r t h δ ι ο ρ θ ω μ έ ν η κρι,τοκή τ ι μ ή γ uà τ ο ν 

F έ λ ε γ χ ο τ η ς ( 2 . 2 6 ) σε ε π ί π ε δ ο σΤατυστυκτής σ η μ α ν τ υ κ ό τ η τ α ς α ε ί ν α ο 
F* = F + T 2 ( q , + q F )F , ( 2 . 5 4 ) 

οι οι 1 2 οι οι 

όπου F ε ί v α u η άνω α κρυτι,κιΊ τ υ μ ή τ η ς F κ α τ α ν ο μ ή ς με 1 Kat Τ-η 
ΟΙ 

βαθμούς ελευθερίας. Από τος (2.52), (2.53) Kau (2.54) Kau 
2 

δ ε δ ο μ έ ν ο υ ÓTU £ = F έ χ ο υ μ ε ÓTU 
^ 01/2 α. Λ ^ 

2 -ιΖ 
( t * ) 2 = Γέ + ^ - ( Ρ + ρ i 2 ) ί 1 

ο ι / 2 1 OV2 2 ί 2 OC2 01/2J 

2 

= t * + 2 -^-(Ρ4 + Ρ,*-ζ ) tz + 0 ( τ * ) = 
Οΐ/2 2 1 2 Λ/2 OS/2 

= Γ + T 2 ( q + q Γ ) Γ + 0 ( τ 4 ) = Γ* + 0 ( τ 4 ) . ( 2 . 5 5 ) 
οι 1 2 οι οι οι 

Η σχέση (2.55) συνεπάγεται, ότι,, μέχρι, την ακρίβει,α της 

προσέγγ ι,σής μας, ο ο κατά Edgeworth και, κατά Cornish-Fisher μέθοδοι, 

διόρθωσης του μεγέθους των t και, F ελέγχων, ou οποίες Saoi^ovTau 

στα τύπου Edgeworth αναπτύγματα των συναρτήσεων κατανομής των 

συνήθων t Kau F OTOTUOTUKCÔV, δεν aλλouώvoυv την μεταΐύ των t Kau F 

ελέγχων υφuστaμέvη σχέση. Επομένως, ou έλεγχou t Kau F είvau 

uσoδυvaμou με ένα σφάλμα τάίης 0(τ ) . Η ύπαρξη του ανωτέρω 

σφάλματος επußάλλεu την παραγωγή των κατά Edgeworth Kau κατά 

Cornish-Fisher δuopθώσεωv του μεγέθους του t ελέγχου ανεΐάρτητα 

από TUÇ αντίστοιχες δuoρθώσεuς του ελέγχου F. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 

ΑΥΤΟΣΥΣΧΕΤΙΣΗ ΠΡΩΤΟΥ ΒΑΘΜΟΥ 

3. 1 ΕΙ ΣΑΓΩΓΗ 

Στο κεφάλαιο αυτό εΐε ιδικεύονται ου αναλυτικοί τύποι χων κατά 

Edgeworth Kau κατά Cornish-Fisher διορθώσεων του μεγέθους των t 

και F ελέγχων για την περίπτωση του γραμμικού υποδείγματος με 

αυχοσυσχέχιση πρώτου βαθμού. Σκοπός μας είναι η ανάπτυΐη απλών 

Λειτουργικών τύπων για τον υποΛογισμό των διαφόρων διορθώσεων που 

να χρησιμοποιούν, όσο αυτό είναι δυνατό, ποσότητες που έχουν η"δη 

υπολογισθεί κατά την εκτιμητική" διαδικασία. Πράγματι, οι τύποι που 

δίνονται στις Προτάσεις 3.1 και 3.2, κατωτέρω, αποτελούν σημαντική 

βελτίωση σε σχέση με τους τύπους των Rothenberg (1984b), (1988) 

και Magee (1989) και απλοποιούν τον υπολογισμό των κατά Edgeworth 

και κατά Cornish-Fisher διορθώσεων στην περίπτωση του γραμμικού 

υποδείγματος με αυτοσυσχέτιση πρώτου βαθμού. Επιπλέον, Monte Carlo 

πειράματα χρησιμοποιούνται για να διερευνηθεί η ποιότητα των 

ανωτέρω διορθώσεων. Τα αποτελέσματα αυτών των πειραμάτων 

παρουσιάζονται και σχολιάζονται διεξοδικά. 

Στο Κεφάλαιο 2 έγινε η υπόθεση ότι η μήτρα συνδιακυμάνσεων 

των διαταρακτικών όρων, έστω Ω , εκτός από έναν πολλαπλασιαστικό 

παράγοντα, ανήκει σε μια σφαίρα ακτίνας θ. Επομένως, ο ορισμός της 

τοπικά ακριβούς προσέγγισης προϋποθέτει ότι υπάρχει ένα βαθμωτό 

πολλαπλάσιο, σ , της μήτρας Ω~ που μπορεί να είετασθεί ανεξάρτητα 

από τις υπόλοιπες παραμέτρους της. Όταν έχουμε αυτοσυσχετι'ζόμενα 

σφάλματα ο πολλαπλασιαστικός παράγοντας σ μπορεί να ταυτιστεί με 

την διακύμανση των λαθών στο αυτοπαλίνδρομο σχήμα. Στην περίπτωση 
2 

αυτή η παράμετρος σ είναι ταυτοποιημένη και δεν υπάρχει κανένα 

πρόβλημα στον ορισμό της τοπικής ακρίβειας και των διορθώσεων των 

t και F στατιστικών. 

3. 2 ΤΟ ΥΠΟΑΕΙΓΜΑ 

Το γενικευμένο γραμμικό υπόδειγμα με αυτοσυσχέτιση πρώτου 

βαθμού είναι 

y = Χβ + ou, (3.1) 

όπου y είναι ένα Τχΐ διάνυσμα παρατηρήσεων της εξαρτημένης 
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μεταβλητής, Χ είναι, μ ta Txn μήτρα εςωγενών μεταβλητών, β είναι ένα 

ηχΐ διάνυσμα αγνώστων παραμέτρων και ou (σ > 0) είναι το Τχΐ 

δι.ά;νυσμα των μη παρατηρουμένων λαβών. Το διάνυσμα u κατανέμεται ως 

Ν(0,Ω ), όπου Ω είναι μια ΤχΤ μήτρα. Τα στοιχεία του διανύσματος 

u δημιουργούνται από μια στάσιμη (stationary) AR(1) στοχαστική 

διαδικασία: 

u
t
 ='pu

t
_
±
 + ε

ι
 (t = 2 Τ), (3.2) 

όπου 

ρ e θ = -ίχ: 0 < |χ| < lì- , 

ut ~ Ν(0,1/α) , (3.3) 

α = 1-ρ 

και ε είναι ανεΊάρτητες τυπικές κανονικές μεταβλητές. Είναι 

φανερό ότι 

(3.4) 

(3.5) 

Ω = (1+ρ
2
)Ι

τ
 - pD - ρ

2
Δ, (3.6) 

όπου D είναι μια μήτρα της οποίας το (i, j)-στοίχε ίο είναι 1 όταν 

[i-jJ = 1 και 0 οπουδήποτε αλλού και Δ είναι μια μήτρα που έχει 1 

στις (1,1) και (Τ,Τ) δέσεις και 0 οπουδήποτε αλλού. 

Από τους πολλούς εκτιμητές του ρ που έχουν προταθεί στη 

βιβλιογραφία αυτοί που χρησιμοποιούνται συχνότερα στην εφαρμοσμένη 

έρευνα είναι: 

(i) 0 συντελεστής αυτοσυσχέτισης των καταλοίπων των ελαχίστων 

τετραγώνων (LS) 

P
LS
 • Σ V U / Σ V

 ( 3
·

7 ) 

t =2 t = 1 

όπου u ε ί ν α ι τα κατάλοιπα ελαχίστων τετραγώνων. 

( i i ) Η προσέγγιση από το σ τ α τ ι σ τ ι κ ό Durbin-Watson (DW) 
ρ - l - d / 2 , (3.8) 

όπου d ε ί ν α ι το σ τ α τ ι σ τ ι κ ό Durbin-Watson. 

( i i i ) 0 συντελεστής αυτοσυσχέτισης των καταλοίπων των γενικευμένων 

Ω = E ( u u ' ) = R/a, 

όπου 
R - [ ( Ρ 1 1 " * 1 ' , , « , . . . 

κ α ι 
,J 

44 



ελαχίστων τετραγώνων (GL) 

τ „ . τ 

Σ V W ^ V ( 3 · 9 ) 

t = 2 t = 1 

όπου u είναι, τα κατάλοιπα των γενικευμένων ελαχίστων τετραγώνων, 

υπολογισμένα με την χρησιμοπο ίηση οπο ιουδήποτε ασυμπτωτικά 

αποτελεσματικού εκτιμητή του ρ. 

(iv)'O Prais-Winsten (1954) εκτιμητής (PW). Έστω β και ρ οι 
PV PV 

Prais-Winsten εκτιμητές των β και ρ, αντίστοιχα' αυτοί 

ελαχιστοποιούν το άθροισμα των τετραγώνων των καταλοίπων των 

γενικευμένων ελαχίστων τετραγώνων. 

(ν) 0 εκτιμητής μεγίστης πιθανοφάνειας (ML), ο οποίος, όπως 

έδειξαν οι Beach και MacKinnon (1978), ικανοποιεί μιαν κυβική 

εξίσωση με συντελεστές που ορίζονται σε όρους των καταλοίπων 

μεγίστης πιθανοφάνειας. 

Μπορούμε να δείξουμε ότι οι συνθήκες κανονικότητας του 

Κεφαλαίου 2 ικανοποιούνται για όλους αυτούς τους εκτιμητές, υπό 

την προϋπόθεση ότι οι μήτρες 

Ά = ΧΏΧ/Τ, F = Χ'Χ/Τ (3.10) 

συγκλίνουν σε μη ιδιάζουσες μήτρες καθώς το Τ >οο. Επιπλέον, 

ορίζουμε τις μήτρες 

G = Α
-1
, Β = F"

1
, Γ = X'RX/T. (3.11) 

3 . 3 ΑΙ ΟΡΘΩΣΕΙ Σ ΤΟΥ ΜΕΓΕΘΟΥΣ ΤΩΝ t ΚΑΙ F ΕΛΕΓΧΩΝ 

Ο ι υ π ο λ ο γ ι σ μ ο ί τ ω ν δ ι α ν υ σ μ ά τ ω ν 1 κ α ι e κ α ι τ ω ν μ η τ ρ ώ ν L, C 

κ α ι D α π ό τ ο υ ς ο ρ ι σ μ ο ύ ς ( 2 . 1 2 ) , ( 2 . 1 3 ) , ( 2 . 1 4 ) , ( 2 . 2 8 ) κ α ι ( 2 . 2 9 ) 

ε ί ν α ι ά μ ε σ ο ι , α λ λ ά μ π ο ρ ε ί ν α έ χ ο υ ν μ ε γ ά λ ο υ π ο λ ο γ ι σ τ ι κ ό κ ό σ τ ο ς ό τ α ν 

τ ο μ έ γ ε θ ο ς τ ο υ δ ε ί γ μ α τ ο ς . Τ , ε ί ν α ι μ ε γ ά λ ο . Τ ό τ ε ε ί ν α ι π ρ ο τ ι μ ό τ ε ρ η 

η χ ρ η σ ι μ ο π ο ί η σ η τ ω ν α σ υ μ π τ ω τ ι κ ώ ν τ ύ π ω ν , ο ι ο π ο ί ο ι δ ί ν ο ν τ α ι σ τ ι ς 

π ρ ο τ ά σ ε ι ς α υ τ ο ύ τ ο υ κ ε φ α λ α ί ο υ . 

ΠΡΟΤΑΣΗ 3 . 1 : Το 6ιανχ>σμα χαι 77 μήτρα πο\> ορίζονται στ is C2. 1 2 3 « a t 

C 2 . 13D. μπορο-ύν να •νηόΚογισ&ο-ύν από το-os τ·ύτιοχ>3 

— — — — η o r b a , JL. - — — -τ n o u _ < i ( I r ü r ; o u , \ . 3 . J . ^ J P p 2 2 κ ^ α ρ ρ ρ 

ônox> h = e / ( e * G e ) . Όμοια, το οιαννσμα χαι οι μτ^τρ,εΞ πον 

ορίζονται στην C 2 . 2 8 3 μπορο-ύν να νηοΧογισ&ο-ύν ano τ ο υ ε τ-ύπο-os 
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c . £ - S t r ( F P ) , 

_ 2 

C = r p c £ + 3L tr(TP) - 2— tr(FGFP) , (3.13) 
2 2 2 

αρ ρ ρ ρ 
2 

D = — + — — — t r ( F P ) 2 , 
ρ 2p 2 2 p 2 

ώττοχ) Τ) μ-ήτρα. Ρ έχει optarsi crrrjv C2.29D. Η οιαφορα μεταξ-ύ των 

αρχικών ορισμών C2 .13D, C2. 28D «αι. των τ-οπων C3. 12} , C3.13D, 

αντίστοιχα, είναι rdt^rjs 0 ( τ )> 077λοκ5τ} fiivat ασήμαντη a s σχέστ) με 

TT)V τάξτ) μεγέϋ-oTjs TT?S προσέγγισης μα&. 

Αυτό που απομένει, είναι ο υπολογ ισμός των παραμέτρων (2.8), 

τ ι ς οποίες μπορούμε να εκφράσουμε σε όρους των βαθμωτών 

e = tr(ABrB) + a tr(BF), c

2

 = α t r ( F G > · (3.14) 

ΠΡΟΤΑΣΗ 3. 2: Κάτω από TÌ .S •υηο&έσεLS αντο-ô του χεφαΧαίον και /( .α 

χα&ε ασχ>μπτωτ ιχα αποτεΧεσματ tuo εχτ ιμητ~ή τον ρ οι παράμετροι C2.8D 

ε Lvai 

Λ « α, Λ = 0, λ = 2, μ = - 1 . ( 3 . 1 5 ) 

ο *ο 

ΕπιπΚέον, ανάΧογα με τον £«Τί.μ7}τή τοχ> ρ π ο υ χρτ)σιμοπο Π)&·ηχε χατα 

τ-ην εχτ ίμτ)στ) με τ-ην μέ&οόο GLS, έχουμε 
Μ, e = ~ [ ( η + 3 ) ρ + ( c - 2 n ) / 2 p ] „ 

μ ο ν 

^ o L 

^ M L 

= 

= 

= 

^ s 

μ 

+ . 1 . 

= ^ L S 

+ Ρ-

( 3 . 1 6 ) 

ac /2p + (c -an)/2p. 

Σημειώνουμε ότι όλες οι μήτρες που εμφανίζονται στις 

Προτάσεις 3.1 και 3.2 είναι nxn και, εκτός από τις Γ και Ρ, όλες 

υπολογίζονται κατά την εκτιμητική διαδικασία. Επιπλέον, τα ίχνη 

των διαφόρων μήτρων μπορούν να υπολογισθούν από αναλυτικούς τύπους 

χωρίς την πραγματοποίηση πολλαπλασιασμών μητρών. Από υπολογιστική 

άποψη, οι τύποι που δίνονται στις Προτάσεις 3.1 και 3.2 αποτελούν 

σημαντική βελτίωση σε σχέση με τους τύπους των Rothenberg (1984b), 

(1988) και Magee (1989) και απλοποιούν τον υπολογισμό των κατά 

Edgeworth και κατά Cornish-Fisher διορθώσεων στην περίπτωση του 
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γραμμικού υποδείγματος με αυτοσυσχέτιση πρώτου βαθμού. Φυσικά, το 

ρ θα πρέπει, να αντικατασταθεί από τον αντίστοιχο εκτιμητή του για 

να πάρουμε λειτουργικούς τύπους. 

3.4 ΤΟ MONTE CARLO ΠΕΙΡΑΜΑ 

Στο τμήμα αυτό θα περιγράψουμε το Monte Carlo πείραμα με το 

οποίο διερευνήσαμε την απόδοση των διαφόρων διορθώσεων του 

μεγέθους των ελέγχων t και F στην περίπτωση του γραμμικού 

υποδείγματος του οποίου ο διαταρακτικός όρος υπόκειται σε 

αυτοσυσχέτιση πρώτου βαθμού. 

Η απόδοση των διαφόρου διορθώσεων του μεγέθους των εΛέγχων t 

και F μπορεί να μετρηθεί ως η διάφορο: του ονομαστικού από το 

πραγματικό' μέγεθος των διορθωμένων εΛέγχων, δεδομένου ότι οι 

διορθώσεις αυτές σκοπό έχουν να μειώσουν την απόκλιση του 

πραγματικού από το ονομαστικό μέγεθος των ελέγχων. Από τα 

προηγούμενα καθίσταται σαφές ότι όσο μικρότερη είναι η διάφορο: 

μεταΐύ του ονομαστικού και του πραγματικού μεγέθους ενός ελέγχου, 

τόσο καλύτερη είναι η απόδοση αυτού του ελέγχου. 

Η έννοια της απόδοσης που παρουσιάσαμε στην προηγούμενη 

παράγραφο είναι σχετική ως προς την φύση της, διότι δεν έχουμε 

στην διάθεση μας ένα γενικά αποδεκτό μέτρο του "μεγάλου" ή του 

"μικρού",, προκειμένου να κρίνουμε την διαφορά μεταΐύ του 

ονομαστικού και του πραγμοπτικού μεγέθους ενός ελέγχοχ.). Επομένως, 

είναι προτιμότερο να καταφύγουμε στην σύγκριση των αποδόσεων των 

διαφόρων ελέγχων που μπορούν να χρησιμοποιηθούν εναλλακτικά. Έτσι, 

μπορούμε να συγκρίνουμε τον έλεγχο που βασίζεται στο κατά 

Cornish-Fisher διορθωμένο t στατιστικό, το οποίο κατανέμεται 

σύμφωνα με την t-Student κατανομή, με τους ελέγχους που 

στηρίζονται στο σύνηθες t στατιστικό ή στις (τύπου) Edgeworth 

διορθωμένες κριτικές τιμές του και χρησιμοποιούν την t-Student ή 

(ασυμπτωτικά) την κανονική κατανομή. Όμοια μπορούμε να συγκρίνουμε 

τον έλεγχο που βασίζεται στο κατά Cornish-Fisher διορθωμένο F 

στατιστικό, το οποίο κατανέμεται σύμφωνα με την F κατανομή, με 

τους ελέγχους που στηρίζονται στο σύνηθες χ" στατιστικό ή στις 

τύπου Edgeworth διορθωμένες κριτικές τιμές του από την χ 

κατανομή, καθώς και με τους ελέγχους που βασίζονται στο σύνηθες F 

στατιστικό ή στις τύπου Edgeworth διορθωμένες κριτικές τιμές του 
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cenò την F κατανομή. 

Έχοντας -υπόψη τα ανωτέρω, σχεδιάσαμε ένα πείραμα ικανό να μας 

βοηθήσει να υπολογ ίσουμε το πραγματικό μέγεθος των ελέγχων που 

αναφέραμε στην προηγούμενη παράγραφο, γ ta δεδομένη την τιμή του 

ονομαστικού τους μεγέθους, δηλαδή του επιπέδου στατιστικής 

σημαντικότητας τους. 

Όπως έχουμε ήδη αναφέρει, σκοπός του πειράματος μας ήταν η 

αξιολόγηση της απόδοσης των διαφόρων διορθώσεων του μεγέθους των 

ελέγχων t και F στην περίπτωση κατά την οποία ο στοχαστικός όρος 

του γραμμικού υποδείγματος υπόκειται σε αυτοσυσχέτιση πρώτου 

βαθμού. Ωστόσο, στην εφαρμοσμένη οικονομετρική έρευνα, εκτός από 

την αυτοσυσχέτιση των διαταρακτικών όρων, ο ερευνητής, τις 

περισσότερες φορές, βρίσκεται αντιμέτωπος και με το πρόβλημα της 

πολυσυγγραμμικότητας των ερμηνευτικών μεταβλητών. Για αυτόν τον 

λόγο αποφασίσαμε να πραγματοποιήσουμε το πείραμα για συνδυασμούς 

τιμών του συντελεστή αυτοσυσχέτισης των δ ιαταρακτικών όρων, ρ,, και 

του (κοινού) συντελεστή συσχέτισης μεταΐύ δύο οποιωνδήποτε 

διαφορετικών ερμηνευτικών μεταβλητών, έστω Α. 

Κάθε συνδυασμός των τιμών των παραμέτρων ρ και Α αποτέλεσε 

ένα σημείο του πειραματικού μας χώρου, τον οποίον προσπαθήσαμε να 

κάνουμε όσο γίνεται περισσότερο αντιπροσωπευτικό του παραμετρικού 

χώρου που ορίζεται από τα σύνολα των δυνατών τιμών των ανωτέρω 

παραμέτρων. Για τον σκοπό αυτό θεωρήσαμε έ^ι διαφορετικές τιμές 

του συντελεστή αυτοσυσχέτισης, δηλαδή ρ = -.9, -.5, -.1, .1, .5, 

.9 και τέσσερεις διαφορετικές τιμές του συντελεστή που δηλώνει την 

ένταση της πολυσυγγραμμικότητας μεταξύ δύο οποιωνδήποτε 

ερμηνευτικών μεταβλητών, δηλαδή Α = .0, .1, .5, .9. Συνδυάζοντας 

ανά δύο τις τιμές των παραμέτρων ρ και Α δημιουργήσαμε τον 

πειραματικό μας χώρο, ο οποίος αποτελείτο από 24 σημεία και ήταν 

πραγματικά αντιπροσωπευτικός του συνόλου των συνδυασμών 

αυτοσυσχέτισης και πρλυσυγγραμμικότητας που είναι δυνατόν να 

αντιμετωπίσει κανείς στην εφαρμοσμένη οικονομετρική έρευνα. Διότι 

περιείχε σημεία που παρουσιάζουν μικρή, μέτρια ή μεγάλη 

αυτοσυσχέτιση σε συνδυασμό με μεγάλη, μέτρια, μικρή ή ανύπαρκτη 

πολυσυγγραμμικότητα. Οι περιπτώσεις με ρ = .0 δεν μελετήθησαν 

πειραματικά, διότι μας ενδιέφερε να διερευνήσουμε την απόδοση των 
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διαφόρων διορθώσεων του μεγέθους των t και, F ελέγχων στην 

περίπτωση κατά: την οποία ο στοχαστικός όρος πράγματι, 

αυτοσυσχετί'ζεται. Επιπλέον, δέν μελετήθηκαν πειραματικά και ou 

περιπτώσεις με ρ = 1, διότι η ποσότητα α = 1-ρ θα γινόταν ίση με 

μηδέν, γεγονός που θα κατέστρεφε την διαδικασία υπολογισμού των 

προτεινομένων διορθώσεων, εφόσον το α βρίσκεται, στον παρονομαστή 

ποσοτήτων που είναι, απαραίτητες για τον υπολογισμό τους. OL 

περιπτώσεις με Ά = .0 είναι, πολύ σπάνιες στην εφαρμοσμένη έρευνα. 

Παρ* όΛα αυτά μελετήθησαν πειραματικά, διότι μας δίνουν 

πληροφορίες γυα την συμπεριφορά των προτεινομένων διορθώσεων στην 

"ιδανική" εκείνη περίπτωση κατά την οποία ο ερευνητής έχει να 

αντιμετωπίσει μόνο το πρόβλημα της αυτοσυσχέτισης πρώτου βαθμού 

των διαταροχτικών όρων σε ένα γραμμικό υπόδειγμα. 

Για κάθε συνδυασμό των τιμών των παραμέτρων ρ και Α 

δημιουργήσαμε μια μήτρα ερμηνευτικών μεταβλητών ως εΐής: 

Χρησιμοποιώντας την IMSL (International Mathematical and 

Statistical Library) δημιουργήσαμε 20 ανεξάρτητες παρατηρήσεις για 

τους τέσσερεις ανεξάρτητους Ν(0,1) ψευτοτυχαίους αριθμούς z , 

ζ , ζ και ζ (t = 1,...,20). Ακολουθώντας τους McDonald και 
12 13 14 

Ι Galarneau ((1975), σελ. 409) κατασκευάσαμε τα στοιχεία, χ , της 

μήτρας των ερμηνευτικών μεταβλητών. Χ, χρησιμοποιώντας τις σχέσεις 

Ι χ . = 1 (t = 1 20 και j = 1) 

Ι t j 

και (3.17) 

Ι χ . = (l-A)
1X2
z

w
. + JAY (t = 1 20 και j - 2,3,4) , 

I tj t<j-i> t* 

από τις οποίες έπεται ότι ο συντελεστής συσχέτισης μεταξύ δυο 

Ι οποιωνδήποτε ερμηνευτικών μεταβλητών, εξαιρουμένης της σταθεράς, 

είναι Ά. Από τις σχέσεις (3.17) προκύπτει ότι το χρησιμοποιούμενο 

Ι μέγεθος δείγματος είναι 20. Πρέπει να σημειώσουμε ότι η μήτρα Χ 

γινόταν δεκτή και χρησιμοποιόταν στην συνέχεια του πειράματος υπό 

την προϋπόθεση ότι η μήτρα (Χ'Χ) ήταν μη ιδιάζουσα και συνεπώς 

μπορούσε να αντιστραφεί. 

Κάθε μήτρα που δημιουργήσαμε για δεδομένο συνδυασμό των τιμών 

των παραμέτρων ρ και Α την χρησιμοποιήσαμε σε
1
500 επαναλήψεις τον 

πειράματος. Για καθεμιά από τις . επαναλήψεις αυτές κατασκευάσαμε 

από ένα διάνυσμα y. Η κατασκευή καθενός από τα 500 αυτά διανύσματο 

Ι 
ι 
ι 
ι 
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θα περιγραφεί στην συνέχεια. 

Εφόσον ο διαταρακτικός όρος παρουσιάζει αυτοσυσχέτιση πρώτου 

βαθμού έπεται, ότι, ισχύε L η σχέση 

u
t
 = pu

t
_
±
 + e

t
 (t = 2 20) , 

όπου (3.18) 

u ~ Ν(0,1/α), α = 1~ρ
2
 και e ~ Ν(0,1). 

Γ La την δημιουργία του διανύσματος u με στοιχεία u (t = 1,...,20) 

απαιτείται η γνώση του όρου u ~ Ν(0,1/α) . Η υπόθεση ότι, ο όρος u 

κατανέμεταυ κανονικά με μέσο 0 και διακύμανση 1/α εξασφαλίζει την 

στασιμότητα (stationarity) της διαδικασίας α\.ιτοσυσχέτισης της 

σχέσης (3.18) (βλ. Nankervis and Savin (1988), σελ. 121). 

Χρησιμοποιώντας την IMSL κατασκευάσαμε έναν Ν(0,1/α) 

(α = 1-ρ ) ψευτοτυχαίο αριθμό u και 20 ανεξάρτητες παρατηρήσεις 

για τον Ν(0,1) ψευτοτυχαίο αριθμό ε . Τα στοιχεία, u , του 

διανύσματος του στοχαστικού όρου, u, τα κατασκευάσαμε 

χρησιμοποιώντας τις σχέσεις 

u
i
 = ρ υ

ο
 + ε

ι (t = !) 

και (3.19) 

u - pu + ε (t = 2,...,20). 

Γνωρίζοντας το διάνυσμα u δημιουργήσαμε το διάνυσμα της 

εξαρτημένης μεταβλητής, y, με στοιχεία, y , χρησιμοποιώντας την 

σχέση 

Υ, = Σ Χ, .Β. + ou. (t = 1 ,20) , (3.20) 

όπου β. είναι οι προς εκτίμηση παράμετροι του υποδείγματος. Από το 

θεώρημα 5 του Breusch ((1980), σελ 336), λαμβάνοντας υπόψη ότι τα 

t και F στατιστικά προκύπτουν ως ειδικές περιπτώσεις του 

στατιστικού του Wald, έπεται ότι οι κατανομές των t και F 

στατιστικών για τον έλεγχο των υποθέσεων (2.10) και (2.26) είναι 

ανεξάρτητες από τις αληθείς τιμές των παραμέτρων β και σ του 

υποδείγματος (3.1), όταν οι ελεγχόμενες υποθέσεις ισχύουν. Εφόσον 

η μελέτη του πραγματικού μεγέθους ενός ελέγχου γίνεται υπό την 

προϋπόθεση ότι η ελεγχόμενη υπόθεση είναι αληθής, είναι φανερό πως 

τα αποτελέσματα του πειράματος μας δεν εξαρτώνται από τις τιμές 
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των παραμέτρων β. (j = 1 , . . . , 4 ) και- σ . Σ τ η ρ ι ζ ό μ ε ν ο ι στην ανωτέρω 

διαπίστωση θέσαμε β. = 0 (j = 1 , . . . , 4 ) και σ = Ι . Έ τ σ ι 
j 

απλοποιήσαμε την υπολογ ιστική διαδικασία του πεοράματος μας, ενώ 

τα αποτελέσματα μας δεν έχασαν την γενικότητα τους. Θέτοντας 

β. = 0 (j = 1, ...,4) και σ = 1 στην σχέση (3.20) παίρνουμε την 

σχέση 

Υ u. (3.21) 
f t 

από την οποία υπολογίσαμε τα στοιχεία των διανυσμάτων y της 

εξαρτημένης μεταβλητής γ uà καθεμιά από τις 500 επαναλήψεις του 

πειράματος με δεδομένη την μήτρα των εξωγενών μεταβλητών. 

Για τον t έλεγχο θεωρήσαμε τέσσερεις υποθέσεις της 

μορφής (2.10) : 

β 0, β. 0, Β„ - 0, 
3 

ß„ = ο. 
1 2 

ενώ για τον F έλεγχο θεωρήσαμε μιαν υπόθεση της μορφής (2.26) 

(3.22) 

Ηβ h. Η. = 
Ό 1 0 0 
0 0 1 0 
0 0 0 1 

h = (3.23) 

Χρησιμοποιώντας την μήτρα των ερμηνευτικών μεταβλητών και τα 

500 διαφορετικά διανύσματα της εξαρτημένης μεταβλητής, που 

δημιουργήσαμε για καθένα από τα 24 σημεία του πειραματικού χώρου, 

πραγματοποιήσαμε σε κάθε πειραματικό σημείο 500 επαναλήψεις της 

διαδικασίας που θα περιγράψουμε στην συνέχεια. 

Κάθε διάνυσμα τιμών της εξαρτημένης μεταβλητής παλινδρομήθηκε 

με την μέθοδο 0LS πάνω στην μήτρα των ερμηνευτικών μεταβλητών και 

εκτιμήθησαν οι παράμετροι του υποδείγματος 

Υ, = Σ Χ.·Β- + u, (t - 1 20) . (3.24) 
t .*- tj j t 

) - * • 

Χρησιμοποιώντας τις εκτιμήσεις των παραμέτρων, την μήτρα των 

ερμηνευτικών μεταβλητών και το διάνυσμα της εξαρτημένης 

. - , ώ υ ; , μ ε >.<j.M Λ 11 ο η ς , κ>\ I G M O J ΐιν_Ό.μ& ω \JL*O r . a i , a / \ O i i I U . , U v u — χ 

την OLS εκτίμηση του ρ από την σχέση 

2 0 . 2 0 

p L S - Σ: u tu t_ / E u t . 
t = 2 ' t = i 

Αντί του OLS εκτιμητή του ρ θα μπορούσαμε να 

KU. ο 

(3.25) 

είχαμε 
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χρησιμοποιήσει οποιονδήποτε cenò τους υπολοίπους εκτιμητές του ρ 

που μελετήσαμε σε αυτό το κεφάλαιο. ΕπιλέΊαμε να χρησιμοποιήσουμε 

τον OLS εκτιμητή του ρ γ ta την διεξαγωγή του πειράματος μας 

εΐ* αιτίας της απλότητας του και διότι αναμέναμε να πάρουμε όμοια 

αποτελέσματα και για τους άλλους εκτιμητές του ρ. 

Έχοντας στην διάθεση μας την εκτίμηση ρ , μπορέσαμε να 

διορ-Θώσουμε τα στοιχεία της μήτρας Χ και του διανύσματος y, 

κάνοντας χρήση των σχέσεων 

χ*. = (1-pf )
±/2
χ . (t = 1 και j = 1 4), 

t j us tj 

* 
x, . «= χ . - ρ x, (t = 2 20 και j = 1, ... ,4) , 
tj tj " L S Ct-l>j 

y
! =

 y
t - P ^ H (t - 2,...,20) 

(3.26) 

Με τα διορθωμένα, για την αυτοσυχέτιση πρώτου βαθμού, στοιχεία χ . 

και y κατασκευάσαμε την διορθωμένη μήτρα των ερμηνευτικών 

μεταβλητών, Χ , και το διορθωμένο διάνυσμα της εξαρτημένης 
* * 

μεταβλητής, y . Στην συνέχεια παλινδρομήσαμε το διάνυσμα y πάνω 

στη μήτρα Χ με την μέθοδο 0LS και εκτιμήσαμε τις παραμέτρους του 

υποδείγματος. Η εκτίμηση αυτή των παραμέτρων του υποδείγματος 

είναι ισοδύναμη με την GLS εκτίμηση τοχ^, διότι κατά την 

διαδικασία διόρθωσης των μεταβλητών με τις σχέσεις (3.26) 

εφαρμόσαμε την διόρθωση του Kadiyala (1968) για την πρώτη 

παρατήρηση και επομένως δεν χάσαμε κανένα βαθμό ελευθερίας. Στο 

σημείο αυτό πρέπει να σημειωθεί ότι η εκτίμηση του υποδείγματος με 

την χρησιμοποίηση των Χ και y δεν είναι δυνατή αν η μήτρα Χ 'Χ 
* 

είναι ιδιάζουσα. Σε περιπτώσεις που θα προέκυπτε μια μήτρα Χ 

τέτοια ώστε η μήτρα Χ 'Χ να είναι ιδιάζουσα θα απορρίπταμε το 

αρχικό διάνυσμα y, θα δημιουργούσαμε αντ* αυτού ένα άλλο και θα 

επαναλαμβάναμε όλη την διαδικασία μέχρις ότου η μήτρα Χ 'Χ 

γινόταν μη ιδιάζουσα και συνεπώς υπήρχε η αντίστροφη της. Αξί'ζει, 

ωστόσο, να αναφέρουμε πως από ένα πλήθος 36000 παλινδρομήσεων, που 

πραγματοποιήθηκαν κατά την διενέργεια του πειράματος, καμία δεν 

παρουσίασε το πρόβλημα που μόλις αναφέραμε. 

Έχοντας στην διάθεση μας την 0LS εκτίμηση του συντελεστή 
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αυτοσυσχέχυσης, ρ , Kat xuç GLS εκτίμησεtç των παραμέτρων του 

υποδείγματος Kat χρησιμοποιώντας τα θεωρήματα 2.2 και 2.4 του 
2 

Κεφαλαίου 2, υπολογίσαμε τος τομές των συνήθων t, χ Kat F 

στατοστοκών καθώς Kat τυς τομές των TontKd ακριβών (locally exact) 

κατά: Cornish-Fisher διορθωμένων t και F σταπ,στι,κων γ ta τον έλεγχο 

των υποθέσεων (3.22) Kat (3.23) évavTt των εναλλακτοκών υποθέσεων 
β. >' 0 ή β. < 0 U - 1 4) (3.27) 
J J 

Kat 

Ηβ * h, (3.28) 

avTdarotxa, όπου η μήτρα Η Kat το διάνυσμα h έχουν οριστεί στη 

σχέση (3.23) . Εν συνεχεία, χpησtμoπo tcôvTaç Ttç τομές των 

OTortOTtKQv αυτών Kat τος συνάρτησεtç πυκνότητας της κανονικής, 

t-Student, χ Kat F κατανομής, υπολογίσαμε τα avTÎOTotxa επίπεδα 

σημαντ^ότητας (p-values) . Tito συγκεκρtμέvα, υπολογίσαμε τα 

επίπεδα σημαντικότητας του συνήθους t στατιστικού υπό την υπόθεση 

ÓTt αυτό κaτavέμετat σύμφωνα με την t-Student ή (ασυμπτωτοκό:) την 
2 

κavovtκή κατανομή Kat τα επίπεδα σημαντ^ότητας των συνήθων χ Kat 

F OTortoTtKQv υπό την υπόθεση ÓTt αυτά κaτavέμovτat σύμφωνα με την 
2 

χ Kat την F κατανομή, αντίστοιχα. Επ^λέον, υπολογίστηκαν τα 

επίπεδα σημαντικότητας των TontKd aKptßcSv (locally exact) κατά 

Cornish-Fisher διορθωμένων t Kat F σταχιστικιίν υπό την υπόθεση ÓTt 

αυτό: ακολουθούν την t-Student Kat την F κατανομή, avTiarotxa. Στο 

σημείο αυτό πρέπει να παρατηρηθεί ÓTt το κατά Cornish-Fisher 

διορθωμένο F OTartoTtKó (2.39) είvat δυνατόν να πdpεt Kat 

αρνητ^ές ^μές, οπότε λέγομε ÓTt έχουμε υπερδοόρθωση του F 

OTartOTtKou. Σε μ ta TéTota περίπτωση έχουμε σημαντικό πρόβλημα 

δεδομένου ÓTt το κατά Cornish-Fisher δ^ρθωνένο F OTartoTtKó 

(2.39) υπoτίθετat ÓTt κaτavέμετat ως μια F μεταβλητή. Alil^t va 

σημεοωθεί ÓTt από ένα πλήθος 36000 κατά Cornish-Fisher διορθωμένων 

F στατι,στ^ών, που υπολογίσαμε κατά την δυενέργεοα του πε οράματος,. 

μόνον ένα ήταν αρνητ^ό. 

Το μόνο που έμενε ήταν ο υπολογ'^σμός των επιπέδων 

σημavτtκóτητaς που αντιστοιχούν oTtç (τύπου) Edgeworth δtopθωμέvες 

KptTtKéç τιμές των συνήθων t, χ Kat F στατιστικών. 0 υπολογισμός 

αυτός μπορεί να γίνεο με δύο οσοδύναμους τρόπους. Σύμφωνα με τον 
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πρώτο, κατ* αρχήν υπολογίζουμε τις (τύπου) Edgeworth διορθωμένες 
2 

κριτικές τιμές των συνήθων t, χ και, F στατιστικών, 

χρησιμοποιώντας τις σχέσεις (2.17) και (2.20), (2.32) και (2.38), 

αντίστοιχα. Ειδικότερα, οι (τύπου) Edgeworth διορθωμένες κριτικές 

τιμές του συνήθους t στατιστικού προκύπτουν από το κατά Edgeworth 

ανάπτυγμα της συνάρτησης κατανομής του σε όρους της t-Student ή 

(ασυμπτωτικά) της κανονικής κατανομής, ενώ οι τύπου Edgeworth 

διορθωμένες κριτικές τιμές των συνήθων χ και F στατιστικών 

προκύπτουν από τα κατά Edgeworth αναπτύγματα των συναρτήσεων 

κατανομής τους σε όρους των αντιστοίχων κατανομών. Έχοντας 

υπολογίσει τις (τύπου) Edgeworth διορθωμένες κριτικές τιμές των 

συνήθων t, χ και F στατιστικών, εύκολα παίρνουμε τα επίπεδα 

σημαντικότητας, που αντιστοιχούν σε αυτές τις κριτικές τιμές, 

ολοκληρώνοντας τις συναρτήσεις πυκνότητας της t-Student ή 
2 

(ασυμπτωτικά) της κανονικής, της χ και της F κατανομής, 

αντίστοιχα, στα διαστήματα που ορίζονται από τις (τύπου) Edgeworth 

διορθωμένες κριτικές τιμές και το άκρο της κατάλληλης ουράς της 

αντιστοίχης συνάρτησης πυκνότητας. Για τις χ και F κατανομές η 

κατάλληλη ουρά είναι η δε"ξιά, ενώ για την κανονική και την 

t-Student κατανομή η κατάλληλη ουρά είναι η αριστερή ή η δείιά, 

ανάλογα με το αν η (τύπου) Edgeworth διορθωμένη κριτική τιμή του t 

στατιστικού είναι αρνητική ή θετική. Ένας ισοδύναμος τρόπος 

υπολογισμού των επιπέδων σημαντικότητας που αντιστοιχούν στις 
2 

(τύπου) Edgeworth διορθωμένες κ ρ ι τ ι κ έ ς τ ι μ έ ς των συνήθων t , χ και 

F στατιστικών ε ίναι ο ακόλουθος: Υπολογίζουμε τ ι ς τ ιμές των κατά 
2 

Edgeworth αναπτυγμάτων των συναρτήσεων κατανομής των συνήθων t, χ 

και F στατιστικών σε όρους της t-Student (βλ. (2.19)) ή 

(ασυμπτωτικά) της κανονικής (βλ. (2.15)), της χ (βλ. (2.30)) και 

της F (βλ. (2.36)) κατανομής, αντίστοιχα, για τις συγκεκριμένες 

τιμές των στατιστικών αυτών. Τα "ζητούμενα επίπεδα σημαντικότητας 

γ ια τα χ , τα F και τα θετικά t στατιστικά προκύπτουν αν από την 

μονάδα αφαιρεθούν οι τιμές των κατά Edgeworth αναπτυγμάτων των 

συναρτήσεων κατανομής τους, ενώ τα "ζητούμενα επίπεδα 

σημαντικότητας για τα αρνητικά t στατιστικά ισούνται με τις τιμές 

των κατά Edgeworth αναπτυγμάτων των συναρτήσεων κατανομής τους. 

Επειδή απλοποιούσε πολύ την υπολογιστική διαδικασία, στο πείραμα 
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επιλέξαμε αυτόν τον τρόπο για να υπολογίσουμε τα επίπεδα 

σημαντικότητας που αντιστοιχούν στις (τύπου) Edgeworth διορθωμένες 

κριτικές τιμές των συνήθων t, χ και F στατιστικών. 

Τελειώνοντας την αναφορά μας στον τρόπο υπολογισμού των 

διαφόρων στατιστικών και των αντιστοίχων επιπέδων σημαντικότητας 

κρίνουμε σκόπιμο να τονίσουμε ότι χρησιμοποιήσαμε τις μονόπλευρες 

(one—sided) εναλλακτικές υποθέσεις (3.27) για δυο λόγους·. Πρώτον, 

διότι ο t έλεγχος για καθεμιά: από τις υποθέσεις (3.22) έναντι 

δί,πλευρων (two-sided) εναλλακτικών υποθέσεων είναι ειδική 

περίπτωση του F ελέγχου και, δεύτερον, διότι τα κατά Edgeworth 

αναπτύγματα των συναρτήσεων πυκνότητας της t-Student ή 

(ασυμπτωτικά) της κανονικής κατανομής δεν είναι συμμετρικά περί το 

μηδέν και επομένως το επίπεδο σημαντικότητας που αντιστοιχεί στην 

(τύπου) Edgeworth διορθωμένη κριτική τιμή του συνήθους στατιστικού 

t = t είναι γενικά διαφορετικό από το αντίστοιχο επίπεδο 

σημαντικότητας του συνήθους στατιστικού t == -t . 
ο 

Η διαδικασία που μόλις περιγράψαμε επαναλήφθηκε 500 φορές σε 

καθένα από τα 24 σημεία • του πειραματικού χώρου. Σε κάθε 

πειραματικό σημείο 500 διαφορετικά διανύσματα τιμών της 

εξαρτημένης μεταβλητής παλινδρομήθηκαν πάνω στην ίδια μήτρα των 

ερμηνευτικών μεταβλητών. Δηλαδή, η μήτρα των ερμηνευτικών 

μεταβλητών διατηρήθηκε "σταθερή σε επαναλαμβανόμενο: δείγματα" των 

τιμών της εξαρτημένης μεταβλητής, όπως ακριβώς υποτίθεται στην 

οικονομετρική θεωρία. Όμως, η μήτρα των ερμηνευτικών μεταβλητών 

ήταν διαφορετική σε καθένα από τα πειραματικά σημεία, γεγονός που 

κατέστησε τα αποτελέσματα του πειράματος ανεξάρτητα από την εκλογή 

μιας συγκεκριμένης μήτρας ερμηνευτικών μεταβλητών. 

Από τον τρόπο κατασκευής των μητρών των ερμηνευτικών 

μεταβλητών και των διανυσμάτων της εξαρτημένης μεταβλητής, τον 

οποίον έχουμε ήδη εκθέσει, γίνεται φανερό ότι για την διενέργεια 

του πειράματος ήταν αναγκαία η δημιουργία μεγάλου πλήθους 

ψευτοτυχαίων αριθμών από την Ν(0,1) κατανομή. Το πρόβλημα της 

δημιουργίας ψευτοτυχαίων αριθμών καθώς και αυτό του ελέγχου της 

"τυχαιότητάς" τους μελετάται σχετικά λεπτομερώς στο Παράρτημα Η. 

Για τους σκοπούς αυτού του κεφαλαίου αρκεί να αναφέρουμε ότι η 

ποιότητα μιας ακολουθίας ψευτοτυχαίων αριθμών δεν είναι παντού 
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ομοιόμορφη. Ou αρχικοί αριθμοί κάθε ψευτοτυχαι',ας ακολουθίας δεν 

εμφανίζουν επαρκώς "τυχαία" συμπεριφορά:. Αυτός είναι ο λόγος για 

τον οποίον συνηθίζεται σε Monte Carlo εφαρμογές να μην 

χρησιμοποιείται κάποιο πλήθος από τους αρχικούς αριθμούς της 

χρησιμοποιούμενης ψευτοτυχαίας ακολουθίας. Στο πείραμα που 

πραγματοποιήσαμε αφήσαμε αχρησιμοποίητους τους πρώτους 1600 

αριθμούς της ψευτοτυχαίας ακολουθίας που δημιουργήσαμε. Για την 

κατασκευή της ψευτοτυχαίας ακολουθίας χρησιμοποιήσαμε την 

υπορουτίνα GGNPM της IMSL (βλ Παράρτημα Η). Ως σπόρος (seed) 

χρησιμοποιήθηκε ο αριθμός 314159. 

Η ποιότητα των ψευτοτυχαίων αριθμών που χρησιμοποιήσαμε 

κρίνεται ικανοποιητική με βάση τόσο την ποιότητα του αλγορίθμου 

της IMSL, όσο και τους ελέγχους "τυχαιότητας" που διεξήγαμε. 

Ωστόσο, είναι πιθανό να υπάρχουν τμήματα της ψευτοτυχαίας 

ακολουθίας στα οποία η ποιότητα των αριθμών να είναι καλύτερη από 

ό,τι σε άλλα. Το ενδεχόμενο αυτό μας δημιούγησε το ακόλουθο 

πρόβλημα αξιολόγησης των αποτελεσμάτων του πειράματος: Από την 

ίδια την δομή του πειραματικού χώρου κατανοούμε ότι τα 

αποτελέσματα του πειράματος σε ένα συγκεκριμένο πειραματικό σημείο 

εξαρτώνται από τον συνδυασμό των τιμών των παραμέτρων ρ και Ά, ο 

οποίος χαρακτηρίζει αυτό το σημείο του πειραματικού χώρου. Διότι 

από την θεωρία της παλινδρόμησης και από την μορφή των διαφόρων 

διορθώσεων του μεγέθους των ελέγχων που εξετάσαμε, καταλαβαίνουμε 

ότι η ακρίβεια των υπολογισμών και συνεπώς η ποιότητα των 

αποτελεσμάτων του πειράματος χειροτερεύει σε εκείνα τα πειραματικά 

σημεία που χαρακτηρίζονται από τιμές του ρ ή του Α μεγάλες κατ * 

απόλυτη τιμή. Επομένως, αν κατά την εκτέλεση του πειράματος σε 

τέτοια "δυσμενή" πειραματικά σημεία χρησιμοποιηθούν τμήματα της 

ψευτοτυχαίας ακολουθίας με σχετικά χαμηλής ποιότητας αριθμούς, τα 

αποτελέσματα του πειράματος στα συγκεκριμένα πειραματικά σημεία θα 

γίνουν ακόμα χειρότερης ποιότητας. Σε μια τέτοια περίπτωση το έργο 

της αξιολόγησης των αποτελεσμάτων του πειράματος καθίσταται πολύ 

δύσκολο. Αιότι δεν γνωρίζουμε αν μια ενδεχομένως κακή συμπεριφορά 

των διαφόρων διορθώσεων πρέπει να αποδοθεί στον συγκεκριμένο 

συνδυασμό των τιμών των παραμέτρων ρ και Α ή στην κακή ποιότητα 

των ψευτοτυχαίων αριθμών που χρησιμοποιήθηκαν ως πρώτη ύλη για το 
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τυχαίο πείραμα. Για να απαλλαγούμε από το ενδεχόμενο της 

συστηματικής επίδρασης της ποιότητας των ψευτοτυχαίων αριθμών στα 

αποτελέσματα του πειράματος, καταφύγαμε στην τυχαιοποίηση της 

σειράς με την οποία εκτελέστηκε το πείραμα στα διάφορα σημεία του 

πειραματικού χώρου. Την τυχαιοποίηση αυτή" εκθέτουμε στην συνέχεια. 

Τα 24 σημεία του πειραματικού μας χώρου μπορούν να διαιρεθούν 

σε τέσσερεις εΐάδες σημείων. Σε όλα τα πειραματικά σημεία μιας 

εΐάδας αντιστοιχούν ζεύγη τιμών των παραμέτρων ρ και Α στα οποία η 

τιμή του Α είναι κοινή". Διαιρώντας, λοιπόν, κατ* αυτόν τον τρόπο 

τον πειραματικό χώρο σε τέσσερεις εξάδες σημείων μπορέσαμε να 

τυχαιοποιήσουμε την σειρά εκτέλεσης του πειράματος στα διάφορα 

πειραματικά σημεία ως εΊής: Τυχαιοποιήσαμε την σειρά των "ζευγών 

των τιμών των παραμέτρων ρ και Α μέσα σε κάθε εΐάδα και εν 

συνεχεία τυχαιοποιήσαμε την σειρά με την οποία το πείραμα 

πραγματοποιήθηκε για τις διάφορες εΐάδες. Για τον σκοπό αυτό 

χρησιμοποιήσαμε τον πίνακα τυχαίων αριθμών του βιβλίου 

"Στατιστική, Πίνακες δια Στατιστικάς Ερευνας
:
' του καθηγητού 

κ. Κ.Η. Κεβόρκ ((1981), σελ. 89-100). 0 πίνακας έχει 12 σελίδες. 

Με ρίψη δύο κύβων και άθροιση των αποτελεσμάτων επιλέγαμε τυχαία 

μια σελίδα του πίνακα. Επελέγη η έβδομη σελίδα του πίνακα 

( 7 = 3 + 4 ) , δηλαδή η σελίδα 95. Διαβάζοντας από πάνω προς τα κάτω 

αριθμούς, αρχίζοντας από την πρώτη στήλη αυτής της σελίδας και 

συνεχίζοντας στις επόμενες, διαλέγαμε μονοψήφιους αριθμούς 

διάφορους του μηδενός και μικρότερους ή ίσους του έΐι, έτσι ώστε 

να σχηματίσουμε εΐάδες, καθεμιά από τις οποίες δεν περιλάμβανε δύο 

φορές τον ίδιο αριθμό. Αυτούς τους αριθμούς τους τοποθετήσαμε, με 

την σειρά ανάγνωσης τους, στα κελλιά του Πίνακα 3.1, γεμίζοντας τα 

κελλιά κάθε γραμμής από αριστερά προς τα δε"ξ ιά και τις γραμμές από 

πάνω προς τα κάτω. Έτσι τυχαιοποιήσαμε την σειρά των ζευγών των 

τιμών των παραμέτρων ρ και Α σε κάθε εΐάδα τέτοιων ζευγών, η οποία 

χαρακτηρίζεται από σταθερή και δεδομένη τιμή του Α. Συνεχίζοντας 

την ανάγνωση μονοψήφιων ττϋχαίων αριθμών και επιλέγοντας εκείνους 

που ήσαν διάφοροι του μηδενός και μικρότεροι ή ίσοι του τέσσερα 

δημιουργήσαμε μια τετράδα αριθμών τέτοια ώστε κάθε αριθμός να 

περιλαμβάνεται μόνο μια φορά. Τους αριθμούς αυτής της τετράδας 

τους γράψαμε, με την σειρά ανάγνωσης τους, στην τελευταία στήλη 
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του Πίνακα 3.1, cenò πάνω προς τα κάτω. Με αυτόν τον τρόπο 

τυχαιοποιήσαμε την σε epa με την οποία το πείραμα εκτελέστηκε στα 

πειραματικά σημεία που αντιστοιχούσαν στις τέσσερεις εξάδες των 

"ζευγών των τιμών των παραμέτρων ρ και Α. 

ΠΙΝΑΚΑΣ 3.1 

ΤΥΧΑΙΟΠΟΙΗΣΗ ΤΟΥ ΠΕΙΡΑΜΑΤΟΣ 

Α 

0.0 

0.1 

0.5 

0.9 

-0.9 

5 

3 

2 

5 

-0.5 

3 

5 

5 

4 

Ρ 

-0.1 

4 

1 

4 

3 

0.1 

6 

2 

1 

1 

0.5 

2 

4 

3 

6 

0.9 

1 

6 

6 

2 

ΣΕΙΡΑ ΕΚΤΕΛΕΣΗΣ 

ΤΟΥ ΠΕΙΡΆΜΑΤΟΣ. 

2 

1 

4 

3 

Η πειραματική διαδικασία εκτελέστηκε σε όλα τα σημεία του 

πειραματικού χώρου. Τα αποτελέσματα του πειράματος έγιναν 

αντικείμενο επεΊεργασίας και οι πληροφορίες που περιείχαν 

συνοψίστηκαν σε πίνακες και διαγράμματα. Η κατασκευή* αυτών των 

πινάκων και διαγραμμάτων και τα συμπεράσματα που προκύπτουν από 

αυτά θα παρουσιαστούν στην συνέχεια. 

Έχουμε ήδη πεί ότι η μήτρα των ερμηνευτικών μεταβλητών του 

υποδείγματος που δημιουργήθηκε κατά την εκτέλεση του πειράματος 

περιείχε τρείς ερμηνευτικές μεταβλητές και την σταθερά, δηλαδή 

συνολικά τέσσερεις μεταβλητές. Επομένως, χρησιμοποιώντας τις GLS 

εκτιμήσεις των β. (j = 1,...,4) από την (3.24), σε κάθε επανάληψη 

του πειράματος υπολογίζονταν τέσσερα t στατιστικά (2.11) και 

τέσσερα κατά Cornish-Fisher διορθωμένα t στατιστικά (2.21), από 

ένα για κάθε ερμηνευτική μεταβλητή. Επιπλέον, σε κάθε επανάληψη 
2 

του πειράματος υπολογίζονταν οι τ ιμές του χ στατιστικού (2.27), 

του F στατιστικού (2.35) και του κατά Cornish-Fisher διορθωμένου F 

στατιστικού (2 .39) . 

Με δεδομένες τ ι ς τ ιμές αυτών των στατιστικών, σε κάθε 

επανάληψη του πειράματος υπολογίζαμε τα επίπεδα σημαντικότητας 
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(p-values) που αντιστοιχούν στους ελέγχους που μελετήσαμε και σε 

καθεμιά από τις μεθόδους διόρθωσης του μεγέθους τους. Για τον t 

έλεγχο τα επίπεδα σημαντικότητας που αντιστοιχούν στις 

προσεγγίσεις με την κανονική" (Ν) και την t-Student (Τ) κατανομή 

είναι τα ολοκληρώματα της κανονικής και της t _ πυκνότητας, 

αντίστοιχα, από την τιμή του στατιστικού (2.11) μέχρι το άπειρο. 

Χρησιμοποιώντας τις (2.15) και (2.19) παίρνουμε τα επίπεδα 

σημαντικότητας από τις κατά Edgeworth προσεγγίσεις της κανονικής 

(NE) και της t-Student (TE) κατανομής, αντίστοιχα. Το επίπεδο 

σημαντικότητας που αντιστοιχεί στην τοπικό; ακριβή κατά 

Cornish-Fisher μέθοδο διόρθωσης του t ελέγχου (CFT) Βρίσκεται με 

ολοκλήρωση της t πυκνότητας από την τιμή του στατιστικού (2.21) 
Τ—n 

μέχρι το άπειρο.Όμοια υπολογίζονται τα επίπεδα σημαντικότητας που 

αντιστοιχούν στις μεθόδους διόρθωσης του μεγέθους του F ελέγχου. 
2 

Ολοκληρώνοντας την χ πυκνότητα από την τιαή του στατιστικού 

(2.27) μέχρι το άπειρο παίρνουμε το επίπεδο σημαντικότητας που 
2 

αντιστοιχεί στην προσέγγιση με την χ κατανομή (Χ2) και 

χρησιμοποιώντας την (2.30) βρίσκουμε το επίπεδο σημαντικότητας από 

την κατά Edgeworth προσέγγιση της χ κατανομής (Χ2Ε). 

Ολοκληρώνοντας την F
n
 πυκνότητα από την τιμή του στατιστικού 

T-TÌ 

(2.35) μέχρι το άπειρο παίρνουμε το επίπεδο σημαντικότητας που 

αντιστοιχεί στην προσέγγιση με την F κατανομή (F) και 

χρησιμοποιώντας την (2.36) βρίσκουμε το επίπεδο σημαντικότητας από 

την κατά Edgeworth προσέγγιση της F κατανομής (FE). Τέλος, το 

επίπεδο σημαντικότητας που αντιστοιχεί στην τοπικά ακριβή κατά 

Cornish-Fisher μέθοδο διόρθωσης του F ελέγχου (CFF) βρίσκεται με 

ολοκλήρωση της F
n
~ πυκνότητας από την τιμή του στατιστικού (2.39) 
Τ-η 

μέχρι το άπειρο. Στο σημείο αυτό πρέπει να διευκρινίσουμε ότι οι 

παράμετροι p. (i = 1, 2) στις σχέσεις (2.15), (2.19) και (2.21) 

και οι παράμετροι h. και q. (i = 1, 2) στις σχέσεις (2.30) και 

(2.36) ή (2.39), αντίστοιχα, υπολογίσθησαν με βάση τα αποτελέσματα 

που δίνονται στις Προτάσεις 3.1 και 3.2. 

Χρησιμοποιώντας τα ανωτέρω επίπεδα σημαντικότητας 

κατασκευάσαμε τον Πίνακα 3.2 ως ε"§ής·. Για κάθε σημείο του 

πειραματικού χώρου, δηλαδή για κάθε συνδυασμό των τιμών των 

παραμέτρων ρ και Α, υπολογίσαμε το πραγματικό μέγεθος (actual 
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size) του ελέγχου των υποθέσεων (3.22) (για όλες τις ερμηνευτικές 

μεταβλητές και, την σταθερά) και (3.23) έναντι των εναλλακτικών 

υποθέσεων (3.27) και (3.28), -.αντίστοιχα, σε δεδομένο επίπεδο 

στατιστικής σημαντικότητας (nominal size). Ειδικότερα, αν τα 

συνήθη ή τα κατά Cornish—Fisher διορθωμένα t στατιστικά ήσαν 

θετικά ή αρνητικά, χρησιμοποιούσαμε την εναλλακτική υπόθεση (3.27) 

με > ή <, αντίστοιχα. Εφόσον για κάθε συνδυασμό των τιμών των 

παραμέτρων ρ και Α πραγματοποιήθηκαν 500 επαναλήψεις του 

πειράματος, το πραγματικό μέγεθος καθενός ελέγχου σε κάθε επίπεδο 

στατιστικής σημαντικότητας ισούται με την σχετική συχνότητα των 

περιπτώσεων κατά τις οποίες το αντίστοιχο επίπεδο σημαντικότητας 

(p-value) είναι κατ* απόλυτη τιμή μικρότερο από αυτό το επίπεδο 

στατιστικής σημαντικότητας, δηλαδή με το πλήθος αυτών των 

περιπτώσεων διαιρεμένο δια 500. Το πραγματικό μέγεθος των ελέγχων 

υπολογίσθηκε για όλες τις διαφορετικές μεθόδους υπολογισμού των 

επιπέδων σημαντικότητας που αντιστοιχούν είτε στα συνήθη t και F 

στατιστικά, είτε στις εναλλακτικές μεθόδους διόρθωσης του μεγέθους 

των αντιστοίχων ελέγχων. 0 υπολογισμός του πραγματικού μεγέθους 

των ελέγχων έγινε Ιεχωριστά για τα θετικά και τα αρνητικά t 

στατιστικά και πραγματοποιήθηκε για τρείς διαφορετικές τιμές του 

επιπέδου σταπστικής σημαντικότητας: 0.01, 0.05, 0.10. 

Τα πραγματικά μεγέθη των t και F ελέγχων, που υπολογίσθησαν 

όπως περιγράψαμε στην προηγούμενη παράγραφο, παρουσιάζονται στον 

Πίνακα 3.2. Τα κυριότερα συμπεράσματα που συνάγονται από την 

εΐέταση του πίνακα αυτού είναι τα ακόλουθα. 

Είναι γνωστό από την στατιστική θεωρία (βλ. και την σχετική 

συζήτηση στο Κεφάλαιο 1) ότι, αν κατά την διενέργεια των ελέγχων t 

και F χρησιμοποιήσουμε τις ασυμπτωτικές κατανομές (κανονική και 
2 

χ ), αντί των ακριβών (exact) κατανομών (t-Student και F, 

αντίστοιχα), οι ασυμπτωτικοί έλεγχοι που θα προκύψουν είναι πιο 

αυστηροί από τους αντιστοίχους ακριβείς. Δηλαδή, οι έλεγχοι που 

χρησιμοποιούν τις ασυμπτωτικές κατανομές απορρίπτουν την μηδενική 

υπόθεση συχνότερα από ό,τι οι έλεγχοι που βασίζονται στις ακριβείς 

κατανομές. Επομένως, το πραγματικό μέγεθος της ασυμπτωτικής μορφής 

των ελέγχων είναι μεγαλύτερο από το πραγματικό μέγεθος της 

ακριβούς μορφής τους. Αυτό το θεωρητικό αποτέλεσμα επαληθεύεται 
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από τα αποτελέσματα του πειράματος μας, όπως φαίνεται, στον 

Πίνακα 3.2. 

Στις οκτώ πρώτες σελίδες του Πίνακα 3.2 παρουσιάζονται οι 

εκτιμημένες πιθανότητες απόρριψης της μηδενικής υπόθεσης γ uà τον t 

έλεγχο της στατιστικής σημαντικότητας καθεμιάς από τις παραμέτρους 

β. (j = 1, ... ,4) . Η περίπτωση κατά: την οποία η εναλλακτική υπόθεση 

είναι, η Η : β. > 0 παρουσιάζεται στις πρώτες τέσσερεις σελίδες του 

Πίνακα 3.2, ενώ η περίπτωση με εναλλακτική" υπόθεση την Η : β. < 0 

δίνεται στις επόμενες τέσσερεις σελίδες του. 0 πίνακας δείχνει ότι 

για συνδυασμούς των τιμών της παραμέτρου Α με μικρές ή ενδιάμεσες 

τιμές της απόλυτης τιμής της παραμέτρου ρ, δηλαδή jp| = .1 ή 

|ρ| = .5, ο έλεγχος CFT είναι σχεδόν παντού ο καλύτερος, 

ακολουθούμενος από τους ελέγχους TE και NE που είναι ο δεύτερος 

και τρίτος καλύτερος, αντίστοιχα. 0 έλεγχος Τ είναι ο αμέσως 

επόμενος καλύτερος, ενώ την χειρότερη απόδοση από όλους έχει ο Ν 

έλεγχος. Αντίθετα, στις περιπτώσεις κατά τις οποίες η απόλυτη τιμή 

της παραμέτρου ρ είναι κοντά στην μονάδα οι έλεγχοι Ν και NE είναι 

συνήθως οι καλύτεροι. 0 έλεγχος Ν είναι πιθανότερο να αποδίδει 

καλύτερα από τον NE έλεγχο για τιμές της παραμέτρου ρ κοντά στο 

-1, ενώ το αντίθετο είναι αληθές για τιμές της παραμέτρου ρ κοντά 

στο 1. 

Η ένατη σελίδα του Πίνακα 3.2 περιέχει τις εκτιμημένες 

πιθανότητες απόρριψης της μηδενικής υπόθεσης για τον F έλεγχο της 

"στατιστικής σημαντικότητας" της εκτιμημένης εΐίσωσης, δηλαδή της 

από κοινού στατιστικής σημαντικότητας των παραμέτρων β , β και 

β . 0 πίνακας δείχνει ότι, στις περισσότερες περιπτώσεις, για 
4 

συνδυασμούς των τιμών της παραμέτρου Α με μικρές ή ενδιάμεσες 

τιμές της απόλυτης τιμής της παραμέτρου ρ, δηλαδή |ρ| = .1 ή 

|ρ| = .5, ο έλεγχος CFF είναι ο καλύτερος, ακολουθούμενος από τους 

ελέγχους FE και Χ2Ε που είναι ο δεύτερος και τρίτος καλύτερος, 

αντίστοιχα. 0 έλεγχος F είναι ο αμέσως επόμενος καλύτερος, ενώ την 

χειρότερη απόδοση από όλους αυτούς τους ελέγχους έχει ο Χ2. ΑΊί"ζει 

να σημειωθεί ότι για ονομαστικό μέγεθος ίσο με 0.01 ο F έλεγχος 

έχει καλύτερη απόδοση από τον έλεγχο Χ2Ε. Αντίθετα, στις 

περιπτώσεις κατά τις οποίες η απόλυτη τιμή της παραμέτρου ρ είναι 

κοντά στην μονάδα οι έλεγχοι Χ2 και Χ2Ε είναι συνήθως οι 
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καλύτερου. 0 Χ2 έλεγχος είναι πιθανότερο να αποδίδει καλύτερα από 

τον έλεγχο Χ2Ε γ uà τομές της παραμέτρου ρ κοντό: στο -1, ενώ το 

αντίθετο συμβαίνει για τιμές της παραμέτρου ρ κοντά στο 1. 

Η σχετικό: κακή απόδοση των κατά Edgeworth και των τοπικά 

ακριβών (locally exact) κατά Cornish-Fisher διορθώσεων για τιμές 

του |ρ| κοντά στην μονάδα ηταν ένα αρκετά απρόσμενο αποτέλεσμα των 

πειραμάτων, το οποίο ενδέχεται να μπορεί να αποδοθεί στην 

εμπειρική κατανομή του χρησιμοποιηθέντος ρ. Σε όλες τις 

περιπτώσεις, δηλαδή για κάθε συνδυασμό των τιμών των παραμέτρων Α 

και ρ, οι Monte Carlo εκτιμήσεις της διακύμανσης, ασυμμετρίας και 

κύρτωσης της κατανομής του ρ ήσαν όμοιες και είχαν μέγεθος κατά 

πολύ μικρότερο από το μέγεθος του μεροληπτικού σφάλματος του ρ. 

Εξάλλου, το μέγεθος αυτού του μεροληπτικού σφάλματος φαίνεται πως 

είναι μια αύξουσα συνάρτηση του |ρ|· Αυτό ερμηνεύει, κατά ένα 

μέρος, τα ευρήματα του τυχαίου πειράματος, εφόσον οι εκλεπτυσμένες 

μέθοδοι προσέγγισης, αναμένεται να υπερδιορθώνουν σε περιπτώσεις 

κατά τις οποίες το ρ υποεκτιμάται. 

Στο σημείο αυτό θεωρείται σκόπιμο να παρατηρηθεί ,ότι η 

αΐιολόγηση των κατά Edgeworth και κατά Cornish-Fisher διορθώσεων 

πρέπει να βασίζεται σε συγκρίσεις ελέγχων που είναι αποκλειστικά 

ασυμπτωτικοί ή αποκλειστικά ακριβείς και διαφέρουν μόνον ως προς 

την μέθοδο διόρθωσης του πραγματικού τους μεγέθους. Επομένως, η 

σχετικά κακή απόδοση των κατά Edgeworth και κατά Cornish-Fisher 

διορθώσεων της ακριβούς μορφής των ελέγχων t και F για τιμές του 

|ρ| κοντά στην μονάδα δεν μπορεί να υποβαθμίσει την ορθότητα, 

αποτελεσματικότητα και χρησιμότητα των διορθώσεων αυτών. Διότι και 

στην συγκεκριμένη περίπτωση οι έλεγχοι TE και CFT αποδίδουν 

καλύτερα από τον Τ έλεγχο και όμοια οι FE
1
 και CFF έλεγχοι είναι 

καλύτεροι από τον έλεγχο F. Συνεπώς, η σχετικά χειρότερη απόδοση 

της ακριβούς μορφής των ελέγχων για τιμές του |ρ| κοντά στην 

μονάδα μπορεί, κατά ένα μέρος, να εξηγηθεί από το γεγονός ότι σε 

αυτές τις περιπτώσεις οι ασυμπτωτικές μορφές των ελέγχων έχουν μια 

πάρα πολύ καλή απόδοση. 

Οι εναλλακτικές μέθοδοι διόρθωσης του πραγματικού μεγέθους 

των t και F ελέγχων μπορούν να συγκριθούν και διαγραμματικά. Σε 

ένα τετράγωνο διάγραμμα σχεδιάζουμε το πραγματικό μέγεθος (δηλαδή 
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το ποσοστό των επιπέδων σημαντικότητας που είναι μικρότερα από èva 

δεδομένο ονομαστικό μέγεθος) ενός ελέγχου ως συνάρτηση του 

ονομαστικού μεγέθους αυτού του ελέγχου... Υπό ιδανικές συνθήκες το 

πραγματικό και το ονομαστικό μέγεθος ενός ελέγχου ταυτίζονται και 

συνεπώς όλες οι παρατήρησεις πρέπει να βρίσκονται πάνω στην 

διαγώνιο των 45 μοιρών, του διαγράμματος. Αυτή" η γραμμή" είναι η 

συνάρτηση κατανομής μιας 11(0,1) τυχαίας μεταβλητής. Φυσικό:, αν 

είχαμε ένα τυχαίο δείγμα από την U(0,1) κατανομή, τότε, λόγω του 

δειγματοληπτικού σφάλματος, οι παρατηρήσεις δεν θα βρίσκονταν 

ακριβώς πάνω στην γραμμή των 45 μοιρών, θα βρίσκονταν, όμως, μέσα 

σε μια ταινία, συμμετρική γύρω από την γραμμή των 45 μοιρών και με 

εύρος που δίνεται από τον πίνακα της μονοδειγματικής (one—sample) 

κατανομής Kolraogorov-Sìrnov (βλ. Durbin (1973)). Αυτό σημαίνει 

ότι, αν μια συγκεκριμένη καμπύλη βρίσκεται μέσα στην ταινία, τότε 

οι αποκλίσεις της από την γραμμή των 45 μοιρών μπορούν να 

αποδοθούν στο δειγματοληπτικό σφάλμα, δηλαδή είναι στατιστικά 

ασήμαντες. Αντίθετα, αν η καμπύλη τέμνει τα όρια της ταινίας, τότε 

απορρίπτουμε την υπόθεση ότι οι αποκλίσεις της από την γραμμή των 

45 μοιρών οφείλονται στην τυχαία δειγματοληψία. Είναι φανερό ότι η 

ταινία αντιπροσωπεύει ένα είδος διαστήματος εμπιστοσύνης που μας 

βοηθά να ερμηνεύσουμε τις πληροφορίες not; περιέχονται στα 

διαγράμματα και την κατασκευάσαμε έτσι ώστε να αντιστοιχεί στο 95% 

διάστημα εμπιστοσύνης. 

Επιπλέον, από τον τρόπο κατασκευής των διαγραμμάτων προκύπτει 

ότι τα σημεία που βρίσκονται δεί ιά της διαγωνίου των 45 μοιρών 

αντιστοιχούν σε ονομαστικό μέγεθος μεγαλύτερο του πραγματικού, ενώ 

το αντίθετο συμβαίνει για τα σημεία που βρίσκονται αριστερά απο 

την ανωτέρω διαγώνιο. Για όλους τους ελέγχους που εξετάσαμε, για 

κάθε τιμή του ονομαστικού μεγέθους τους (επιπέδου στατιστικής 

σημαντικότητας) βρήκαμε το αντίστοιχο πραγματικό μέγεθος με τον 

τρόπο που έχουμε ήδη αναφέρει. Τα "ζεύγη των τιμών του ονομαστικού 

και του πραγματικού μεγέθους, που προέκυψαν με αυτόν τον τρόπο, τα 

απεικονίσαμε στο διάγραμμα. Έτσι, για καθένα έλεγχο κατασκευάσαμε 

μια καμπύλη, η οποία ενώνει την κάτω αριστερή με την άνω δείιά 

γωνία του τετραγώνου διαγράμματος. Με βάση τα διαγράμματα αυτά 

καλύτερος πρέπει να θεωρηθεί εκείνος ο έλεγχος, του οποίου η 
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καμπύλη απέχει, σχετικά Λιγότερο από την γραμμή των 45 μουρών για 

το εύρος των τ υμών του επιπέδου στατοστικής σημαντικότητας που 

χρησιμοποιούνται συχνότερα στην εφαρμοσμένη έρευνα, δηλαδή για 

τιμές του επιπέδου στατιστικής σημαντικότητας μεταξύ του 0.01 και 

του 0.10. Ωστόσο, τα διαγράμματα που κατασκευάσαμε μας παρέχουν 

πληροφορίες για την συμπεριφορά των εξεταζομένων ελέγχων και για 

κάθε άλλη τιμή του ονομαστικού μεγέθους των ελέγχων αυτών. 

Οι κλίμακες μέτρησης και του ονομαστικού και του πραγματικού 

μεγέθους των ελέγχων ήσαν ίδιες, θεωρήσαμε ότι και τα δύο μεγέθη 

των ελέγχων παίρνουν τιμές μεταξύ του 0 και του 1. Αυτό δεν 

δημιουργεί κανένα πρόβλημα στην περίπτωση των ελέγχων που 

χρησιμοποιούν την χ ή την F κατανομή. Διότι αυτές οι κατανομές 

ορίζονται μόνο για θετικές τιμές της τυχαίας μεταβλητής. Έτσι, στο 

ακρότατο σημείο της δεξιάς ουράς της χ ή της F κατανομής το 

ονομαστικό μέγεθος ισούται με το μηδέν καθώς κινούμαστε προς την 

αρχή των αξόνων το ονομαστικό μέγεθος μεγαλώνει και στην αρχή των 

αξόνων το ονομαστικό μέγεθος του ελέγχου ισούται με την μονάδα. 

Ανάλογη συμπεριφορά επιδεικνύει και το πραγματικό μέγεθος των 

ελέγχων που γενικά διαφέρει από το ονομαστικό, εκτός από δύο 

περιπτώσεις κατά τις οποίες ισούται με αυτό. Τούτο συμβαίνει στην 

αρχή των αξόνων και στο ακρότατο σημείο της δεξιά ουράς της χ ή 

της F κατανομής. 

Προβλήματα δημιουργήθησαν στην περίπτωση του t ελέγχου με την 

χρήση της t-Student ή (ασυμπτωτικά) της κανονικής κατανομής. 

Διότι, εφόσον με τους ελέγχους αυτούς επιδιώξαμε να ελέγξουμε την 

υπόθεση (3.22) ως προς τις μονόπλευρες εναλλακτικές υποθέσεις 

(3.27), είναι προφανές ότι η μέγιστη δυνατή τιμή του ονομαστικού 

μεγέθους είναι 0.5 και στην περίπτωση της εκ δεξιών, αλλά και στην 

περίπτωση της εξ* αριστερών μονόπλευρης εναλλακτικής υπόθεσης. 

Πράγματι, όταν η εναλλακτική υπόθεση είναι η εκ δεξιών μονόπλευρη, 

απορρίπτουμε την μηδενική υπόθεση (3.22) μόνο για επαρκώς μεγάλες 

θετικές τιμές του t στατιστικού (συνήθους ή διορθωμένου). Στο 

ακρότατο σημείο της δεξιά ουράς της t-Student ή (ασυμπτωτικά) της 

κανονικής κατανομής το ονομαστικό μέγεθος ισούται με το μηδέν, ενώ 

αυξάνεται καθώς πλησιάζουμε την αρχή των αξόνων, όπου παίρνει την 

μέγιστη δυνατή τιμή του, δηλαδή το 0.5. Το πραγματικό μέγεθος του 
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t ελέγχου παίρνε ι τιμές μεταξύ του μηδενός και του 0.5 περίπου. 

Αντίστοιχα ισχύουν Kau γ ta την περίπτωση κατά την οποία η υπόθεση 

(3.22) ελέγχεται, ως προς μιαν εξ* αριστερών μονόπλευρη εναλλακτική 

υπόθεση, θεωρώντας, βεβαίως, την αριστερή ουρά της t-Student η* 

(ασυμπτωτικά) της κανονικής κατανομής. 

Το ανωτέρω πρόβλημα λύθηκε ως εξής: Γ uà όλες τις περιπτώσεις 

που αντιστοιχούσαν σε αρνητικά t στατιστικά (συνήθη ή διορθωμένα) 

το πραγματικό μέγεθος του αντιστοίχου ελέγχου θεωρήθηκε ίσο με το 

αποτέλεσμα που προέκυψε μετά την αφαίρεση του από την μονάδα. Το 

ίδιο κάναμε και. για τις τιμές του επιπέδου στατιστικής 

σημαντικότητας που αντιστοιχούσαν σε ελέγχους της μηδενικής 

υπόθεσης έναντι μιας εξ* αριστερών μονόπλευρης εναλλακτικής 

υπόθεσης.Έτσι, θεωρήσαμε ότι και το ονομαστικό και το πραγματικό 

μέγεθος του t ελέγχου αυξάνονται συνεχώς καθώς μετακινούμαστε από 

την δεξιά προς την αριστερή ουρά της t—Student ή (ασυμπτωτικά) της 

κανονικής κατανομής. Γενικά, μετρημένα κατ αυτόν τον τρόπο, το 

πραγματικό και το ονομαστικό μέγεθος διαφέρουν, εκτός από δύο 

περιπτώσεις κατά τις οποίες οι τιμές τους ισούνται. Αυτό γίνεται 

στο ακρότατο σημείο της δε?ιάς ουράς της t-Student ή (ασυμπτωτικά) 

της κανονικής κατανομής, όπου και τα δύο ισούνται με το μηδέν και 

στο ακρότατο σημείο της αριστερής ουράς των ανωτέρω κατανομών, στο 

οποίο και τα δύο παίρνουν ως τιμή την μονάδα. 

Κατά την εκτέλεση των Monte Carlo πειραμάτων κατασκευάστηκαν 

εκατόν είκοσι διαγράμματα, θα παρουσιάσουμε μόνον έξι, εκείνα τα 

οποία εμφανίζουν σαφέστερα τις γενικές ιδιότητες των διαφόρων 

ελέγχων που εξετάσαμε. Τα Διαγράμματα 3.1 και 3.2 απεικονίζουν την 

απόδοση των εναλλακτικών μορφών του t ελέγχου, ενώ η συμπεριφορά 

των εναλλακτικών μορφών του F ελέγχου παρουσιάζεται στα 

Διαγράμματα 3.3, 3.4, 3.5 και 3.6. Τα διαγράμματα αυτά έχουν 

έναντι του Πίνακα 3.2 το πλεονέκτημα ότι μας δίνουν πληροφορίες 

για την απόδοση των διαφόρων ελέγχων σε κάθε επίπεδο στατιστικής 

σημαντικότηχας. 

Στο Διάγραμμα 3.1 η καμπύλη που αντιστοιχεί στον CFT έλεγχο 

κείται εξ* ολοκλήρου στο εσωτερικό της συμμετρικής , ταινίας 

"εμπιστοσύνης", ενώ οι καμπύλες που αντιστοιχούν σε όλους τους 

άλλους ελέγχους κείνται σχεδόν ολόκληρες έξω από την ταινία. Στο 
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ΔΙΑΓΡΑΜΜΑ 3.1 

ΔΙΟΡΘΩΣΕΙΣ ΜΕΓΕΘΟΥΣ TOY t ΕΑΕΓΧΟΥ ΓΙΑ ΤΟ β 

ρ = .9 καυ Α = 0 . 

Normal - -
NorEdge — 
t-distr -• 
t-hdgew — 
CorFish — 

υ.-* 
0. 

-ι 1 1 1 1 1 r- -i 1 τ­ ι 1 1 1 1 : f-

.3 .4 .5 .6 .7 
Nominal Size of the Test 

.8 .9 
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ΔΙΑΓΡΑΜΜΑ 3.2 

ΔΙΟΡΘΩΣΕΙΣ ΜΕΓΕΘΟΥΣ TOY t ΕΛΕΓΧΟΥ ΓΙΑ ΤΟ β, 

ρ = .5 καθ Α = 0. 

Normal -
NorEdge 
t-distr 
t-Edgsw 
CorFish 

.3 .4 .5 .6 .7 

Nominal Size of the Test 
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ΔΙΆΓΡΑΜΜΑ 3.3 

Δ10ΡΘΩΣΕΙΣ ΜΕΓΕΘΟΥΣ ΤΟΥ F ΕΛΕΓΧΟΥ 

ρ = .5 και Α = 0. 

J Ι Ι Ι L 

'£ Χ , 

τ 1 1 τ­ ι 1 1 ι τ-

Chi-Squ 
CS-Edge 
F-distr 
ι— r-J — _, . 

r-cuyeW 
CorFish 

-, , , τ ρ-

.3 .4 .5 .6 .7 
Nominal Size of the Test 

.8 .9 
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ΔΙΑΓΡΑΜΜΑ 3.4 

ΑΙ0ΡΘ2ΣΕΙΣ ΜΕΓΕΘΟΥΣ ΤΟΥ F ΕΛΕΓΧΟΥ 

ρ = .1 και Α = .5 

Chi-Squ 
CS-Edge 
F-distr 
F-Edgew 
CorFish 

-I ! i 1 1 1 1—~ 1 * "1 1 i ! 

.1 .2 .3 .4 .5 .6 .7 
Nominal Size of the Test 
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ΔΙΑΓΡΑΜΜΑ 3.5 

ΑΙΟΡΘΩΣΕΙΣ ΜΕΓΕΘΟΥΣ ΤΟΥ F ΕΛΕΓΧΟΥ 

ρ = -. 1 και. Α = . 1 

.3 .4 .5 .6 .7 
Nominal Size of the Test 
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ΔΙΑΓΡΑΜΜΑ 3.6 

ΔΙΟΡΘΩΣΕΙΣ ΜΕΓΕΘΟΥΣ ΤΟΥ F ΕΛΕΓΧΟΥ 

ρ = .9 κοα Α = .1 

.3 .4 .5 .6 .7 
Nominal Size of the Test 
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Διάγραμμα 3.2 όλες ου καμπύλες κείνται στο εσωτερικό της ταινίας 

με την εξαίρεση μεγάλων τμημάτων των καμπύλων που αντιστοιχούν 

στους Ν και, Τ ελέγχους. Πρέπει να σημειωθεί ότι, συμφωνά με τις 

ιδιότητες της συμμετρικής ταινίας που συζητήθησαν πιο πριν, όλες 

οι καμπύλες που κείνται εΐ* ολοκλήρου στο εσωτερικό της ταινίας 

είναι, σε επίπεδο στατιστικής σημαντικότητας 5%, στατιστικά 

ταυτόσημες και συνεπώς δεν έχει νόημα να κατατάΐουμε τους 

αντίστοιχους ελέγχους ως προς την σχετική τους απόδοση. Αντίθετα, 

για τους ελέγχους που αντιστοιχούν σε καμπύλες που τέμνουν τα όρια 

της ταινίας προκ\!ιπτει μια κατάταξη, η οποία είναι συνεπής με τις 

πληροφορίες του Πίνακα 3.2: Οι διορθωμένοι έλεγχοι είναι καλύτεροι 

από τους αδιόρθωτους και ο έλεγχος CFT είναι ομοιομόρφως καλύτερος 

από τους ελέγχους TE και NE, οι, οποίοι είναι ο δεύτερος και τρίτος 

καλύτερος, αντίστοιχα. Ακολουθούν οι έλεγχοι Τ και Ν. 

Στο Διάγραμμα 3.3 όλες οι καμπύλες κείνται σχεδόν εΐ* 

ολοκλήρου έΐω από τα όρια της συμμετρικής ταινίας "εμπιστοσύνης". 

Αντίθετα, στα Διαγράμματα 3.4, 3.5 και 3.6 όλες οι καμπύλες 

κείνται στο εσωτερικό της ταινίας με την εξαίρεση των καμπύλων που 

αντιστοιχούν στους ελέχους Χ2 και F στο Διάγραμμα 3.4, Χ2 στο 

Διάγραμμα 3.5 και F στο Διάγραμμα 3.6. Τονίζουμε ότι στο 

Διάγραμμα 3.6 η καμπύλη του Χ2 ελέγχου κείται ολόκληρη μέσα στην 

συμμετρική ταινία. Από τις ιδιότητες της συμμετρικής ταινίας 

έπεται ότι η διαφορά του ονομαστικού από το πραγματικό τους 

μέγεθος είναι στατιστικά ασήμαντη για όλους τους ελέγχους που 

αντιστοιχούν σε καμπύλες, οι οποίες κείνται ολόκληρες' εντός αυτής 

της ταινίας. Από τα Διαγράμματα 3.3, 3.4 και 3.5 προκύπτει ότι οι 

διορθωμένοι έλεγχοι είναι καλύτεροι από τους αδιόρθωτους και ο CFF 

έλεγχος είναι ομοιομόρφως καλύτερος από τους ελέγχους FE και Χ2Ε, 

οι οποίοι είναι ο δεύτερος και τρίτος καλύτερος, αντίστοιχα. 

Ακολουθούν οι έλεγχοι F και Χ2. Το Διάγραμμα 3.6 απεικονίζει τις 

περιπτώσεις κατά τις οποίες το |ρ| είναι κοντά στην μονάδα και οι 

ασυμπτωτικές μορφές του F ελέγχου αποδίδουν καλύτερα από τις 

ακριβείς μορφές του. Οι πληροφορίες των Διαγραμμάτων 3.3, 3.4, 3.5 

και 3.6 είναι συνεπείς με το περιεχόμενο του Πίνακα 3.2. Τέλος, 

από τα Διαγράμματα 3.3, 3.4 και 3.5 προκύπτει ότι για ονομαστικό 

μέγεθος μεγαλύτερο από 3% ο έλεγχος Χ2Ε είναι καλύτερος από τον F 
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έλεγχο, ενώ το αντίθετο συμβαίνει γ ια ονομαστικό" μέγεθος μικρότερο 

από 3%. 

ΑΙί'ζει να σημειωθεί ότι Ο Πίνακας 3.2 και τα διαγράμματα novi 

παρουσιάσαμε προηγουμένως επιβεβαιώνουν τις θεωρητικές μας 

προσδοκίες γ uà την ανωτερότητα των τοπικά ακριβών (locally exact) 

(προσαρμοσμένων γ uà τους βαθμούς ελευθερίας) ελέγχων σε σύγκριση 

με .τους ασυμπτωτικούς (χωρίς προσαρμογές γ uà τους βαθμούς 

ελευθερίας) ελέγχους. Το γεγονός ότι, γ ια μικρά ονομαστικό: μεγέθη ο 

αδιόρθωτος F έλεγχος (F) υπερτερεί του κατά Edgeworth διορθωμένου 
2 

χ ελέγχου (Χ2Ε) ήταν αρκετά απρόσμενο και θα πρέπει να ληφθεί 

σοβαρά υπόψη στην εφαρμοσμένη στατιστική και οικονομετρική έρευνα. 

0 Πίνακας 3.2 και τα Διαγράμματα 3.1 ως 3.6 μας παρέχουν 

πολλές πληροφορίες για την συμπεριφορά των διαφόρων ελέγχων που 

μελετήσαμε, θα θέλαμε, ωστόσο, να είχαμε επιπλέον πληροφόρηση για 

την απόδοση αυτών των ελέγχων, θα ήταν σκόπιμο να γνωρίζαμε κατά 

πόσον η συμπεριφορά των διαφόρων ελέγχων είαρτάται από τις τιμές 

των παραμέτρων ρ και Α. Για αυτό, αποφασίσαμε να διερευνήσουμε αν 

οι τιμές αυτών των παραμέτρων αποτελούν προσδιοριστικούς 

παράγοντες της ποιότητας της απόδοσης των διαφόρων ελέγχων που 

εξετάσαμε. Αυτό το επιτύχαμε πραγματοποιώντας ανάλυση της 

διακύμανσης της απόδοσης των διαφόρων ελέγχων κατά δύο παράγοντες, 

θεωρώντας ως παράγοντες τις παραμέτρους ρ και Α. Με την ανάλυση 

διακύμανσης διερευνήσαμε κατά πόσον οι παράμετροι αυτές μπορούν, 

καθεμιά "ξεχωριστά ή από κοινού, να ερμηνεύσουν τις διακυμάνσεις 

της απόδοσης των διαφόρων ελέγχων. Η απόδοση κάθε ελέγχου 

μετρήθηκε ως η διαφορά τον πραγματικού μείον το αντίστοιχο 

ονομαστικό του μέγεθος. Την ανάλυση διακύμανσης την 

πραγματοποιήσαμε μόνο για την περίπτωση κατά την οποία το 

ονομαστικό μέγεθος των ελέγχων είναι 0.05, διότι αυτό είναι το 

συνηθέστερα χρησιμοποιούμενο επίπεδο στατιστικής σημαντικότητας 

των ελέγχων. 

Κατά την δημιουργία του πειραματικού χώροι.) θεωρήσαμε έ! ι 

διαφορετικές τιμές της παραμέτρου ρ και τέσσερεις διαφορετικές 

τιμές της παραμέτρου Α. Εφόσον κάθε συνδυασμός των τιμών αυτών των 

παραμέτρων ορίζει ένα σημείο του πειραματικού χώρου, είναι 

προφανές ότι το πείραμα εκτελέστηκε σε 24 πειραματικά σημεία. Σε 
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κάβε πειραματικό σημείο το πείραμα επαναλήφθηκε 500 φορές και 

υπολογίσθησαν τα πραγματικά μεγέθη (actual sizes), ASNj , ASNEj , 

ASTj , ASTEj Kau ASCFTj (j = 1,...,4), των ελέγχων Ν, NE, Τ, TE Kau 

CFT, αντίστοιχα, της στατιστικής σημαντικότητας της παραμέτρου β. 

(j = 1,...,4) που αντιστοιχούν σε ονομαστικό μέγεθος (επίπεδο 

στατιστικής σημαντικότητας) 0.05. Επιπλέον, υπολογίσθησαν τα 

αντίστοιχα πραγματικά μεγέθη, ASX2, ASX2E, ASF, ASFE και ASCFF, 

των ελέγχων Χ2 , Χ2Ε, F, FE και CFF, αντίστοιχα, της από κοινού 

στατιστικής σημαντικότητας των παραμέτρων β , β και β . Επομένως, 
2 3 4· 

για κάθε σημείο του "πειραματικού χώρου, από το πείραμα προέκυψε 

μια τιμή του πραγματικού μεγέθους καθενός ελέγχου και συνεπώς μια 

μέτρηση της απόδοσης του ελέγχου αυτού. Δηλαδή, από το πείραμα 

προέκυψαν συνολικά 24 παρατηρήσεις. 

Εξάλλου, για την ανάλυση διακύμανσης κατά τους δύο 

παράγοντες, ρ και Α, λαμβανομένης υπόψη και της αλληλεπίδρασης 

τους, δεν επαρκούν 24 παρατηρήσεις. Διότι, λόγω του πλήθους των 

τιμών των παραμέτρων ρ και Α, 24 παρατηρήσεις απαιτούνται για να 

περιληφθούν στην ανάλυση διακύμανσης μόνον οι δύο παράγοντες (ρ 

και Α), όχι όμως και η αλληλεπίδραση τους. Για να διερευνήσουμε 

και τα αποτελέσματα της αλληλεπίδρασης των παραμέτρων ρ και Α με 

την ανάλυση διακύμανσης χρειαζόμασταν περισσότερες παρατηρήσεις, 

τις οποίες αποκτήσαμε επαναλανβάνοντας δύο ακόμα φορές ολόκληρο το 

πείραμα που περιγράψαμε ως τώρα, χρησιμοποιώντας δύο νέες, 

διαφορετικές, ακολουθίες ψευτοτυχαίων αριθμών. Για την δημιουργία 

αυτών των δύο καινούριων ψευτοτυχαίων ακολουθιών χρησιμοποιήσαμε 

πάλι την υπορουτίνα GGNPM της IMSL, δίνοντας στον σπόρο (seed) 

κάθε φορά ως τιμή έναν από τους αριθμούς: 271828 και 24121962. 

Επομένως, μετά από την διενέργεια ολοκλήρου του πειράματος τρείς. 

φορές είχαμε στην διάθεση μας 72 παρατηρήσεις, γεγονός που μας 

επέτρεψε να προχωρήσουμε στην ανάλυση διακύμανσης, με την οποία 

διερευνήσαμε κατά πόσον οι παράμετροι ρ και Ά, "ξεχωριστά ή από 

κοινού, μπορούν να ερμηνεύσουν τις διακυμάνσεις της απόδοσης των 

ελέγχων που είετάσαμε. Τα αποτελέσματα της ανάλυσης διακύμανσης 

που πραγματοποιήσαμε δίνονται στον Πίνακα 3.3. 

Στις τέσσερεις πρώτες σελίδες του Πίνακα 3.3 παρουσιάζονται 

τα αποτελέσματα των αναλύσεων διακύμανσης για τις διάφορες μορφές 
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ΠΙΝΑΚΑΣ 3.3 

(ΘΕΤΙΚΑ t ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΑ) 

ΑΝΆΛΥΣΗ 

ΔΙΑΚΥΜΑΝΣΗΣ 

ΤΗΣ ΔΙΑΦΟΡΑΣ 

ASN1 - 0.05 

ASNE1 - 0.05 

ASTI - 0.05 

ASTE1 - 0-05 

ASCFT1 - 0.05 

ASN2 - 0.05 

ASNE2 - 0.05 

AST2 - 0.05 

ASTE2 - 0.05 

ASCFT2 - 0.05 

ASN3 - 0.05 

ASNE3 - 0.05 

AST3 - 0.05 

ASTE3 - 0.05 

ASCFT3 - 0.05 

DF 

F 

PVALUE 

DF 

F 

PVALUE 

DF 

F 

PVALUE 

DF 

F 

PVALUE 

DF 

F 

PVALUE 

DF 

F 

PVALUE 

DF 

F 

PVALUE 

DF 

F 

PVALUE 

DF 

F 

PVALUE 

DF 

F 

PVALUE 

DF 

F 

PVALUE 

DF 

F 

PVALUE 

DF 

F 

PVALUE 

DF 

F 

PVALUE 

DF 

F 

PVALUE 

ΠΗΓΕΣ ΔΙΑΚΥΜΑΝΣΗΣ 

Ρ 

5 

658.894 

0.000 

5 

457.782 

0.000 

5 

695.517 

0.000 

5 

366.087 

0.000 

5 

52.827 

0.000 

5 

17.117 

0.000 

5 

6.948 

0.000 

5 

17.561 

0.000 

5 

6.758 

0.000 

5 

6.972 

0.000 

5 

18.370 

0.000 

5 

9.664 

0.000 

5 

18.725 

0.000 

5 

10.020 

0.000 

5 

9.425 

0.000 

A 

3 

0.524 

0.668 

3 

1.002 

0.400 

3 

0.164 

0.920 

3 

1.002 

0.400 

3 

0.696 

0.559 

3 

2.026 

0.123 

3 

3.118 

0.035 

3 

2.882 

0 .045 

3 

3.457 

0 . 023 

3 

3.293 

0.028 

3 

1.928 

0.138 

3 

1.842 

0.152 

3 

2.373 

0.082 

3 

2.024 

0.123 

3 

1.569 

0.209 

ΑΛΛΗΛΕΠΙΔΡΑΣΗ 

ΤΩΝ ρ ΚΑΙ Α 

15 

1.308 

0.235 

15 

1.161 

0.333 

15 

1.221 

0.290 

15 

0.731 

0.741 

15 

0 . 546 

0.900 

15 

0.681 

0.790 

15 

0.635 

0.831 

15 

0 .944 

0.525 

15 

0.701 

0.771 

15 

0.744 

0.728 

15 

1.410 

0.181 

15 

1.520 

0.136 

15 

1.483 

0.150 

15 

1.535 

0.130 

15 

1.330 

0.222 

ΕΡΜΗΝΕΥΟΜΕΝΗ 

ΔΙΑΚΥΜΑΝΣΗ 

23 

144.159 

0.000 

23 

100.406 

0.000 

23 

152.017 

0.000 

23 

80.192 

0.000 

23 

11.931 

0.000 

23 

4.430 

0.000 

23 

2.331 

0.007 

23 

4.809 

0.000 

23 

2.377 

0.006 

23 

2.431 

0.005 

23 

5.165 

0.000 

23 

3.333 

0.000 

23 

5.348 

0.000 

23 

3.443 

0.000 

23 

3.121 

0.000 
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ΠΙΝΑΚΑΣ 3.3 

(ΘΕΤΙΚΑ t ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΑ) 

ΑΝΑΛΥΣΗ 
ΔΙΑΚΥΜΑΝΣΗΣ 
ΤΗΣ ΔΙΑΦΟΡΑΣ 

ASN4 - 0.05 

ASNE4 - 0.05 

AST4 - 0.05 

ASTE4 - 0.05 

ASCFT4 - 0.05 

DF 
F 

ΡVALUE 

DF 
F 

PVALUE 
DF 
F 

PVALUE 
DF 
F 

PVALUE 
DF 
F 

PVALUE 

ΠΗΓΕΣ ΔΙΑΚΥΜΑΝΣΗΣ 

Ρ 

5 
25.770 
0.000 
5 
12.540 
0.000 
5 
19.516 
0.000 
5 
11.669 
0.000 
5 
10.627 
0.000 

A 

3 
3.235 
0.030 

3 
2.779 
0.051 
3 
2.231 
0.097 
3 
2.505 
0.070 
3 
2.505 
0.070 

ΑΛΛΗΛΕΠΙΔΡΑΣΗ 
ΤΩΝ ρ ΚΑΙ Α 

15 
1-.033 
0.440 

15 
0.625 
0.840 
15 
0.792 
0.680 

15 
0.543 
0.902 
15 
0.432 
0.961 

ΕΡΜΗΝΕΥΟΜΕΝΗ 
ΔΙΑΚΥΜΑΝΣΗ 

23 
6.698 
0.000 
23 
3.496 
0.000 
23 
5.050 
0.000 
23 
3.218 
0.000 
23 
2.918 
0.001 
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ΠΙΝΑΚΑΣ 3.3 

(ΑΡΝΗΤΙΚΑ t ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΑ) 

ΑΝΑΛΥΣΗ 
ΔΙΑΚΥΜΑΝΣΗΣ 
ΤΗΣ ΔΙΑΦΟΡΑΣ 

ASN1 - 0.05 

ASNE1 - 0.05 

ASTI - 0.05 

ASTE1 - 0.05 

ASCFT1 - 0.05 

ASN2 - 0.05 

ASNE2 - 0.05 

AST2 - 0.05 

ASTE2 - 0.05 

ASCFT2 - 0.05 

ASN3 - 0.05 

ASNE3 - 0.05 

AST3 - 0.05 

ASTE3 - 0.05 

ASCFT3 - 0.05 

DF 
F 

ΡVALUE 
DF 
F 

PVALUE 
DF, 
F 

PVALUE 
DF 
F 

PVALUE 
DF 
F 

PVALUE 
DF 

PVALUE 
DF 
F 

PVALUE 
DF 
F 

PVALUE 
DF 

PVALUE 
DF 
F 

PVALUE 
DF 
F 

PVALUE 
DF 
F 

PVALUE 
DF 
F 

PVALUE 
DF 
F 

PVALUE 
m? 

F 
PVALUE 

ΠΗΓΕΣ ΔΙΑΚΥΜΑΝΣΗΣ 

Ρ 

5 
477.848 

0.000 
5 

326.047 
0.000 
5 

509.130 
0.000 
5 

319.609 
0.000 
5 
69.707 
0.000 
5 

32.749 
0.000 
5 
24.342 
0.000 
5 

33.589 
0.000 
5 
30.088 
0.000 
5 

33.616 
0.000 
5 
16.153 
0.000 
5 
8.227 
0.000 
5 
16.500 
0.000 
5 
9.457 
0.000 
5 
9.016 
0.000 

A 

3 
1.752 
0.169 
3 
3.492 
0.023 
3 
2.279 
0.091 
3 
2.796 
Ü.050 
3 
2.629 
0.061 
3 
0.327 
0.806 
3 
0.537 
0.659 
3 
0.148 
0.930 
3 . 
0.193 
0.901 
3 
0.218 
0.883 
3 
0.763 
0.520 
3 
0.432 
0.731 
3 
1.398 
0.255 
3 
0.566 
0.640 

0.555 
0.647 

ΑΛΛΗΛΕΠΙΔΡΑΣΗ 
ΤΩΝ ρ ΚΑΙ Α 

15 
1.071 
0.406 

15 
1.021 
0.451 
15 
0.911 
0.558 
15 
1.094 
0.387 
15 
0.716 
0.756 
15 
0.891 
0.579 
15 
2.041 
0.032 

15 
1.403 
0.184 
15 
2.508 
0.008 
15 
2.740 
0.004 

15 
1.130 
0.357 
15 
0.799 
0.673 
15 
0.824 
0.647 

15 
0.957 
0.512 

15 
0.916 
0.553 

ΕΡΜΗΝΕΥΟΜΕΝΗ 
ΔΙΑΚΥΜΑΝΣΗ 

23 
104.807 
0.000 
23 
72.002 
0.000 
23 
111.572 
0.000 
23 
70.558 
0.000 
23 
15.964 
0.000 
23 
7.743 
0.000 
23 
6.693 
0.000 
23 
8.236 
0.000 
23 
8.202 
0.000 
23 
9.123 
0.000 
23 
4.348 
0.000 
23 
2.366 
0.006 
23 
4.307 
0.000 
23 
2.754 
0.002 

23 
2.630 
0.002 
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πιΝΑΚΑΣ 3.3 

(ΑΡΝΗΤΙΚΑ t ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΑ) 

ΑΝΑΛΥΣΗ 
ΔΙΑΚΥΜΑΝΣΗΣ 
ΤΗΣ ΔΙΑΦΟΡΑΣ 

ASN4 - 0.05 

ASNE4 - 0.05 

AST4 - 0.05 

ASTE4 - 0.05 

ASCFT4 - 0.05 

DF 
F 

PVALUE 

DF 
F 

PVALUE 
DF 
F 

PVALUE 
DF 
F 

PVALUE 
DF 
F 

PVALUE 

ΠΗΓΕΣ ΔΙΑΚΥΜΑΝΣΗΣ 

Ρ 

5 
10.896 
0.000 
5 
8.333 
0.000 
5 
11.816 
0.000 
5 
8.622 
0.000 
5 
8.988 
0.000 

A 

3 
0.278 
0.841 
3 
0.514 
0.675 
3 
0.375 
0.771 
3 
0.756 
0.524 
3 
0.943 
0.427 

ΑΛΛΗΛΕΠΙΔΡΑΣΗ 
ΤΩΝ ρ ΚΑΙ Α 

15 
0.909 
0.560 

15 
1.321 
0.227 
15 
1.069 
0.408 

15 
1.299 
0.240 
15 
1.368 
0.202 

ΕΡΜΗΝΕΥΟΜΕΝΗ 
ΔΙΑΚΥΜΑΝΣΗ 

23 
2.997 
0.001 
23 
2.740 
0.002 
23 
3.315 
0.000 
23 
2.820 
0.001 
23 
2.969 
0.001 
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ΠΙΝΑΚΑΣ 3 . 3 

(F ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΑ) 

ΑΝΑΛΥΣΗ 
ΔΙΑΚΥΜΑΝΣΗΣ 
ΤΗΣ ΔΙΑΦΟΡΑΣ 

ASX2 - 0.05 

ASX2E - 0.05 

ASF - 0.05 

ASFE - 0.05 

ASCFF - 0.05 

DF 
F 

PVALUE 
DF 
F 

PVALUE 
DF 
F 

PVALUE 
DF 
F 

PVALUE 

DF 
F 

PVALUE 

ΠΗΓΕΣ ΔΙΑΚΥΜΑΝΣΗΣ 

Ρ 

5 
65.415 
0.000 

5 
27.415 
0.000 
5 

37.504 
0.000 
5 
18.762 
0.000 
5 
17.905 
0.000 

A 

3 
2 .674 
0.058 
3 
1.002 
0.400 
3 
1.214 
0.315 
3 
1.274 
0.294 
3 
0.752 
0.527 

ΑΛΛΗΛΕΠΙΔΡΑΣΗ 
ΤΩΝ ρ ΚΑΙ Α 

15 
1.716 
0.079 
15 
1.014 
0.457 

15 
1. 165 
0.330 
15 
0.975 
0.495 

15 
0.904 
0.565 

ΕΡΜΗΝΕΥΟΜΕΝΗ 
ΔΙΑΚΥΜΑΝΣΗ 

23 
15.688 
0.000 
23 
6.752 
0.000 

23 
9.071 
0.000 
23 
4.880 
0.000 

23 
4.580 
0.000 
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του t ελέγχου της στατιστικής σημαντικότητας καθεμιάς από τ te; 

παραμέτρους β. (j = 1, . . . ,4) . Η περίπτωση κατά την οποία η 

εναλλακτική υπόθεση είναι η Η : 0. > 0 παρουσιάζεται, στις δυο 

πρώτες σελίδες του πίνακα, ενώ οι επόμενες δυο σελίδες του 

περιέχουν την περίπτωση με εναλλακτική* υπόθεση την Η : β. < 0. Τα 

αποτελέσματα των αναλύσεων διακύμανσης για τις διάφορες μορφές του 

F ελέγχου της από κοινού στατιστικής σημαντικότητας των παραμέτρων 

β , β και β παρουσιάζονται στην πέμπτη σελίδα του Πίνακα 3.3. 

Κάθε γραμμή του πίνακα περιέχει τους βαθμούς ελευθερίας του 

αντιστοίχου F ελέγχου, την τιμή του F στατιστικού για αυτόν τον 

έλεγχο και το επίπεδο σημαντικότητας (p-value) που αντιστοιχεί σε 

αυτήν την τιμή του F στατιστικού. Από τον πίνακα συμπεραίνουμε ότι 

οι αποκλίσεις του πραγματικού από το ονομαστικό μέγεθος των 

διαφόρων ελέγχων που εξετάσαμε μπορούν, γενικά, να ερμηνευθούν από 

τον συντελεστή αυτοσυσχέτισης των διαταρακτικών όρων του 

υποδείγματος, ενώ η παράμετρος που μετρά την ένταση του 

προβλήματος της πολυσυγγραμμικότητας και η αλληλεπίδραση της με 

τον συντελεστή αυτοσυσχέτισης, γενικά, δεν ερμηνεύουν τις ανωτέρω 

αποκλίσεις. 

Επίσης, έχουμε ήδη παρατηρήσει ότι η σχετική απόδοση των 

ελέγχων που βασίζονται στις τοπικά ακριβείς κατά Cornish-Fisher 

διορθώσεις των- t και F στατιστικών δεν είναι το ίδιο καλή σε όλα 

τα σημεία του πειραματικού χώρου. Όμως, από τον Πίνακα 3.2 και τα 

Διαγράμματα 3.1 ως 3.6 προκύπτει ότι οι ανωτέρω έλεγχοι έχουν, 

γενικά, καλύτερη απόδοση από όλους τους άλλους ελέγχους που 

είετάσαμε. 

Ενδιαφέρον παρουσιάζει η διερεύνηση του κατά πόσον το μέγεθος 

της σχετικής υπεροχής των τοπικά ακριβών (locally exact) κατά 

Cornish-Fisher διορθώσεων του μεγέθους των t και F ελέγχων μπορεί 

να ερμηνευτεί από τις τιμές των παραμέτρων ρ και Α, "ξεχωριστά ή 

και από την αλληλεπίδραση τους. Απάντηση στο ανωτέρω ερώτημα 

προσπαθήσαμε να δώσουμε εφαρμόζοντας πάλι την μέθοδο της ανάλυσης 

διακύμανσης. Η σχετική \;περοχή των ελέγχων που στηρίζονται στα 

τοπικά ακριβή (locally exact) κατά Cornish-Fisher διορθωμένα 

στατιστικά, σε σχέση με καθέναν από τους υπόλοιπους ελέγχους, 

μετρήθηκε ως η διαφορά που προκύπτει αν από το πραγματικό μέγεθος 
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καθενός των υπολοίπων ελέγχων αφαιρεθεί το πραγματικό μέγεθος του 

ελέγχου, ο οποίος βασίζεται στο αντίστοιχο τοπικά; ακριβές κατά 

Cornish-Fisher διορθωμένο στατιστικό. Τα ανωτέρω πραγματικά μεγέθη, 

ήσαν αυτά που αντιστοιχούν σε ονομαστικό μέγεθος 0.05, διότι αυτό 

είναι το συνηθέστερα χρησιμοποιούμενο επίπεδο στατιστικής 

σημαντικότητας. 

. Και για αυτήν την ανάλυση διακύμανσης χρησιμοποιήθηκαν οι 72 

παρατηρήσεις που προέκυψαν από τις τρείς εκτελέσεις του 

πειράματος. Τα αποτελέσματα της παρουσιάζονται στον Πίνακα 3.4. Οι 

δυο πρώτες σελίδες του πίνακα αυτού περιέχουν τα αποτελέσματα των 

αναλύσεων διακύμανσης για τις διάφορες μορφές του t ελέγχου της 

στατιστικής σημαντικότητας καθεμιάς από τις παραμέτρους β. 

(j = 1,...,4). Οι περιπτώσεις κατά τις οποίες η εναλλακτική 

υπόθεση είναι η Η : β. > 0 ή Η: β.< 0 παρουσιάζονται στην πρώτη 

και δεύτερη σελίδα του πίνακα, αντίστοιχα. Τα αποτελέσματα των 

αναλύσεων διακύμανσης για τις διάφορες μορφές του F ελέγχου της 

από κοινού στατιστικής σημαντικότητας των παραμέτρων β , β και β 

παρουσιάζονται στην τρίτη σελίδα του Πίνακα 3.4. Κάθε γραμμή του 

πίνακα περιέχει τους βαθμούς ελευθερίας του αντιστοίχου F ελέγχου, 

την τιμή του F στατιστικού για αυτόν τον έλεγχο και το επίπεδο 

σημαντικότητας (p-value) που αντιστοιχεί σε αυτήν την τιμή του F 

στατιστικού. Το συμπέρασμα που προκύπτει είναι ότι, γενικά, κύριος 

ερμηνευτικός παράγων του μεγέθους της σχετικής υπεροχής TOJV 

ελέγχων που βασίζονται στα τοπικά ακριβή κατά Cornish-Fisher 

διορθωμένα t και F στατιστικά» έναντι των υπολοίπων ελέγχων, είναι 

ο συντελεστής αυτοσυσχέτισης των διαταρακτικών όρων του 

υποδείγματος. Αντίθετα, ο συντελεστής που μετρά την ένταση της 

πολυσυγγραμμικότητας και η αλληλεπίδραση του με τον συντελεστή 

αυτοσυσχέτισης, γενικά, δεν συντελούν στην ερμηνεία του μεγέθους 

των διαφορών στην απόδοση των διαφόρων ελέγχων. 

Έχοντας αποκτήσει μια σαφή εικόνα της συμπεριφοράς των 

διαφόρων διορθώσεων του μεγέθους των ελέγχων t και F που 

μελετήσαμε και των παραγόντων που επηρεάζουν την ποιότητα τους σε 

ένα δεδομένο μέγεθος δείγματος (20 παρατηρήσεις), αποφασίσαμε να 

διερευνήσουμε την επίδραση του μεγέθους του δείγματος στην απόδοση 

των διορθώσεων αυτών. Προς τον σκοπό αυτόν πραγματοποιήσαμε δύο 
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ΠΙΝΑΚΑΣ 3.4 

(ΘΕΤΙΚΑ t ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΑ) 

ΑΝΑΛΥΣΗ 
ΔΙΑΚΥΜΑΝΣΗΣ 
ΤΗΣ ΔΙΑΦΟΡΑΣ 

ASN1 -ASCFT1 

ASNE1 -ASCFT1 

ASTI -ASCFT1 

ASTE1 -ASCFT1 

ASN2 -A3CFT2 

ASNE2 -ASCFT2 

AST2 -ASCFT2 

ASTE2 -ASCFT2 

ASN3 -ASCFT3 

ASNE3 -ASCFT3 

AST3 -ASCFT3 

ASTE3 -ASCFT3 

ASN4 -ASCFT4 

ASNE4 -ASCFT4 

AST4 -ASCFT4 

ASTE4 -ASCFT4 

DF 
F 

PVALUE 
DF 
F 

PVALUE 
DF 
F 

PVALUE 
DF 
F 

PVALUE 
DF 
F 

PVALUE 
DF 
F 

PVALUE 
DF 
F 

PVALUE 
DF 
F 

PVALUE 
DF 
F 

PVALUE 
DF 
F 

PVALUE 
DF 
F 

PVALUE 
DF 
F 

PVALUE 
DF 
F 

PVALUE 
DF 
F 

PVALUE 
DF 
F 

PVALUE 
DF 
F 

PVALUE 

ΠΗΓΕΣ ΔΙΑΚΥΜΑΝΣΗΣ 

Ρ 

5 
268.521 
0.000 
5 

147.509 
0.000 
5 

247.021 
0.000 
5 

122.665 
0.000 
5 
20.040 
0.000 
5 
0.847 
0.523 
5 
22.811 
0.000 
5 
0.665 
0.652 
5 
15.561 
0.000 
5 
1.212 
0.318 
5 
13.775 
0.000 
5 
1.703 
0.152 
5 
13.682 
0.000 
5 

1.429 

0.231 
U 

8.518 
0.000 
5 
1.289 
0.284 

A 

3 
0.360 
0.782 
3 
0.376 
0.771 
3 
0.379 
0.769 
3 
0.303 
0.823 
3 
0.277 
0.842 
3 
0.829 
0.485 
3 
1.437 
0.244 
3 
1.049 
0.380 
3 
1.096 
0.360 
3 
2.159 
0.105 
3 
0.999 
0.402 
3 
2.212 
0.099 
3 
1.153 
0.338 
3 
0.741 
0.533 

0.609 
0.613 
3 
0.798 
0.501 

ΑΛΛΗΛΕΠΙΔΡΑΣΗ 
ΤΩΝ ρ ΚΑΙ A 

15 
0.828 
0.643 
15 
0.522 
0.915 
15 
0.612 
0.851 
15 
0.269 
0.996 

15 
0.926 
0.542 
15 
1.262 
0.263 
15 
.1.102 
0.380 
15 
0.508 
0.924 
15 
1.029 
0.444 

15 
1.115 
0.370 
15 
1.051 
0.424 
15 
1.218 
0.292 

15 
1.067 
0.410 
15 
0.850 
0.620 
15 
0.644 
0.823 
15 
0.967 
0.503 

ΕΡΜΗΝΕΥΟΜΕΝΗ 
ΔΙΑΚΥΜΑΝΣΗ 

23 
58.961 
0.000 
23 
32.457 
0.000 
23 
54.149 
0.000 
23 
26.881 
0.000 

23 
4.997 
0.000 

23 
1.115 
0.365 
23 
5.865 
0.000 
23 
0.613 
0.898 
23 
4.197 
0.000 
23 
1.272 
0.237 
23 
3.810 
0.000 
23 
1.453 
0.136 
23 
3.821 
0.000 
23 
0.962 
0.526 

2.351 
0.006 
23 
1.015 
0.467 
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ΠΙΝΑΚΑΣ 3.4 

(ΑΡΝΗΤΙΚΆ t ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΆ) 

ΑΝΆΛΥΣΗ 
ΔΙΑΚΥΜΑΝΣΗΣ 
ΤΗΣ ΔΙΑΦΟΡΑΣ 

ASN1 -ASCFT1 

ASNE1 -ASCFT1 

ASTI -ASCFT1 

ASTE1 -ASCFT1 

ASN2 -ASCFT2 

ASNE2 -ASCFT2 

AST2 -ASCFT2 

ASTE2 -ASCFT2 

ASN3 -ASCFT3 

ASNE3 -ASCFT3 

AST3 -ASCFT3 

ASTE3 -ASCFT3 

ASN4 -ASCFT4 

ASNE4 -ASCFT4 

AST4 -ASCFT4 

ASTE4 -ASCFT4 

DF 
F 

PVALUE 
DF 
F 

PVALUE 
DF 
F 

PVALUE 
DF 
F 

PVALUE 
DF 
F 

PVALUE 
DF 
F 

PVALUE 
DF 
F 

PVALUE 
DF 
F 

PVALUE 
DF 
F 

PVALUE 
DF 
F 

PVALUE 
DF 
F 

PVALUE 
DF 
F 

PVALUE 
DF 
F 

PVALUE 
DF 
F 

PVALUE 
DF 
F 

PVALUE 
DF 
F 

PVALUE 

ΠΗΓΕΣ ΔΙΑΚΥΜΑΝΣΗΣ 

Ρ 

5 
530.894 
0.000 
5 

336.428 
0.000 
5 

514.177 
0.000 
5 

379.056 
0.000 
5 
17.313 
0.000 
5 
1.581 
0.183 
5 
12.623 
0.000 
5 
3.012 
0.019 
5 
15.831 
0.000 
5 
1.338 
0.264 
5 
18.025 
0.000 
5 
0.917 
0.478 
5 
7.363 
0.000 
5 
2.717 
0.031 
5 
6.519 
0.000 
5 
1.459 
0.221 

A 

3 
1.468 
0.235 
3 
3.058 
0.037 
3 
1.641 
0.192 
3 
2.840 
0.048 
3 
0.320 
0.811 
3 
1.438 
0.243 
3 
0.134 
0.939 
3 
0.758 
0.523 
3 

' 0.979 
0.411 
3 
1.259 
0.299 
3 
3.536 
0.021 
3 
0.769 
0.517 
3 
0.443 
0.723 
ο 
1.082 
0.366 
3 
0.371 
0 .774 
3 
1.373 
0.262 

ΑΛΛΗΛΕΠΙΔΡΑΣΗ 
ΤΩΝ ρ ΚΑΙ Α 

15 
1.530 
0.132 
15 
1.898 
0.047 
15 
1.309 
0.234 
15 
2.153 
0.023 
15 
0.878 
0.592 
15 
1.149 
0.343 
15 
1.109 
0.374 
15 
1.073 
0.405 
15 
1.038 
0.435 
15 
1.154 
0.338 
15 
0.335 
0.988 
15 
0.591 
0.867 

15 
0.531 
0.910 

15 
1.021 
0.451 

15 
0.365 
0.982 
15 
0.831 
0.639 

ΕΡΜΗΝΕΥΟΜΕΝΗ 
ΔΙΑΚΥΜΑΝΣΗ 

23 
116.601 
0.000 
23 
74.773 
0.000 
23 

112.845 
0.000 
23 
84.178 
0.000 
23 
4.378 
0.000 
23 
1.280 
0.231 
23 
3.485 
0.000 
23 
1.453 
0.136 
23 
4.246 
0.000 
23 
1.208 
0.284 

23 
4.598 
0.000 
23 
0.685 
0.837 

23 
2.004 
0.021 
23 
1.398 
0.162 
23 
1.704 
0.060 
23 
1.038 
0.442 
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ΠΙΝΑΚΑΣ 3 . 4 

(F ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΑ) 

ΑΝΑΛΥΣΗ 
ΔΙΑΚΥΜΑΝΣΗΣ 
ΤΗΣ ΑΙΑΦΟΡΑΣ 

ASX2 - ASCFF 

ASX2E - ASCFF 

ASF - ASCFF 

ASFE - ASCFF 

DF 
F 

PVALUE 

DF 
F 

PVALUE 
DF 
F 

PVALUE 
DF 
F 

PVALUE 

ΠΗΓΕΣ ΔΙΑΚΥΜΑΝΣΗΣ 

Ρ 

5 
68.640 
0.000 
5 
11.518 
0.000 
5 
25.962 
0.000 
5 
2.602 
0.037 

A 

3 
2.783 
0.051 
3 
0.359 
0.783 
3 
0.614 
0.609 
3. 
1.254 
0.301 

ΑΛΛΗΛΕΠΙΔΡΑΣΗ 
ΤΩΝ ρ ΚΑΙ Α 

15 
1.760 
0.070 

15 
0.690 
0.782 

15 
1.011 
0.460 
15 
0.806 
0.665 

ΕΡΜΗΝΕΥΟΜΕΝΗ 
ΔΙΑΚΥΜΑΝΣΗ 

23 
16.433 
0.000 
23 
3.000 
0.001 
23 
6.384 
0.000 
23 
1.255 
0.249 
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επιπλέον Monte Carlo πειράματα χρησιμοποιώντας δείγματα μεγέθους 

15 και. 30 παρατηρήσεων. Εφόσον μόνον ο συντελεστής αυτοσυσχέτησης, 

ρ, επηρεάζει στατιστικά σημαντικά την απόδοση των διαφόρων 

διορθώσεων, τα πειράματα πραγματοποιήθηκαν για èli διαφορετικές 

τιμές του ρ (ρ = -.9, -.5, -.1, .1, .5, .9), ενώ για τον 

συντελεστή Α, που μετρό: την ένταση της πολυσυγγραμμικότητας, 

χρησιμοποιήθηκε η ενδιάμεση τιμή Α = .5. Τα αποτελέσματα αυτών των 

πειραμάτων συμπληρωμένα με τα αντίστοιχα αποτελέσματα του 

πειράματος με δείγμα μεγέθους 20 παρατηρήσεων (βλ. Πίνακα 3.2) 

συνοψίζονται στον Πίνακα 3.5. 0 Πίνακας 3.5 διαβάζεται ακριβώς 

όπως ο Πίνακας 3.2. 

Στις οκτώ πρώτες σελίδες του Πίνακα 3.5 παρουσιάζονται οι 

εκτιμημένες πιθανότητες απόρριψης της μηδενικής υπόθεσης για τον t 

έλεγχο της στατιστικής σημαντικότητας καθεμιάς από τις παραμέτρους 

β. (j = 1,...,4). Η περίπτωση κατά την οποία η εναλλακτική υπόθεση 

είναι η Η : β. > 0 παρουσιάζεται στις πρώτες τέσσερεις σελίδες του 

πίνακα, ενώ η περίπτωση με εναλλακτική υπόθεση την Η : β. < 0 

δίνεται στις επόμενες τέσσερεις σελίδες του. Στην ένατη σελίδα του 

Πίνακα 3.5 περιέχονται οι εκτιμημένες πιθανότητες απόρριψης της 

μηδενικής υπόθεσης για τον F έλεγχο της "στατιστικής 

σημαντικότητας" της εκτιμημένης εξίσωσης, δηλαδή της από κοινοί 

στατιστικής σημαντικότητας των παραμέτρων β , β και β . 0 πίνακας 

δείχνει ότι η σχετική απόδοση των διαφόρων μορφών των t και F 

ελέγχων δεν επηρεάζεται από το μέγεθος του δείγματος. Σχεδόν σε 

όλες τις περιπτώσεις, για μικρές και ενδιάμεσες τιμές του jpj 

(|ρ| = . 1, .5) μια αύξηση του μεγέθους του δείγματος φαίνεται ότι 

βελτιώνει την απόδοση όλων των μορφών των t και F ελέγχων που 

εξετάσαμε, αλλά η διαβάθμιση των διαφόρων μορφών των ανωτέρω 

ελέγχων παραμένει ίδια. Αυτό δεν συμβαίνει πάντα για τιμές του |ρ| 

κοντά στην μονάδα. Σε αρκετές περιπτώσεις, η ποιότητα των 

προσεγγίσεων χειροτερεύει καθώς το μέγεθος του δείγματος 

αυξάνεται. 

Στο σημείο αυτό αξίζει να επισημάνουμε πως η σημασία των 

διαφόρων διορθώσεων του μεγέθους των t και F ελέγχων πρέπει, 

λογικά, να αναμένεται ότι θα μειώνεται, καθώς το μέγεθος του 

χρησιμοποιουμένου δείγματος θα τείνει στο άπειρο. 
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Από τον Πίνακα 3.5 έπεται ότι Τ Ο μέγεθος του δείγματος δεν 

επηρεάζει την ποιότητα των διαφόρων διορθώσεων του μεγέθους των t 

και F ελέγχων. Για αυτό, σε ότι. ακολουθεί Θα ασχοληθούμε με την 

απόδοση των διαφόρων διορθώσεων χρησιμοποιώντας ενδεικτικά τα 

αποτελέματα του πειράματος με δείγμα μεγέθους 20 παρατηρήσεων. 

Με βάση τα αποτελέσματα των αναλύσεων διακύμανσης που 

πραγματοποιήσαμε συμπεραίνουμε ότι η συμπεριφορά των διαφόρων 

ελέγχων εξαρτάται, γενικά, μόνον από τον συντελεστή αυτοσυσχέτισης 

των διαταρακτικών όρων του υποδείγματος. Στην συνέχεια θα 

επικεντρώσουμε το ενδιαφέρον μας στην συμπεριφορά των τοπικά 

ακριβών (locally exact) κατά Cornish-Fisher διορθώσεων του 

μεγέθους των t και F ελέγχων. Διότι από αυτές προκύπτουν οι 

καλύτερες μορφές των t και F ελέγχων, σύμφωνα με τα αποτελέσματα 

των Monte Carlo πειραμάτων μας. Όμως, τα προηγούμενα αποτελέσματα 

καθιστούν σαφές ότι η απόδοση των τοπικά ακριβών (locally exact) 

κατά Cornish-Fisher διορθώσεων δεν είναι το ίδιο καλή σε κάθε 

σημείο του πειραματικού χώρου και ότι επηρεάζεται από τις τιμές 

της παραμέτρου ρ. 

Οι τοπικά ακριβείς κατά Cornish-Fisher διορθώσεις των t και F 

στατιστικών οδηγούν σε t και F ελέγχους, των οποίων η διαφορά 

μεταΐύ του πραγματικού και του ονομαστικού τους μεγέθους είναι, 

συνήθως, μικρότερη από την αντίστοιχη διαφορά των ελέγχων που 

βασίζονται στα συνήθη t και F στατιστικά. Ωστόσο, το πραγματικό 

μέγεθος των ελέγχων που χρησιμοποιούν τα διορθωμένα στατιστικά 

εξακολουθεί να διαφέρει από το ονομαστικό τους μέγεθος. Η διαφορά 

αυτή μετρημένη σε απόλυτους όρους δεν είναι κατατοπιστική, διότι 

δεν υπάρχει ένα αντικειμενικό μέτρο του "μικρού" ή του "μεγάλου". 

Επίσης, μια διαφορά του πραγματικού από το ονομαστικό μέγεθος ενός 

ελέγχου, έστω κατά 0.01, δεν μπορεί να θεωρηθεί το ίδιο σημαντική 

στις περιπτώσεις που το ονομαστικό μέγεθος ισούται με 0.01, 0.05 ή 

0.10. Καθίσταται, λοιπόν, σαφές ότι η διαφορά του πραγματικού από 

το ονομαστικό μέγεθος των ελέγχων θα έπρεπε .να μετράται ως ποσοστό 

της τιμής του ονομαστικού τους μεγέθους. 

Επιπλέον, η στατιστική θεωρία μας πληροφορεί ότι το 

πραγματικό μέγεθος των ελέγχων που χρησιμοποιούν τα συνήθη t και F 

στατιστικά είναι, γενικά, διαφορετικό από το ονομαστικό μέγεθος 
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τους. Από την Monte Carlo μελέτη μας, αλΛά και and άλλες μελέτες 

προσομοίωσης (βλ. Magee (1989)), είναι γνωστό ότι, συνήθως, το 

πραγματικό μέγεθος των ελέγχων που χρησιμοποιούν τα συνήθη t και F 

στατιστικά; ε {.ναι μεγαλύτερο από το ονομαστικό μέγεθος αυτών των 

ελέγχων. Για αυτό, με τις κατά Cornish-Fisher (όπως, άλλωστε, και 

με τις κατά Edgeworth) διορθώσεις των t και F ελέγχων επιδιώκουμε 

να .μειώσουμε το πραγματικό μέγεθος τους έτσι ώστε αυτό να 

προσεγγίσει το ονομαστικό τους μέγεθος. Υπάρχει, όμως, ο κίνδυνος 

της υπερδιόρθωσης του πραγματικού μεγέθους, δηλαδή" της υπερβολικής 

μείωσης του πραγματικού μεγέθους ενός ελέγχου με αποτέλεσμα το 

τελευταίο να γίνει μικρότερο από το επίπεδο στατιστικής 

σημαντικότητας του ελέγχου. Η περίπτωση της υπερδιόρθωσης του 

πραγματικού μεγέθους ενός ελέγχου είναι προβληματική, διότι τότε ο 

έλεγχος απορρίπτει την μηδενική υπόθεση σπανιότερα από ό,τι θα 

έπρεπε με βάση το επίπεδο στατιστικής του σημαντικότητας. 

θα ήταν, λοιπόν, πολύ χρήσιμο να γνωρίζαμε την κατανομή 

πιθανότητας των διαφόρων τιμών της ποσοστιαίας απόκλισης του 

πραγματικού από το ονομαστικό μέγεθος ενός ελέγχου. Αυτή η 

κατανομή θα μας παρείχε πληροφορίες και για την πιθανότητα 

υπερδιόρθωσης του πραγματικού μεγέθους του ελέγχου. Λόγω της 

χρησιμότητας τέτοιου είδους πληροφοριών, κατασκευάσαμε και 

παρουσιάζουμε στον Πίνακα 3.6 εμπειρικές κατανομές συχνοτήτων των 

τιμών της ποσοστιαίας απόκλισης του πραγματικού από το ονομαστικό 

μέγεθος των ελέγχων που βασίζονται στις προτεινόμενες κατά 

Cornish-Fisher διορθώσεις των t και F στατιστικών. Εφόσον η 

συμπεριφορά των ανωτέρω διορθώσεων εξαρτάται από τις τιμές της 

παραμέτρου ρ, για κάθε τιμή του ρ κατασκευάσαμε την αντίστοιχη 

εμπειρική κατανομή συχνοτήτων. Η ποσοστιαία απόκλιση του 

πραγματικού από το ονομαστικό μέγεθος ενός ελέγχου μετρήθηκε ως η 

διαφορά του πραγματικού μείον το ονομαστικό του μέγεθος διαιρεμένη 

δια του ονομαστικού μεγέθους. Οι περιπτώσεις κατά τις οποίες η ως 

άνω υπολογιζόμενη ποσοστιαία απόκλιση είναι αρνητική αντιστοιχούν 

σε υπερδιόρθωση του πραγματικού μεγέθους του ελέγχου. 0 

Πίνακας 3.6 περιέχει εμπειρικές κατανομές συχνοτήτων που 

αντιστοιχούν σε επίπεδο στατιστικής σημαντικότητας 0.05. 

Αντίστοιχους πίνακες κατασκευάσαμε και για επίπεδα στατιστικής 
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ΠΙΝΑΚΑΣ 3.6 
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ΠΙΝΑΚΑΣ 3.6 

ΕΜΠΕΙΡΙΚΕΣ ΚΆΤΑΝΟΜΕΣ ΣΥΧΝΟΤΗΤΑΣ ΤΗΣ ΠΟΣΟΣΤΙΑΙΑΣ ΑΠΟΚΛΙΣΗΣ 

ΜΕΤΑΞΥ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΟΥ ΚΑΙ ΟΝΟΜΑΣΤΙΚΟΥ ΜΕΓΕΘΟΥΣ 
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σημαντικότητας ίσα με 0.01 και. 0.10, αλλά. δεν τους παρουσ(.άγουμε 

διότι είναι καθ* όλα όμοιοι προς τους πίνακες που αντιστοιχούν σε 

επίπεδο στατιστικής σημαντικότητας 0.05. 

Στις οκτώ πρώτες σελίδες του Πίνακα 3.6 παρουσιάζονται, οι 

εμπει,ρι,κές κατανομές συχνοτήτων των τ υμών της ποσοστιαίας 

απόκλισης του πραγματικού από το ονομαστικό μέγεθος του t ελέγχου 

της. στατιστικής σημαντικότητας καθεμιάς από τις · παραμέτρους 

β (j = 1,...,4). Η περίπτωση κατά την οποία η εναλλακτική υπόθεση 
j 
είναι η Η : β. > 0 παρουσιάζεται στις πρώτες τέσσερει.ς σελίδες του 

πίνακα, ενώ η περίπτωση με εναλλακτική υπόθεση την Η : β. < 0 

δίνεται, στις επόμενες τέσσερεις σελίδες του. Η ένατη σελίδα του 

Πίνακα 3.6 περιέχει τις εμπειρικές κατανομές συχνοτήτων των τιμών 

της ποσοστιαίας απόκλι.σης του πραγματικού από το ονομαστικό 

μέγεθος του F ελέγχου της από κοινού στατιστικής σημαντικότητας 

των παραμέτρων β , β και β . Από την εςέταση του πίνακα προκύπτει 

ότι όταν το |ρ| παίρνει τιμές κοντά στην μονάδα συμβαίνει 

υπερδιόρθωση του πραγματικού μεγέθους των ελέγχων, εΐαιρουμένων 

των t ελέγχων που αντιστοιχούν στην σταθερά του υποδείγματος, για 

τους οποίους, καθώς η τιμή του ρ μεγαλώνει προς την θετική μονάδα, 

η ποσοστιαία απόκλιση του πραγματικού από το ονομαστικό τους 

μέγεθος παίρνει, με όλο και μεγαλύτερη συχνότητα, θετικές τιμές. 

Από τον πίνακα φαίνεται ότι για τιμές του ρ κοντά στο 1 οι έλεγχοι 

που αναφέρονται στην σταθερά δεν παρουσιάζουν υπερδιόρθωση του 

πραγματικού τους μεγέθους. Γενικά, για μικρές και ενδιάμεσες τιμές 

του |ρ|, δηλαδή |ρj = .1 ή |ρj = .5, η ποσοστιαία απόκλιση του 

πραγματικού από το ονομαστικό μέγεθος παίρνει σχετικά μέτριες 

θετικές ή αρνητικές τιμές με σχεδόν ίσες συχνότητες. 

3.5 ΤΕΛΙΚΕΣ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙ Σ 

Κλίνοντας αυτό το κεφάλαιο κρίνουμε αναγκαίο να αναφέρουμε 

μερικές τελικές παρατηρήσεις σχετικά με τα αποτελέσματα των 

τυχαίων πειραμάτων που παρουσιάσαμε πιο πριν. 

Από τα τυχαία πειράματα που πραγματοποιήσαμε φαίνεται ότι, 

για την περίπτωση του γραμμικού υποδείγματος με αυτοσυσχέτιση 

πρώτου βαθμού, οι τοπικά ακριβείς (locally exact) κατά Edgeworth 

διορθώσεις του μεγέθους των t και F ελέγχων είναι καλύτερες για 

μικρές και ενδιάμεσες τιμές του |ρ|- ενώ οι κατά Edgeworth 
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διορθώσεις από τις ασυμπτωτικές κατανομές (κανονική και χ ) 

αποδίδουν καλύτερα για τιμές του |ρ| κοντά στην μονάδα. Επιπλέον, 

από τα ίδια πειράματα προκύπτει ότι οι τοπικά ακριβείς κατά 

Cornish-Fisher διορθώσεις του μεγέθους των ελέγχων t και F 

αποδίδουν καλύτερα από τις αντίστοιχες τοπικά ακριβείς κατά 

Edgeworth διορθώσεις σχεδόν παντού στον παραμετρικό χώρο. Αξίζει, 

μάλιστα, να σημειώσουμε ότι τα ανωτέρω αποτελέσματα δεν 

επηρεάζονται από αλλαγές του μεγέθους του χρησιμοποιουμένου 

δε ίγματος. 

Όπως έχουμε ήδη αναφέρει, από ένα πλήθος 36000 κατά 

Cornish-Fisher διορθωμένων F στατιστικών, που υπολογίσθησαν κατά 

την εκτέλεση των τυχαίων πειραμάτων με δείγμα μεγέθους 20 

παρατηρήσεων, μόνον ένα ήταν αρνητικό·παρουσιάζοντας το πρόβλημα 

της υπερδιόρθωσης του F στατιστικού. Μελετώντας τις κατά 

Cornish-Fisher διορθώσεις κατανοούμε ότι η υπέρδιόρθωση του F 

στατιστικού είναι δυνατόν να συμβεί μόνον αν το σύνηθες F 

στατιστικό πάρει πολύ μεγάλη τιμή, γεγονός που σημαίνει ότι η 

υπερδιόρθωση του F στατιστικού ισοδυναμεί με σχεδόν βέβαιη 

απόρριψη της μηδενικής υπόθεσης. Επιπλέον, ένα αρνητικό κατά 

Cornish-Fisher διορθωμένο F στατιστικό αποτελεί ένδειξη πως το 

μέγεθος του δείγματος είναι πολύ μικρό σε σχέση με τις 

παρατηρούμενες συσχετίσεις και συνεπώς οι ασυμπτωτικές μέθοδοι δεν 

μπορούν να εφαρμοστούν. Σε τέτοιες περιπτώσεις δεν χρειάζεται να 

διορθώνουμε το F στατιστικό για να διενεργήσουμε τον έλεγχο. 

Αντίθετα, σε περιπτώσεις κατά τις οποίες το σύνηθες F στατιστικό 

παίρνει τιμές "κοντά" στην κριτική τιμή (περιπτώσεις που κυρίως 

μας ενδιαφέρουν) το κατά Cornish-Fisher διορθωμένο F στατιστικό 

δεν παρουσιάζει το πρόβλημα της υπερδιόρθωσης. Όμως, λαμβάνοντας 

υπόψη την μορφή των κατά Cornish-Fisher διορθώσεων και το γεγονός 

ότι το F στατιστικό παίρνει πάντα μικρότερη τιμή από το αντίστοιχο 

χ στατιστικό, είναι φανερό πως το κατά Cornish-Fisher διορθωμένο 

χ στατιστικό μπορεί να πάρει αρνητικές τιμές με πιθανότητα 

μεγαλύτερη από ό,τι το αντίστοιχο κατά Cornish-Fisher διορθωμένο F 

στατιστικό. Επομένως, το πρόβλημα της υπερδιόρθωσης είναι οξύτερο 

γ ια το χ στατιστικό. Δηλαδή, ακόμα και σε περιπτώσεις κατά τις 

οποίες το σύνηθες χ στατιστικό παίρνει τιμές "κοντά" στην κριτική 
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τιμή, είναι δυνατόν ΤΟ κατά Cornish-Fisher διορθωμένο χ 

στατιστικό να πάρει αρνητική τιμή, με αποτέλεσμα να γίνει, 

δυσκολότερο το έργο του ελέγχου της μηδενικής υπόθεσης. Αυτή είναι 

η αιτία γ ta την οποία δεν είετάσαμε πειραματικά τη συμπεριφορά του 
2 

κατά Cornish-Fisher διορθωμένου χ στατοστικού. 

Το ανωτέρω πρόβλημα υπερδιόρθωσης μπορεί να εμφανιστεί με την 

μορφή αρνητικών "κριτικών τιμών" και στην περίπτωση των κατά 

Edgeworth διορθώσεων όταν το μέγεθος του δείγματος είναι μικρό. 
2 

Και σε αυτήν την περίπτωση η χρήση της F, αντί της χ , κατανομής 

μειώνει την πιθανότητα τέτοιας υπερδιόρθωσης, διότι οι κριτικές 

τιμές της F κατανομής είναι μικρότερες από τις κριτικές τιμές της 

χ κατανομής. 

Στην εφαρμοσμένη έρευνα, η χρήση των κατά Cornish-Fisher 

διορθώσεων, όπως εΐειδικεύθησαν σε αυτό το κεφάλαιο, είναι πάρα 

πολύ απλή. Από την στιγμή που θα υπολογισθούν, τα κατά 

Cornish-Fisher διορθωμένα στατιστικά μπορούν να χρησιμοποιηθούν 

ακριβώς όπως τα αντίστοιχα συνήθη στατιστικά του κλασσικού 

γραμμικού υποδείγματος. Τα ίδια ισχύουν και για τα κατά Edgeworth 

διορθωμένα χωρία εμπιστοσύνης, όπως αυτά μπορούν να εΐε ιδ ικευθούν 

με βάση τα αποτελέσματα αυτού του κεφαλαίου. Για αυτούς τους 

λόγους θεωρούμε ότι οι ανωτέρω διορθώσεις μπορούν να γίνουν ένα 

χρήσιμο εργαλείο στην εφαρμοσμένη στατιστική και οικονομετρική 

έρευνα στα πλαίσια του γραμμικού υποδείγματος, του οποίου οι 

διαταρακτικοC, όροι υπόκεινται σε αυτοσυσχέτιση πρώτου βαθμού. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 

ΕΤΕΡΟΣΚΕΔΑΣΤΙKOTHTA ΚΑΙ ΣΤΟΧΑΣΤΊ ΚΟΙ ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΕΣ 

4. 1 ΕΙ ΣΑΓΩΓΗ 

Στο κεφάλαιο αυτό εξειδικεύονται OL αναλυτικοί τύποι των κατά. 

Edgeworth και κατά Cornish-Fisher διορθώσεων του μεγέθους των t 

και F ελέγχων για την περίπτωση του γραμμικού υποδείγματος με 

ετεροσκεδαστικό στοχαστικό όρο ή στοχαστικούς συντελεστές. Σκοπός 

μας είναι η ανάπτυξη απλών, πρακτικά εφαρμόσιμων τύπων για τον 

υπολογισμό των διαφόρων διορθώσεων που να χρησιμοποιούν, στο μέτρο 

του δυνατού, ποσότητες που έχουν ήδη υπολογισθεί κατά την 

εκτιμητική διαδικασία. Οι τύποι που δίνονται στις Προτάσεις 4.1 

και 4.2, κατωτέρω, αποτελούν, πράγματι, σημαντική" βελτίωση σε 

σχέση με τους τύπους του Rothenberg (1984b), (1988) και απλοποιούν 

τον υπολογισμό των κατά Edgeworth και κατά Cornish-Fisher 

διορθώσεων στην περίπτωση του γραμμικού υποδείγματος με 

ετεροσκεδαστικά σφάλματα η" στοχαστικούς συντελεστές. Επιπλέον, 

Monte Carlo πειράματα χρησιμοποιούνται για να διερευνηθεί η 

ποιότητα των ανωτέρω διορθώσεων. Τα αποτελέσματα αυτών των 

πειραμάτων παρουσιάζονται και σχολιάζονται διεξοδικά. 

Ένα υπόδειγμα που περιλαμβάνει πολλές από τις οικονομετρικές 

εξειδικεύσεις ετεροσκεδαστικότητας και στοχαστικών συντελεστών 

χρησιμοποιείται οποτεδήποτε η διακύμανση των διαταρακτικών όρων 

υποτίθεται πως είναι μια γραμμική συνάρτηση ενός συνόλου εξωγενών 

μεταβλητών (βλ. Hildreth and Houck (1968), Goldfeld and 

Quandt (1972), Amemiya (1977)). Σ' αυτήν την περίπτωση υποθέτουμε 

ότι οι διαταρακτικοί όροι, u (t = Ι,.,.,Τ), της εξίσωσης (2.1) 

είναι ανεξάρτητες κανονικές μεταβλητές με μέση τιμή το μηδέν και 

διακυμάνσεις 

ο\ =
 Ζι
'γ (t - 1 Τ) , (4.1) 

όπου 

ζ' = (1, ζ . ζ ) (4.2) 

t t2 tx 

είναι η t-παρατήρηση για κ εξωγενείς μεταβλητές και 

γ = (γ , . . . ,γ ) ' είναι ένα μη μηδενικό διάνυσμα αγνώστων 
ί Ά. 

παραμέτρων. 
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Στο Κεφάλαιο 2 έγινε η υπόθεση ότι η μήτρα συνδιακυμάνσεων 

των διαταρακτικών όρων, έστω Ω , εκτός από έναν ποΛλαπλασ(.αστικό 

παράγοντα, ανήκει σε μια σφαίρα ακτίνας θ. Συνεπώς, ο ορισμός της 

τοπικά ακριβούς προσέγγισης προϋποθέτει την ύπαρξη ενός βαθμωτού 
2 —1 

πο Λ Λαπ Λασίου, σ , της μήτρας Ω που μπορεί να εξετασθεί 

ανεΐάρτητα από τις υπόλοιπες παραμέτρους της. Όταν έχουμε 

ετεροσκεδαστικούς διαταρακτικούς όρους, από τις υποθέσεις του 

Κεφαλαίου 2 και τις σχέσεις (4.1) και (4.2) είναι φανερό ότι, 

χωρίς την επιβολή επιπλέον περιορισμών οι παράμετροι σ και γ δεν 

είναι ταυτόχρονα ταυτοποιημένες. Ένας λογικός περιορισμός, ο 

οποίος συνήθως χρησιμοποιείται από τους ερευνητές, είναι να 

θέσουμε σ = 1, και αυτή είναι η είειδίκευση που χρησιμοποιήθηκε σε 

αυτό το κεφάλαιο κατά τον υπολογισμό των διορθώσεων του μεγέθους 

των ασυμπτωτικών μορφών των ελέγχων t και F από προσεγγίσεις με 
2 

την κανονική και την χ κατανομή, αντίστοιχα. Όμως, κάτω από τον 

ανωτέρω περιορισμό υποτίθεται ότι τα λάθη του μετασχηματισμένου 

υποδείγματος έχουν ταυτοτική μήτρα συνδιακυμάνσεων. Αυτό αληθεύει 

μόνον αν το διάνυσμα των παραμέτρων γ μπορεί να εκτιμηθεί με 

ακρίβεια, δηλαδή αν το μέγεθος του δείγματος είναι άπειρο. 

Αντίθετα, σε μικρά δείγματα οι εκτιμήσεις των διακυμάνσεων των 

λαθών του μετασχηματισμένου υποδείγματος συνήθως διαφέρουν από την 

μονάδα (στα neιράματα που κάναμε παρατηρήθηκαν διακυμάνσεις 

μικρές, της τάξης του 0.5, και μεγάλες, της τάξης του 2.3), 

υποδεικνύοντας ότι η μήτρα συνδιακυμάνσεων των λαθών στο 

μετασχηματισμένο υπόδειγμα διαφέρει σημαντικά από την ταυτοτική 

μήτρα. Μια λογική μέθοδος για να λάβουμε υπόψη μας αυτό το γεγονός 

είναι να εκτιμήσουμε τις διακυμάνσεις των καιταλοίπων του 

μετασχηματισμένου υποδείγματος και να χρησιμοποιήσουμε τους 

συνήθεις τύπους (2.11) και (2.35) για τα t και F στατιστικά 

ελέγχου, αντίστοιχα. Είναι φανερό ότι η μέθοδος δέν έχει νόημα από 

άποψη εκτιμητικής, αφού δεν είναι δυνατόν να εκτιμήσουμε μια μη 

ταυτοποιημένη παράμετρο. Χρησιμοποιείται, όμως, για να βελτιώσει 

το μέγεθος των ελέγχων και η επιτυχία ή αποτυχία της στο έργο αυτό 

πρέπει να αποτελέσει το μόνο κριτήριο αξιολόγησης της. Οι έλεγχοι 

που προκύπτουν είναι τοπικά ακριβείς (locally exact) και, όπως 

φαίνεται από τα Monte Carlo πειράματα που πραγματοποιήσαμε, το 

119 



πράγματι.κό τους μέγεΘος διαφέρει από το ονομαστικό Λιγότερο από 

ό,τι το πραγματικό μέγεθος των ασυμπτωτικών μορφών αυτών των 

ελέγχων 

4. a ΤΟ ΥΠΟΔΕΙΓΜΑ 

Το υ π ό δ ε ι γ μ α ( 2 . 1 ) , ε ? ε ι δ ι κ ε υ μ έ ν ο γ ι α τ ι ς π ε ρ ι π τ ώ σ ε ι ς 

ε τ ε ρ ο σ κ ε δ α σ τ ι κ ό τ η τ α ς κ α ι σ τ ο χ α σ τ ι κ ώ ν σ υ ν τ ε λ ε σ τ ώ ν , γ ρ ά φ ε τ α ι ως 

y = χ ' Β + u ( t = Ι , . , . , Τ ) , ( 4 . 3 ) 

όπου τα διανύσματα χ' (t = 1 Τ) είναι οι γραμμές της Τχη 

μήτρας Χ των εξωγενών μεταβλητών του υποδείγματος και οι 

διαταρακτικοί όροι, u , είναι ανεΐάρτητες κανονικές μεταβλητές με 

μέση τιμή το μηδέν και διακυμάνσεις που δίνονται από την σχέση 

(4.1). Τα διανύσματα ζ' στην σχέση (4.1) είναι οι γραμμές της Τχκ 

μήτρας Ζ, της οποίας τα στοιχεία είναι παρατηρήσεις επί ενός 

συνόλου εξωγενών μεταβλητών μερικές από τις οποίες ενδέχεται να 

περιλαμβάνονται στην μήτρα Χ. Επιπλέον, υποδέτουμε ότι β e R , 

γ e θ = R* - -}0ρ. όπου 0 είναι το μηδενικό διάνυσμα. 

Μερικοί από τους εκτιμητές του γ που χρησιμοποιούνται 

συχνότερα στην εφαρμοσμένη έρευνα είναι: 

(i) 0 Goldfeld-Quandt (GQ) εκτιμητής του γ 

-tat. - [ Σ ^ ^ Τ
1
 Σ VY

t
-x

t
'B>

2
.
 (4

'
4) 

t = 1 t = 1 

όπου β είναι ο εκτιμητής ελαχίστων τετραγώνων (OLS) του β. 

(ii) 0 Amemiya (Ά) εκτιμητής του γ 

t = 1 t = 1 

(iii) 0 επαναληπτικός Amemiya (ΙΑ) εκτιμητής του γ 

Τ Τ 

γ = [ Σ (ζ'γ )~
2
ζ ζ']

- 1
 Ε (ζ'γ )~

2
ζ (y-χ'β )

2
. (4.6) 

οι Ι- t οι- 1 t t J t οι- 1 t t t οι- 1 

t = 1 t = i 

όπου α ^- 2, 3, . . . και γ , β είναι ο εκτιμητής του γ και ο 
ot-l ΟΙ.-1 

αντίστοιχος εφικτός (feasible) GLS εκτιμητής του β από την 

προηγούμενη επανάληψη. Φυσικά γ = γ . 
1 Α 

(ϊν) 0 εκτιμητής μεγίστης πιοανοφάνειας (ML) του γ, ο οποίος 

μεγιστοποιεί την συνάρτηση 
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τ τ 

Μβ,γ) - - | Σ In(z^) - | Σ (Yt-xt'ß)
2/(z^) . (4.7) 

t = 1 t = 1 

Μπορούμε να δείξουμε ότι ο ο συνθήκες κανονικότητας του 

Κεφαλαίου 2 ικανοποιούνται για όλους αυτούς τους εκτιμητές, αρκεί 

ÖL ποσότητες |ζ }, |σ |, |σ~ j να είναι φραγμένες και οι μήτρες 

- 2 
J : 
t 

t = 1 t = 1 

A = Σ Ο ; χ χ ; / τ , A = Σ ο; z tz tvT, 

(4.8) 

τ 

r = Σ VV<t'/T, 
1 = 1 

G = A" 1 , G = Ä - 1 , 

τ 
Γ = Σ σ * Ζ ι ζ ; / τ , 

t = 1 

3 =» F " 1 , Β = F _ 1 

τ _ τ 
F = Σ x

t
x
t
'/T, F = Σ

 2

t

z

t
'/T 

t = ί t = ι 

να συγκλίνουν σε μη ιδιάζουσες μήτρες καθώς το Τ »οα. Επιπλέον. 

ορίζουμε τις μήτρες 

(4.9) 

Είναι γνωστό ότι οο εκτιμητές Ά, ΙΆ Kat ML είναι ασυμπτωτικά 

αποτελεσματικοί,, ενώ ο εκτιμητής GQ δεν είναι. Επιπλέον, εύκολα 

αποδεικνύεται ότι ο εκτιμητής ΙΑ συγκλίνει στον ML εκτιμητή καθώς 

ο αρι9μός των επαναλήψεων, α, τείνει στο άπειρο. 

4.3 ΔΙΟΡΘΩΣΕΙ Σ ΤΟΥ ΜΕΓΕΘΟΥΣ ΤΩΝ t ΚΑΙ F ΕΛΕΓΧΩΝ 

0 υπολογισμός των διανυσμάτων 1 και e και των μήτρων L, C και 

D από τους ορισμούς (2.12), (2.13), (2.14),' (2.28) και (2.29) 

είναι άμεσος, αλλά είναι υπολογιστικά ακριβός όταν το κ είναι 

μεγάλο. Τότε είναι προτιμότερο να χρησιμοποιηθεί η ακόλουθη 

υπολογιστική διαδικασία: 

Με δεδομένο ένα αυθαίρετο nxl διάνυσμα h, ορίζουμε τις μήτρες 

τ τ 

U h ) = Σ o;ö(xt'h)
2ztzt'/T, C(h) = Σ σ^* (x

t
'h) z^'/T, (4.10) 

t = 1 t = 1 

οι οποίες είναι οι μήτρες των ροπών των μετασχηματισμένων 

μεταβλητών 

ζ* - z
t
(x

t
'h)/o;, χ* = x

t
/o

t
 (4.11) 

και επομένως μπορούν να υπολογισθούν με την χρησιμοποίηση 

συνηθισμένων μεθόδων. 
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Στην σ υ ν έ χ ε ι α , ακολουθώντας την προηγούμενη δ ι α δ ι κ α σ ί α , θα 

αναπτύξουμε ασυμπτωτικούς τύπους γ ι α τον υπολογισμό των ποσοτήτων 

1, c, L, C και D. 

ΠΡΟΤΑΣΗ 4 . 1 : Το όιανχ>σμα 1 κ α ι γ> μ·ήτρα L σ τ η ν C 2 . 12D μττορο-όν ν α 

χ>πο\ογιο&ο-ύν από T O V S τ-ύπουΞ 

1 = - L ( h ) * , L = 2 [ L ( h ) - C ( h ) G C ' ( h ) ] , 

orrori ( 4 . 1 2 ) 

h = G e / ( e ' G e ) 1 / 2 , 

τ τ 

U h ) = Σ o ^ < s ( x l ' h ) 2 z t z i ' / T , C(h) = E o ~ 4 ( x t ' h ) z t x t ' / T . 
t = 1 t = 1 

Όμοια., τ ο όιαν\>ο·μα c χαι OL μήτρ£2 C «en. D errr) C 2 . 2 8 D μπορο-ύν va 

•υποΧογ ί ,σθούν α?τό T O U S τ-όττουΞ 

c = -C γ , D = C / 2 , C = 2(C - C ) . 
i " 3 1 2 

ώπο-υ ( 4 . 1 3 ) 
r r r 

C = Σ U h . ) , C = E C ( h . ) G C * ( h . ) , C = E C ( h . ) P C ' ( h . ) , 
l· = 1 !. = 1 i = 1 

τ T 

L(h.) = E o ~ ö ( x ' h . ) 2 z z ' / T , C(h. ) = Ε σ~ 4 ( x ' h . ) ζ x ' / T 
t = i t = 1 

« a i h = Λ w » ώπο\> λ C i = 1 , . . . , rO s i v a i . ο ι r ι ό ι , ο τ ψ ^ τ η ε 
i t i i 

μ-ή-rpas Ρ , OL O T T O Î ^ S είναι, όι&φορ£2 TOO μ-ηόενοΣ και. w. stvat τ α 

α ν τ ί ο τ ο ι ^ α ορ&οχανονιχοποι-ημάνα Corthonormalis&dJ LÔLOÓLανύσματα 

T7)S μ-ήτραΣ P. 

Ορίζουμε τα κχΐ διανύσματα 

Ι = Ε ν
Λ
/ Τ , •g

1
 == Ε o;\z

t
/T, i

2
 = E o ^ G x ^ / T , 

t = l t = l t = l 

όπου (4.14) 

ν = 2σ
2
χ'Βχ - χ'ΒΓΒχ . 

t t t t t t 

Το μόνο που απομένει είναι να βρούμε τις τιμές των παραμέτρων 

(2.8), οι οποίες είναι δυνατό να εκφραστούν σε όρους των μήτρων 

(4.8) και (4.9) και των διανυσμάτων (4.14). Αυτές οι τιμές μπορούν 

να εκτιμηθούν σύμφωνα με τα αποτελέσματα ττις ακόλουθης πρότασης: 

ΠΡΟΤΑΣΗ 4. 2: Κάτω anô Tis χ>πο&έσ£LS α-υτο-ό τον χ£φαΧαίοχ>, οι 

παράμετροι C2. 8D για τον GQ £χτιμ~ητ~ή του γ μπορο-ôv να £κτιμτ)&ο-ύν 

122 



COS 

Λ = 2BTB, μ = - F i . λ = 2γ - ΛΑγ, 

λ = 2 ( 1 - γ'Αγ) - γ 'Αλ, μ ο = tr(AÄ) - 2κ - γ'Χμ 

«eu. j'i.ct τ ο υ Ά e » τ ι,μ-ητ-ή μπορα-ύν να εκτ ιμγ}&ο-ύν ωζ 

Α = 2G, Λ = 0 , λ ο = 2 ( 1 - γ ' Α γ ) , μ φ = -γ'Α~μ , 

« 
μ = - G l - 4 £ G Γ Α. g. - (Ζ Ώ . Ω _ 1 Ζ / Τ ) b ] , 

1 1 - 1 . 1 . L ί.-1 

i - ± 

όποχ> g. «ai . b είναι OL \-στγ)\ε^ τ ω ν μτ/τρών G «α;. Β» α ν τ ί ο τ ο ί , ^ α , 
i i 

« a t A := ( Ζ Ώ Ω Ζ/Τ) . Γ t. et T O D S IA nat ML εκτ ιμηττιτεζ rox> γ μηορο-ύμε 

uct εχτ ιμτ)σοχ>με T i s παραμέτ pox>s C2. 83 ^•ρτίΟ'ί.μοποί.ώυταΞ T L S O ' ^ C A Ì . S 

C4 .16D μ £ 

μ = - G i . ( 4 . 1 7 ) 
2 

Χρησιμοποιώντας τις Προτάσεις 4.1 και 4.2 είναι εύκολο να 

υπολογίσουμε τις παραμέτρους (2.16) και (2.37) των κατά: Edgeworth 

και κατά Cornish-Fisher αναπτυγμάτων. ΑΙί'ζει να σημειώσουμε ότι 

όΛες οι μήτρες που εμφανίζονται στις Προτάσεις 4.1 και 4.2 είναι 

— —ι 

nxn ή κχκ και, εκτός από τις μήτρες Ά. και (Ζ'Ω.Ω Ζ/Τ), 

υπολογίζονται κατά την εκτιμητική διαδικασία. ΕπιπΛέον, το ίχνος 

της μήτρας ΑΑ μπορεί να υπολογισθεί ευκολώτατα. Από υπολογιστική 

άποψη, οι τύποι που αναπτύχθησαν στο κεφάλαιο αυτό αποτελούν 

σημαντικήν απλοποίηση των αρχικών τύπων του Κεφαλαίου 2 καθώς και 

μεγάλη βελτίωση σε σχέση με τους τύπους του Rothenberg (1984b), 

(1988) και καθιστούν απλούστερο τον υπολογισμό των κατά Edgeworth 

και κατά Cornish-Fisher διορθώσεων του μεγέθους των t και F 

ελέγχων στην περίπτωση του γραμμικού υποδείγματος με 

ετεροσκεδαστικά λάθη ή στοχαστικούς συντελεστές. Φυσικά, το 

διάνυσμα παραμέτρων γ θα πρέπει να αντικατασταθεί από τον 

αντίστοιχο συνεπή εκτιμητή του για να αποκτήσουμε πρακτικά 

εφαρμόσιμους τύπους. 

4.4 ΤΟ MONTE CARLO ΠΕΙ PAMA 

Στο τμήμα αυτό θα περιγράψουμε το Monte Carlo πείραμα με το 

οποίο διερευνήθηκε η απόδοση των κατά Edgeworth και κατά 

(4.15) 

(4.16) 
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Cornish-Fisher διορθώσεων του μεγέθους των ελέγχων t και F στην 

περίπτωση του γραμμικού υποδε ίγματος με ετεροσκεδαστικούς 

διαταρακτικούς όρους. Εφόσον το τυχαίο πείραμα αυτού του κεφαλαίου 

έχει πολλά κοινά χαρακτηριστικά με τα Monte Carlo πειράματα του 

Κεφαλαίου 3, η περιγραφή" του θα είναι συντομότερη, σε ότι αφορά τα 

κοίνα τους σημεία. 

. Η απόδοση των κατά Edgeworth και κατά Cornish-Fisher 

διορθώσεων του μεγέθους των ελέγχων t και F μπορεί να μετρηθεί ως 

η διαφορά του ονομαστικού από το πραγματικό μέγεθος των 

διορθωμένων ελέγχων, δεδομένου ότι οι ανωτέρω διορθώσεις έχουν ως 

σκοπό να μειώσουν την απόκλιση του πραγματικού από το ονομαστικό 

μέγεθος αυτών των ελέγχων. Επομένως, όσο μικρότερη είναι η διαφορά 

μεταΐύ του ονομαστικού και του πραγματικού μεγέθους ενός ελέγχου, 

τόσο καλύτερη είναι η απόδοση του. 

Όπως έχει ήδη επισημανθεί κατά την συζήτηση των τυχαίων 

πειραμάτων του προηγουμένου κεφαλαίου, η έννοια της απόδοσης που 

παρουσιάστηκε στην προηγουμένη παράγραφο δεν είναι πολΰ 

κατατοπιστική για την ποιότητα ενός ελέγχου και είναι προτιμότερο 

να καταφύγουμε στην σύγκριση των αποδόσεων των διαφόρων ελέγχων 

που μπορούν να χρησιμοποιηθούν εναλλακτικά. Έτσι, μπορούμε να 

συγκρίνουμε τον έλεγχο που βασίζεται στο κατά Cornish-Fisher 

διορθωμένο t στατιστικό, το οποίο κατανέμεται σύμφωνα με την 

t-Student κατανομή, με τους ελέγχους που στηρίζονται στο σύνηθες t 

στατιστικό ή στις (τύπου) Edgeworth διορθωμένες κριτικές τιμές του 

και χρησιμοποιούν την t-Student ή (ασυμπτωτικά) την κανονική 

κατανομή.Όμοια μπορούμε να συγκρίνουμε τον έλεγχο που βασίζεται 

στο κατά Cornish-Fisher διορθωμένο F στατιστικό, το οποίο 

κατανέμεται σύμφωνα με την F κατανομή, με τους ελέγχους που 

στηρίζονται στο σύνηθες χ στατιστικό ή στις τύπου Edgeworth 
2 

διορθωμένες κριτικές τιμές του και χρησιμοποιούν την χ κατανομή, 

καθώς και με τους ελέγχους που βασίζονται στο σύνηθες F στατιστικό 

ή στις τύπου Edgeworth διορθωμένες κριτικές τιμές του 

και χρησιμοποιούν την F κατανομή. 

Έχοντας υπόψη τα ανωτέρω, σχεδιάσο:με ένα πείραμα ικανό να μας 

βοηθήσει να υπολογίσουμε το πραγματικό μέγεθος των ελέγχων που 

αναφέραμε στην προηγούμενη παράγραφο, για δεδομένη την τιμή του 
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ονομαστικού χους μεγέθους, δηλαδή του επιπέδου στατιστικής 

χους σημαντικότητας. 

Έχουμε -ήδη αναφέρει, ότι σκοπός χου πειράματος μας ήταν η 

αξιολόγηση της απόδοσης των κατά Edgeworth και κατά Cornish-Fisher 

διορθώσεων του μεγέθους των t και F ελέγχων στην περίπτωση κατά 

την οποία οι διαταρακτ ικο ί όροι του γραμμικού υποδείγματος ε ίνα;., 

ετεροσκεδαστικοί. Ωστόσο, στην εφαρμοσμένη οικονομετρική έρευνα, 

εκτός από την ετεροσκεδαστικότητα των λαθών, αντιμετωπίζουμε, τις 

περισσότερες φορές, και το πρόβλημα της πολυσυγγραμμικότητας των 

ερμηνευτικών μεταβλητών. Για αυτό, αποφασίσαμε να εκτελέσουμε το 

πείραμα συνδυάζοντας την ετεροσκεδαστικότητα του στοχαστικού όρου 

με διάφορες τιμές του (κοινού) συντελεστή συσχέτισης μεταξύ δυο 

οποιωνδήποτε διαφορετικών ερμηνευτικών μεταβλητών, έστω Α. 

Για τις ανάγκες του πειράματος θεωρήσαμε το υπόδειγμα 

4, 

y = E x . ß . + u (t = l 20) , (4.18) 
t t i l L 

j = i -

όπου β. είναι οι προς εκτίμηση παράμετροι και χ = 1 . Το 

θεωρούμενο μέγεθος δείγματος είναι 20 παρατηρήσεις. Για τον 

διαταρακτικό όρο υποθέσαμε ότι 

E(u
t
) = 0, Var(u

t
) = σ* = ζ̂ γ (t = 1 20), (4.19) 

όπου 

Κ ' (1
< \ζ- \ 3 > z

tJ' *'
 = ( ν V ν ν - ( 4 · 2 0 ) 

Είναι φανερό ότι, με δεδομένα τα διανύσματα ζ' (t = 1,...,20), οι 
2 

διακυμάνσεις σ , και επομένως και η ένταση της θεωρούμενης 

ετεροσκεδαστικότητας, εξαρτώνται από τις τιμές των συντεταγμένων 

του διανύσματος γ. 

Κάθε συνδυασμός των τιμών των παραμέτρων γ και Ά αποτέλεσε 

ένα σημείο του πειραματικού μας χώρου, τον οποίο προσπαθήσαμε να 

κάνουμε όσο γίνεται περισσότερο αντιπροσωπευτικό του παραμετρικού 

χώρου που ορίζεται από τα σύνολα των δυνατών τιμών των παραμέτρων 

γ και Α. Για τον σκοπό αυτό θεωρήσαμε έξι τιμές του διανύσματος γ: 

*<Ί>
 = (

*±' °' °·
 0 )

 ' * < 2 >
 = (

* ι '
 λ' °'

 0 )
 '

 γ
< '

3
>
 = U

i ' °' °'
 υ

' 

γ;
4>
 = (γ

±
, 1, 1, 0) , γ

(
'

5>
 = (γ

±
, 1, 0, 1), γ

<ο>
 = (γ

±
, 1, 1, 1) 

και τέσσερεις διαφορετικές τιμές του συντελεστή που δηλώνει την 
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ένταση της πολυσυγγραμμικότητας μεταξύ δύο οποιωνδήποτε 

ερμηνευτικών μεταβλητών, εξαιρουμένης της σταθεράς, δηλαδή 

Ά = .0, .1, .5, .9. Σε κάθε πειραματικό σημείο η τιμή της σταθεράς 

γ προσδιορίζεται, με τον τρόπο που περιγράφεται λεπτομερέστερα 

κατωτέρω. Συνδυάζοντας ανά δύο τις τιμές των παραμέτρων γ και, Ά 

δημιουργήσαμε τον πειραματικό μας χώρο, ο οποίος αποτελείτο από 24 

σημεία. 0 πειραματικός χώρος που χρησιμοποιήσαμε ήταν πραγματικά 

αντιπροσωπευτικός του συνόλου των συνδυασμών ετεροσκεδαστικότητας 

και πολυσυγγραμμ ικότητας που είναι δυνατόν να αντιμετωπίσει, κανείς 

στην εφαρμοσμένη ο ικονομετρική έρευνα. Διότι περιείχε σημεία που 

παρουσιάζουν μεγάλη, μετρ ta, μικρή ή ανύπαρκτη πολυσυγγραμμικότητα 

σε συνδυασμό με ετεροσκεδαστικότητα οφειλόμενη σε μια ή 

περισσότερες εξωγενείς μεταβλητές εξαιρουμένης της σταθεράς. Οι 

περιπτώσεις με κ' = (γ , 0, 0, 0) μελετήθηκαν πειραματικά, διότι 

μας ενδιέφερε να διερευνήσουμε τις συνέπειες των κατά Edgeworth 

και κατά Cornish-Fisher διορθώσεων των t και F ελέγχων στην 

περίπτωση κατά την οποία ο διαταρακτικός όρος είναι 

ομοσκεδαστικός. Οι περιπτώσεις με Ά = .0 είναι πολύ σπάνιες στην 

εφαρμοσμένη έρευνα αλλά μελετήθηκαν πειραματικά διότι μας δίνουν 

πληροφορίες για την συμπεριφορά των κατά Edgeworth και κατά 

Cornish-Fisher διορθώσεων των t και F ελέγχων στην "ιδανική" 

εκείνη περίπτωση κατά την οποία ο ερευνητής έχει να αντιμετωπίσει 

μόνον το πρόβλημα της ετεροσκεδαστικότητας των διαταρακτικών όρων 

σε ένα γραμμικό υπόδειγμα. 

Για κάθε συνδυασμό των τιμών των παραμέτρων γ και Α 

δημιουργήθηκε μια μήτρα ερμηνευτικών μεταβλητών ως εξής: 

Χρησιμοποιώντας την IMSL (International Mathematical and 

Statistical Library), δημιουργήσαμε 20 ανεξάρτητες παρατηρήσεις 

για τους τέσσερεις ανεξάρτητους Ν(0,1) ψευτοτυχαίους αριθμούς 'S , 

•ζ , "ζ και "ζ (t = 1,...,20). Ακολουθώντας τους McDonald και 
t2 t3 14 

Galarneau ((1975), σελ. 409) κατασκευάσαμε τα στοιχεία, x
t
_, της 

μήτρας των ερμηνευτικών μεταβλητών. Χ, χρησιμοποιώντας τις σχέσεις 

και (4.21) 

χ . = (1-Α)
1/2
-ζ . + JÄt (t = 1 20 και j = 2,3,4) , 

ti t<1-±> t.-* 
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από τις οποίες έπεται, ότι ο συντελεστής συσχέτισης μεταξύ δύο 

οποιωνδήποτε ερμηνευτικών μεταβλητών, εξαιρουμένης της σταθεράς, 

είναι Α. Πρέπει να σημειώσουμε ότι η μήτρα Χ γινόταν δεκτή και 

χρησιμοποιόταν στην συνέχεια του πειράματος υπό την προϋπόθεση ότι 

η μήτρα (Χ'Χ) ήταν μη ιδιάζουσα και συνεπώς μπορούσε να 

αντιστραφεί,. Αν η μήτρα Χ απορριπτόταν, η διαδικασία κατασκευής 

της.επαναλαμβανόταν μέχρις ότου να προκύψει μια μήτρα Χ τέτοια 

ώστε η μήτρα (Χ'Χ) να είναι μη ιδιάζουσα. 
2 

Εφόσον η διακύμανση σ για κάθε παρατήρηση του στοχαστικού 

όρου, u , δίνεται από την (4.19), έπεται ότι για τον υπολογισμό 

όΛων των σ (t = 1,...,20) απαιτείται η γνώση της μήτρας Ζ με 

γραμμές ζ' = (ζ , ζ , ζ , ζ ). Από την (4.20) είναι φανερό πως 
t ti t2 t3 t-4 

οι τρείς πρώτες στήλες των μήτρων Ζ και Χ ταυτίζονται. Για την 

κατασκευή της τέταρτης στήλης της μήτρας Ζ δημιουργήσαμε 20 

ανεξάρτητες Ν,ΐ,Ο,Ι) ψευτοτυχαίες παρατηρήσεις χρησιμοποιώντας την 

IMSL. Σχ,ινεπώς, για κάθε μήτρα Χ κατασκευάσαμε και από μια μήτρα Ζ. 

Σημειώνουμε ότι η μήτρα Ζ γινόταν δεκτή και χρησιμοποιόταν στην 

συνέχεια του πειράματος υπό την προϋπόθεση ότι η μήτρα (Ζ'Ζ) ήταν 

μη ιδιάζουσα και συνεπώς μπορούσε να αντιστραφεί. Αν η μήτρα Ζ 

απορριπτόταν, η διαδικασία κατασκευής της επαναλαμβανόταν μέχρις 

ότου η προκύπτουσα μήτρα (Ζ'Ζ) ήταν μη ιδιάζουσα. 

Κάθε ζεύγος μήτρων Χ και Ζ που δημιουργήσαμε για δεδομένο 

συνδυασμό των τιμών των παρο:μέτρων γ και Α το χρησιμοποιήσαμε σε 

500 επαναλήψεις του πειράματος. Για καθεμιά από τις επαναλήψεις 

αυτές κατασκευάσαμε από ένα διάνυσμα y. Στην συνέχεια θα 

περιγράψουμε την κατασκευή καθενός από αυτά τα 500 διανύσματα. 

Χωρίς βλάβη της γενικότητας το ενδιαφέρον μας περιορίστηκε 

στην μελέτη της περίπτωσης με σ >. 1 (t = 1,...,20). (Περιπτώσεις 
2 

με 0 < σ .^1 αντιμετωπίζονται χρησιμοποιώντας την αντίστροφη της 
2 2 

σ , αντί της σ , γ ια κάθε t) . Προς τον σκοπό αυτό, έπρεπε για κάθε 

επανάληψη του πειράματος να δημιουργήσουμε από ένα διάνυσμα 

διαταρακτικών όρων, u, με στοιχεία, u , τέτοια ώστε 

Var(u
t
) = σ* > 1 (t = 1 20) . (4.22) 

Όμως, από την (4.19) γίνεται κατανοητό ότι, με δεδομένο το 

διάνυσμα ζ', η σχέση ζ'γ > 1 δεν ικανοποιείται για κάθε διάνυσμα 

γ. Το πρόβλημα αυτό λήθηκε ως εξής: Κατ' αρχήν, θεωρήσαμε ότι το 
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διάνυσμα γ είναι της μορφής γ ' = (0, γ . γ , γ ) , οπότε 

2 3 4 

4. 

ο* = ζ'γ - Γ Ζ . Ϊ . (t = 1 20) . (4.23) 
r = ζ 'γ = Σ ζ γ. 
t t * . tj'j 

J = 2 

Στην συνέχεια Θέσαμε σ . = min-I σ (t = 1, . . .,20) l· και uno λογ ίσαμε 
muri ^ t j 

την πρώτη συντεταγμένη του διανύσματος γ ως γ = 1 - σ . , οπότε 
1 m m 

γ' = (1 - σ . , γ . γ . γ ) . Εφόσον ισχύει. ότι ζ = 1 
mvn 2 3 4 ti 

(t = 1,...,20), από την (4.23) έχουμε: 

σ, = ζ'γ = Ε ζ γ· = 1 - σ . + σ, > 1 (t = 1 20) . (4.24) 

j = i 

0 υπολογισμός της πρώτης συντεταγμένης του διανύσματος γ ως 
2 

γ = 1 - σ . μας εξασφαλίζει ότι ou διακυμάνσεις σ θα ε ί ν α ι όΛες 
1 îmn t 

μεγαλύτερες ή ίσες της μονάδας. Δημιουργεί, όμως, σοβαρά 

προβλήματα αυΐάνοντας την επίδραση της σταθεράς z στην 
ti. 

2 

διαμόρφωση της τιμής της σ και συνεπώς μειώνοντας την ένταση του 

προβλήματος της ετεροσκεδαστικότητας. Επομένως, για να καταφέρουμε 

να συνδυάσουμε την ύπαρξη σημαντικής ετεροσκεδαστικότητας με 
2 

διακυμάσεις σ 2: 1, θέσαμε ένα ο:νώτατο όριο στην τιμή της πρώτης 

συντεταγμένης του διανύσματος γ. Συγκεκριμένα, εφόσον οι 

συντεταγμένες γ , γ και γ πο:ίρνουν τιμές μηδέν ή μονάδα, 
2 3 4 

αποφασίσαμε να απορρίπτουμε κάθε διάνυσμα γ για το οποίο η 

συντεταγμένη γ ήταν μεγαλύτερη ή ίση του 4 και να επαναλαμβάνουμε 

όλη την διαδικασία από την δημιουργία της μήτρας Χ ως τον 

υπολογισμό του διανύματος γ που ικανοποιεί την (4.24). 

Έχοντας υπολογίσει τις διακυμάνσεις σ από την (4.24), είναι 

πολύ εύκολο να κατασκευάσουμε ένα διάνυσμα ετεροσκεδαστικών 

διαταρακτικών όρων, u. Χρησιμοποιώντας την IMSL κατασκευάσαμε 20 

ανεξάρτητες παρατηρήσεις για τον Ν(0,1) ψευτοτυχαίο αριθμό ε 

(t = 1,...,20) . Τα στοιχεία, u , του διανύσματος των διαταρακτικών 

όρων, u, τα κατασκευάσαμε χρησιμοποιώντας την σχέση 

u - σ,ε., σ
Λ
 = Jöf (t = 1,...,20), (4.25) 

U t. u t, ν 

από την οποία συνεπάγεται ότι η διακύμανση του κάθε u ισούται με 
2 .. 

σ =£ ι. 

Γνωρίζοντας το διάνυσμα u δημιουργήσαμε το διάνυσμα της 

εξαρτημένης μεταβλητής, y, με στοιχεία, y , χρησιμοποιώντας την 

σχέση (4.18), όπου β. είναι οι προς εκτίμηση παράμετροι του 
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υποδείγματος. Από το θεώρημα 5 του Breusch ((1980), σελ 336) καυ 

Λαμβάνοντας υπόψη ότι τα t και F στατιστικά προκύπτουν ως ειδικές 

περιπτώσεις του στατιστικού του Wald, έπεται, ότι ou κατανομές των 

t καυ F στατιστικών γ ta τον έλεγχο των υποθέσεων (2.10) και, (2.26) 

είναι ανεξάρτητες από τις αληθείς τιμές των παραμέτρων β. 

(j = 1,...,4) του υποδείγματος μας (4.18), όταν ou ελεγχόμενες 

υποθέσεις ισχύουν. Εφόσον η μελέτη του πραγματικού μεγέθους ενός 

ελέγχου γίνεται υπό την προϋπόθεση ότι η ελεγχόμενη υπόθεση είναι 

αληθής, είναι φανερό πως τα αποτελέσματα του πειράματος δέν 

εξαρτώνται από τις τιμές των παραμέτρων β. (j = 1,...,4). 

Στηριζόμενοι στην ανωτέρω διαπίστωση θέσαμε β. = 0 

(j = 1, . . .,4) . Έτσι, απλοποιήσαμε την υπολογιστική διαδικασία του 

πειράματος, ενώ τα αποτελέσματα μας δεν έχασαν την γενικότητα 

τους. θέτοντας β. = 0 (j = 1,...,4) στην σχέση (4.18) παίρνουμε 

Y
t
 = u

t
 (t = 1 20) , (4.26) 

από την οποία υπολογίσαμε τα στοιχεία των διανυσμάτων y της 

εξαρτημένης μεταβλητής για καθεμιά από τις 500 επαναλήψεις του 

πειράματος, με δεδομένη την μήτρα των εξωγενών μεταβλητών. 

Εφόσον, εξ* υποθέσεως, β. = 0 (j = 1,...,4), για τον t έλεγχο 

θεωρήσαμε τέσσερεις υποθέσεις της μορφής (2.10): 

β = 0, β = 0, β = 0, β = 0 , (4.27) 
1 2 3 4 

ενώ για τον F έλεγχο θεωρήσαμε μιαν υπόθεση της μορφής (2.26): 

Ηβ = h, Η 
Ό 1 0 0 
0 0 1 0 
0 0 0 1 

και h = (4.28) 

Χρησιμοποιώντας την μήτρα των ερμηνευτικών μεταβλητών. Χ, την 

μήτρα Ζ και τα 500 διαφορετικά διανύσματα της εξαρτημένης 

μεταβλητής, y, που δημιουργήσαμε για καθένα από τα 24 σημεία του 

πειραματικού χώρου, πραγματοποιήσαμε σε κάθε πειραματικό σημείο 

500 επαναλήψεις της διαδικασίας που θα περιγράψουμε στην συνέχεια. 

Κάθε διάνυσμα τιμών της εξαρτημένης μεταβλητής παλινδρομήθηκε 

με την μέθοδο 0LS πάνω στην μήτρα των ερμηνευτικών μεταβλητών και 

εκτιμήθηκαν οι παράμετροι του υποδείγματος (4.18) από τον τύπο 

~ ρ 20 -ι - 1 20 

β = Σ x
t
x
t
' Σ x

t
y

t
, (4.29) 
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όπου β είναι ο OLS εκτιμητής της παραμέτρου β = (β , β , β , β ) 
1 2 3 4 

και, χ' είναι η t-γραμμή της μήτρας Χ. Χρησιμοποιώντας τις OLS 

εκτιμήσεις των παραμέτρων, την μήτρα των ερμηνευτικών μεταβλητών 

καυ το διάνυσμα της εξαρτημένης μεταβλητής, υπολογίσαμε τα OLS 

κατάλοιπα, u (t = 1,...,20), και την OLS (Go If e ld-Quandt ) 

εκτίμηση του γ, έστω γ , από την σχέση 

[
20 η -1 20 

Σ z
t
z
t
' Ε ^Λ· 

t = 1 -» t = 1 

γ
α α
 - ! Σ ζ.ζ/1 Σ z.U., (4.30) 

όπου ζ' είναι η t-γραμμή της μήτρας Ζ. Χρησιμοποιώντας τα 0LS 

κατάλοιπα, u, την μήτρα Ζ και την Golfeld-Quandt εκτίμηση του γ, 

γ , υπολογίσαμε την GLS (Amemiya) εκτίμηση του γ, έστω γ , από 
OÛ Α. 

τον τύπο 

;
Α
 - [ Fi^W'Vt'] ' ÌM^'W'XV (4.31) 

Στο σημείο αυτό πρέπει να σημειωθεί ότ ι ο υπολογισμός του γ από 
Α 

την (4.31) είναι εφικτός μόνον αν η μήτρα Γ (ζ'γ ) ζ ζ' 

είναι μη ιδιάζουσα. Σε αντίθετη περίπτωση. Θα απορρίπταμε το 

διάνυσμα y. Θα δημιουργούσαμε αντ αυτού ένα άλλο και Θα 

επαναλαμβάναμε όλη την διαδικασία μέχρις ότου η μήτρα 
2 Ο " —2 

Ε (ζ'γ ) ζ ζ' γινόταν μη ιδιάζουσα και συνεπώς μπορούσε να 
*•* t = ι t ° act. t t ° 

αντισταφεί. ΑΊί'ζει, όμως, να αναφερθεί ότι το ανωτέρω πρόβλημα δεν 

παρουσιάστηκε ούτε μια φορά στις 12000 παλινδρομήσεις που 

εκτελέσαμε κατά την διενέργεια του τυχαίου πειράματος. 

Χρησιμοποιήσαμε τον εκτιμητή Amemiya του γ διότι είναι ο 

απλούστερος από όλους τους ασυμπτωτικά αποτελεσματικούς εκτιμητές 

του γ που μελετήσαμε σε αυτό το κεφάλαιο και οι οποίοι αναμένεται 

να δώσουν όμοια αποτελέσματα. 

Έχοντας στην διάθεση μας την GLS εκτίμηση του γ, γ , μας ήταν 
Α 

εύκολο να εκτιμήσουμε την παράμετρο β = (β , β , β , β ) του 

υποδείγματος (4.18) με την GLS μέθοδο. Η GLS εκτίμηση του β, έστω 

β, δίνεται από την σχέση 

Γ 2θ „ Τ
1 2

° 

ß = Ι Σ (ζ'γ )
_ 1
χχ'Ι Σ (ζ'γ.)

- 1
χν . (4.32) 

Ι Σ U
t
'*

A
) Xx

t
'J Σ (ζ^

Α
) -x

t
y
t 

L t = ± J t. = i 

Ο υπολογισμός του β δεν είναι εφικτός αν η μήτρα 
20 ~ — 1 

Σ ^ ( ζ ' γ ) χ χ ' ε ί ν α ι ι δ ι ά ζ ο υ σ α . Το πρόβλημα αυτό, που δεν 
t = 1 t A t t 
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προέκυψε ούτε pua φόρα: κατά την εκτέλεση του πειράματος, θα 

μπορούσε να αντιμετωπιστεί με την απόρρυψη του διανύσματος y, την 

κατασκευή ενός νέου Kau την επανάληψη ολόκληρης της δuaδuκaσίaς 

έως ότου η μήτρα 57 (ζ'γ ) χ χ' γ^νευ μη ι.δυα'ζουσα. 
t = 1 t A t t 

Έ χ ο ν τ α ς στην δuάθεσή μας τ η ν κ α τ ά Amemiya ε κ τ ί μ η σ η τ ο υ γ , γ , 
Α 

Kau τις GLS εκτuμήσεuς των παραμέτρων του υποδείγματος (4.18) Kau 

χpησuμoπouώvτaς τα θεωρήματα 2.2 Kau 2.4 του Κεφαλαίου 2, 
2 

υ π ο λ ο γ ί σ α μ ε τις τιμές των συνήθων t , χ Kau F OTOTUOTUKCÖV καθώς 

Kau τις τιμές των TonuKd ακρι,βών ( l o c a l l y e x a c t ) κ α τ ά 

C o r n i s h - F i s h e r öuopöo^evujv t Kau F σ τ α τ ι σ τ ι κ ο 5 ν γ ua τ ο ν έ λ ε γ χ ο των 

υ π ο θ έ σ ε ω ν ( 4 . 2 7 ) Kau ( 4 . 2 8 ) évavTU των ε v a λ λ a κ τ u κ ώ v υ π ο θ έ σ ε ω ν 
β. > 0 ή β. < 0 ( j = 1 4) ( 4 . 3 3 ) 

J J 

Kau 
Ηβ * h , ( 4 . 3 4 ) 

αντίστοuxa, όπου η μήτρα Η και το δuάvυσμo; h έχουν opuoxei στη 

σχέση (4.28) . Στην συνέχεια, χρησυμοπουώντας τι,ς ^μές των 

OTaruuaTUKcûv αυτών Kau τις συvapτήσεuς πυκνότητας της Kavovu^ç, 

t—Student, χ Kau F κατανομής, υπολογίσαμε τα αντίστουχα επίπεδα 

σημαντικότητας (p-values) . TIuo συγκεκρ uμέvα, υπολογίσαμε τα 

επίπεδα σημαν^κότητας του συνήθους t σχατυστι,κού υπό την υπόθεση 

ÓTU αυτό Koxccvépexau σύμφωνα με την t-Student ή (ασυμπτωτοκά) την 

Kavovu^ κατανομή Kau τα επίπεδα σημavτuκóτπτaς των συνήθων χ Kau 

F στατιστικών υπό την υπόθεση ότι αυτό κaτavέμovτau σύμφωνα με την 

χ Kau την F κατανομή, avTÎarouxa. Επι,πλέον, υπσλογ ίσθησαν τα 

επίπεδα σημαντικότητας των χοπυκά aκpußώv (locally exact) κατά 

Cornish-Fisher δuopθωμέvωv t Kau F οτατισχικών υπό την υπόθεση ότι 

αυτά ακολουθούν την t-Student Kau την F κατανομή, αντίστοιχα. Στο 

σημείο αυτό πpέπεu να παρατηρηθεί ότι το κατά Cornish-Fisher 

δuoρθωμέvo F στατιστικό (2.39) ε-ivau δυνατόν να πάpεu Kau 

apvητuκές τuμέc (υπερδ ι,όρθωση του F OTorcuaTUKOu) , οπότε έχουμε 

σημαν^κό πρόβλημα, λαμβανομένου υπόψην ότι το κατά Cornish-Fisher 

δΌορθωνένο F στατ'-σ^κό (2.39) unoTi0STau πως κατανέμετα·- ως μua F 

μεταβλητή. 

Απέμενε μόνον ο υπoλoγuσμóς των επuπέδωv σημavτuκóτητaς που 

avTuoTouxouv στις (τύπου) Edgeworth δuopθωμέvες KpuTUKéç τuμές των 
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συνήθων t, χ και F στατιστικών. 0 υπολογ ισμός αυτός είναι δυνατόν 

να γίνει με δύο ισοδύναμους τρόπους (βλ. την σχετική συζήτηση στο 

Τμήμα 3.4 του Κεφαλαίου 3) από τους οποίους προτιμήθηκε ο 

απλούστερος από υπολογιστική άποψη: Όπως Kau στα τυχαία πειράματα 

του Κεφαλαίου 3, κατ' αρχήν υπολογίσαμε τις τιμές των κατά 

Edgeworth αναπτυγμάτων των συναρτήσεων κατανομής των συνήθων t, χ" 

και. F στατιστικών σε όρους της t-Student (Βλ. (2.19)) ή 

(ασυμπτωτικά) της κανονικής (βλ. (2.15)), της χ (βλ. (2.30)) και 

της F (βλ. (2.36)) κατανομής, αντίστοιχα, για τις συγκεκριμένες 

τιμές των στατιστικών αυτών. Τα "ζητούμενα επίπεδα σημαντικότητας 
2 

για τα χ , τα F και τα θετικά t στατιστικά προκύπτουν αν από την 

μονάδα αφαιρεθούν οι τιμές, των κατά Edgeworth αναπτυγμάτων των 

συναρτήσεων κατανομής τους, ενώ τα "ζητούμενα επίπεδα 

σημαντικότητας για τα αρνητικά t στατιστικά ισούνται με τις τιμές 

των κατά Edgeworth αναπτυγμάτων των συναρτήσεων κατανομής των 

στατιστικών αυτών. 

Τελειώνοντας την αναφορά μας στον τρόπο υπολογισμού των 

διαφόρων στατιστικών και των αντιστοίχων επιπέδων σημαντικότητας, 

κρίνουμε σκόπιμο να τονίσουμε ότι χρησιμοποιήσαμε τις μονόπλευρες 

(one-sided) εναλλακτικές υποθέσεις (4.33) για δύο λόγους: Πρώτον, 

διότι ο t έλεγχος για καθεμιά από τις υποθέσεις (4.27) έναντι 

δίπλευρων (two-sided) εναλλακτικών υποθέσεων είναι ειδική 

περίπτωση του F ελέγχου και δε\5τερον, διότι τα κατά Edgeworth 

αναπτύγματα των συναρτήσεων πυκνότητας της t—Student ή 

(ασυμπτωτικά) της κανονικής κατανομής δέν είναι συμμετρικά περί το 

μηδέν και επομένως το επίπεδο σημαντικότητας που αντιστοιχεί στην 

(τύπου) Edgeworth διορθωμένη κριτική τιμή του συνήθους t 

στατιστικού για t = t είναι γενικά διαφορετικό από το αντίστοιχο 

επίπεδο σημαντικότητας για t = —t . 

Η διαδικασία που μόλις περιγράψαμε επαναλήφθηκε 500 φορές σε 

καθένα από τα 24 σημεία του πειραματικού χώρου. Σε κάθε 

πειραματικό σημείο 500 διαφορετικά διανύσματα τιμών της 

εξαρτημένης μεταβλητής παλινδρομήθηκαν πάνω στην ίδια μήτρα των 

ερμηνευτικών μεταβλητών. Δ,ηλαδή, η μήτρα των ερμηνευτικών 

μεταβλητών διατηρήθηκε "σταθερή σε επαναλαμβανόμενα δείγματα" των 

τιμών της εξαρτημένης μεταβλητής, όπως ακριβώς υποτίθεται στην 
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οικονομετρ tKfi θεωρία. Όμως, η μήτρα των ερμηνευτικών μεταβλητών 

ήταν διαφορετική σε καθένα από τα πειραματικά σημεία, γεγονός που 

κατέστησε τα αποτελέσματα του πειράματος ανεξάρτητα από την εκλογή* 

μιας συγκεκριμένης μήτρας ερμηνευτικών μεταβλητών. 

Από τον τρόπο κατασκευής των μήτρων των ερμηνευτικών 

μεταβλητών. Χ, των μητρών Ζ και των διανυσμάτων της εξαρτημένης 

μεταβλητής, γ, τον οποίον έχουμε ήδη εκθέσει, γίνεται φανερό ότι 

για την διενέργεια του πειράματος απαιτείτο η δημιουργία μεγάλου 

πλήθους ψευτοτυχαίων αριθμών από την Ν(0,1) κατανομή. Το πρόβλημα 

της δημιουργίας ψευτοτυχαίων αριθμών καθώς και αυτό του ελέγχου 

της "τυχαιότητάς" τους μελετάται σχετικά λεπτομερώς στο 

Παράρτημα Η. Για τους σκοπούς αυτού του κεφαλαίου αρκεί να 

αναφέρουμε ότι η ποιότητα μιας ακολουθίας ψευτοτυχαίων αριθμών δεν 

είναι παντού ομοιόμορφη. Οι αρχικοί αριθμοί κάθε ψευτοτυχαίας 

ακολουθίας δεν εμφανίζουν επαρκώς "τυχαία" συμπεριφορά. Αυτός 

είναι ο λόγος για τον οποίο συνηθίζεται σε Monte Carlo εφαρμογές 

να μην χρησιμοποιείται κάποιο πλήθος από τους αρχικούς αριθμούς 

της χρησιμοποιούμενης ψευτοτυχαίας ακολουθίας. Στο πείραμα που 

πραγματοποιήσαμε αφήσαμε αχρησιμοποίητους τους πρώτους 1600 

αριθμούς της ψευτοτυχαίας ακολουθίας που δημιουργήσαμε. Για την 

κατασκευή της ψευτοτυχαίας ακολουθίας χρησιμοποιήσαμε την 

υπορουτίνα GGNPM της IMSL (βλ Παράρτημα Η). Ως σπόρος (seed) 

χρησιμοποιήθηκε ο αριθμός 314159. 

Οι έλεγχοι "τυχαιότητας" που πραγματοποιήσαμε αλλά και η 

γνωστή ποιότητα των αλγορίθμων της 'IMSL αποτελούν επαρκείς 

εγγυήσεις της καλής ποιότητας των ψευτοτυχαίων αριθμών που 

χρησιμοποιήσαμε. Παρ* όλα αυτά, είναι πιθανό να unapxoxjv τμήματα 

της ψευτοτυχαίας ακολουθίας στα οποία η ποιότητα των αριθμών να 

είναι καλύτερη από ό,τι σε άλλα. Το ενδεχόμενο αυτό δημιουγεί, 

όπως έχουμε ήδη επισημάνει στην συζήτηση του Monte Carlo 

πειράματος του Κεφαλαίου 3, σημαντικά προβλήματα αξιολόγησης των 

αποτελεσμάτων του πειράματος. Είναι φανερό ότι τα αποτελέσματα του 

πειράματος σε κάθε πειραματικό σημείο εξαρτώνται από τον συνδυασμό 

των τιμών των παραμέτρων γ και Α, που χαρακτηρίζει αυτό το 

συγκεκριμένο σημείο του πειραματικού χώρου. Διότι από την θεωρία 

της παλινδρόμησης και από την μορφή των κατά Edgeworth και κατά 

133 



Cornish-Fisher διορθώσεων γίνεται κατανοητό πως η ακρίβεια των 

υπολογισμών και επομένως η ποιότητα των αποτελεσμάτων του 

πειράματος χε ιροτερεύε ι σε εκείνα τα πειραματικά σημεία, τα οποία 

χαρακτηρίζονται, από σοβαρή" ετεροσκεδαστικότητα του στοχαστικού 

όρου ή από έντονη πολυσυγγραμμικότητα των ερμηνευτικών μεταβλητών. 

Επομένως, αν κατά την εκτέΛεοη του πειράματος σε τέτοια "δυσμενή" 

πειραματικά σημεία χρησιμοποιηθούν τμήματα της ψευτοτυχαίας 

ακολουθίας με σχετικά χαμηλής ποιότητας αριθμούς, τα αποτελέσματα 

του πειράματος στα συγκεκριμένα πειραματικά σημεία θα γίνουν ακόμα 

χειρότερης ποιότητας. Σε μια τέτοια περίπτωση το έργο της 

αξιολόγησης των αποτελεσμάτων του πειράματος δυσχεραίνεται 

σημαντικά, εφόσον δεν γνωρίζουμε αν μια ενδεχομένως κακή 

συμπεριφορά των κατά Edgeworth και κατά Cornish-Fisher διορθώσεων 

πρέπει να αποδοθεί στον συγκεκριμένο συνδυασμό των τιμών των 

παραμέτρων γ και Α ή στην κακή ποιότητα των ψευτοτυχαίων αριθμών 

που χρησιμοποιήθηκαν ως πρώτη \5λη για το τυχαίο πείραμα. Για να 

απαλλαγούμε από το ενδεχόμενο της συστηματικής επίδρασης της 

ποιότητας των ψευτοτυχαίων αριθμών στα αποτελέσματα του 

πειράματος, καταφύγαμε στην τυχαιοποίηση της σειράς με την οποία 

πραγματοποιήθηκε το πείραμα στα διάφορα σημεία του πειραματικού 

χώρου. Η τυχαιοποίηση αυτή έγινε με τον ίδιο ακριβώς τρόπο, με τον 

οποίο πραγματοποιήθηκε η αντίστοιχη τυχαιοποίηση της σειράς 

εκτέλεσης του Monte Carlo πειράματος στα διάφορα πειραματικά 

σημεία για την περίπτωση του γραμμικού υποδείγματος με 

αυτοσυσχέτιση πρώτου βάθμου (βλ. την σχετική συζήτηση στο 

Τμήμα 3.4 του Κεφαλαίου 3). Αυτός είναι ο λόγος για τον οποίον στο 

παρόν τμήμα δεν θα επαναλάβουμε την περιγραφή της διαδικασίας με 

την οποία πραγματοποιήθηκε η ανωτέρω τυχαιοποίηση. Η προκύψασα 

σειρά, με την οποία εκτελέστηκε στα διάφορα σημεία του 

πειραματικού χώρου το πείραμα για την περίπτωση του γραμμικού 

υποδείγματος με ετεροσκεδαστικό σταχαστικό όρο, παρουσιάζεται 

συνοπτικά στον Πίνακα 4.1 που παρατίθεται κατωτέρω. 
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ΠΙΝΑΚΑΣ 4.1 

ΤΥΧΑΙ0Π0ΙΗΣΗ ΤΟΥ ΠΕΙΡΑΜΑΤΟΣ 

Α 

0.0 

0.1 

0.5 

0.9 

γ 

^ < ±> ^ < 2> ^ ( 3> ^ < 4>
 γ

 < 5>
 γ

 { <» 

5 

3 

2 

5 

3 

5 

5 

4 

4 

1 

4 

3 

6 

2 

1 

1 

2 

4 

3 

6 

1 

6 

6 

2 

ΣΕΙΡΑ ΕΚΤΕΛΕΣΗΣ 

ΤΟΥ ΠΕΙΡΆΜΑΤΟΣ. 

2 

1 

4 

3 

Το πείραμα εκτελέστηκε σε όλα τα σημεία XO\J πειραματικού 

χώρου, τα αποτελέσματα του έγιναν αντικείμενο επεξεργασίας και. οι 

πληροφορίες που περιείχαν συνοψίστηκαν στον Πίνακα 4.2 και στα 

Διαγράμματα 4.1, 4.2, 4.3, 4.4, 4.5 και 4.6. Η κατασκευή" του 

πίνακα και των διαγραμμάτων και τα συμπεράσματα που προκύπτουν από 

αυτό: θα παρουσιαστούν στην συνέχεια. 

Όπως έχουμε ήδη πεί, η μήτρα των ερμηνευτικών μεταβλητών του 

υποδείγματος που δημιουργήθηκε κατά την εκτέλεση του πειράματος 

περιείχε τρείς ερμηνευτικές μεταβλητές και την σταθερά, δηλαδή 

συνολικά τέσσερεις μεταβλητές. Συνεπώς, σε κάθε επανάληψη του 

πειράματος υπολογίζονταν τέσσερα t στατιστικά (2.11) και τέσσερα 

κατά Cornish-Fisher διορθωμένα t στατιστικά (2.21),. από ένα για 

κάθε ερμηνευτική μεταβλητή. Επιπλέον, σε κάθε επανάληψη του 

πειράματος υπολογίζονταν οι τιμές του χ στατιστικού (2.27), του F 

στατιστικού (2.35) και του κατά Cornish-Fisher διορθωμένου F 

στατιστικού (2.39). 

Με δεδομένες τις τιμές αυτών των στατιστικών, σε κάθε 

επανάληψη του πειράματος υπολογίζαμε τα επίπεδα σημαντικότητας 

(p-values) που αντιστοιχούν στους ελέγχους που είετάσαμε και σε 

καθεμιά από τις μεθόδους διόρθωσης του μεγέθους τους. Για τον t 

έλεγχο τα επίπεδα σημαντικότητας που αντιστοιχούν στις 

προσεγγίσεις με την κανονική (Ν) και την t-Student (Τ) κατανομή 

είναι τα ολοκληρώματα της κανονικής και της t πυκνότητας. 
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αντίστοιχα, από την τιμή του στατιστικού (2.11) μέχρι το άπειρο. 

Χρησιμοποιώντας τις (2.15) Kau (2.19) παίρνουμε τα επίπεδα 

σημαντικότητας από τις κατ«! Edgeworth προσεγγίσεις της κανονικής 

(NE) και της t-Student (TE) κατανομής, αντίστοιχα. Το επίπεδο 

σημαντικότητας που αντιστοιχεί στην τοπικά ακριβή κατά 

Cornish-Fisher μέθοδο διόρθωσης του t ελέγχου (CFT) βρίσκεται με 

ολοκλήρωση της t _ πυκνότητας από την τιμή του στατιστικού (2.21) 

μέχρι το άπειρο. Όμοια υπολογίζονται τα επίπεδα σημαντικότητας που 

αντιστοιχούν στις μεθόδους διόρθωσης του μεγέθους του F ελέγχου. 
2. 

Ολοκληρώνοντας την χ πυκνότητα από την τιμή του στατιστικού 
η—4. 

(2.27) μέχρι το άπειρο παίρνουμε το επίπεδο σημαντικότητας που 

αντιστοιχεί στην προσέγγιση με την χ κατανομή (Χ2) και 

χρησιμοποιώντας την (2.30) βρίσκουμε το επίπεδο σημαντικότητας ceno 

την κατά Edgeworth προσέγγιση της χ κατανομής (Χ2Ε). 

Ολοκληρώνοντας την F
n
 πυκνότητα από την τιμή του στατιστικού 
Τ-π 

(2.35) μέχρι το άπειρο παίρνουμε το επίπεδο σημαντικότητας που 

αντιστοιχεί στην προσέγγιση με την F κατανομή (F) και 

χρησιμοποιώντας την (2.36) βρίσκουμε το επίπεδο σημαντικότητας από 

την κατά Edgeworth προσέγγιση της F κατανομής (FE). Τέλος, το 

επίπεδο σημαντικότητας που αντιστοιχεί στην τοπικά ακριβή κατά 

Cornish-Fisher μέθοδο διόρθωσης του F ελέγχου (CFF) βρίσκεται με 
η—1 

ολοκλήρωση της F πυκνότητας από την τιμή τον στατιστικού (2.39) 
Τ-π 

μέχρι το άπειρο. Στο σημείο αυτό πρέπει να διευκρινίσουμε ότι οι 

παράμετροι p. (i = 1, 2) στις σχέσεις (2.15), (2.19) και (2.21) 

και οι παράμετροι h. και q. (i = 1, 2) στις σχέσεις (2.30) και 

(2.36) ή (2.39), αντίστοιχα, υπολογίσθησαν με βάση τα αποτελέσματα 

που δίνονται, στις Προτάσεις 4.1 και 4.2. 

Χρησιμοποιώντας τα ανωτέρω επίπεδο: σημαντικότητας 

κατασκευάσαμε τον Πίνακα 4.2 ως ε"ξής: Για κάθε σημείο του 

πειραματικού χώρου, δηλαδή για κάθε συνδυασμό των τιμών των 

παραμέτρων γ και Α, υπολογίσαμε το πραγματικό μέγεθος (actual 

size) του ελέγχου των υποθέσεων (4.27) (για όλες τις ερμηνευτικές 

μεταβλητές και την σταθερά) και (4.28), έναντι χων υποθέσεων 

(4.33) και (4.34), αντίστοιχα, σε δεδομένο επίπεδο στατιστικής 

σημαντικότητας (nominal size). Ειδικότερα, αν τα συνήθη ή τα κατά 

Cornish-Fisher διορθωμένα t στατιστικά ήσαν θετικά ή αρνητικά. 
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χρησιμοποιόταν'η εναλλακτική υπόθεση (4.33) με > ή < , αντίστοιχα. 

Εφόσον για κάθε συνδυασμό των τιμών των παραμέτρων γ και. Α 

πραγματοποιήθηκαν 500 επαναλήψεις του πειράματος, το πραγματικό 

μέγεθος καθενός ελέγχου προκύπτει, με διαίρεση δ La 500 του πλήθους 

των περιπτώσεων κατά τις οποίες το αντίστοιχο επίπεδο 

σημαντυκότητας (p-value) είναι κατ απόλυτη τιμή μικρότερο από το 

δεδομένο επίπεδο στατιστικής σημαντικότητας (nominal size). To 

πραγματικό μέγεθος των εΛέγχων υπολογίσθηκε για όΛες τις 

διαφορετικές μεθόδους υπολογισμού των επιπέδων σημαντικότητας που 

αντιστοιχούν είτε στα συνήθη t και F στατιστικά, είτε στις κατά 

Edgeworth και κατά Cornish-Fisher διορθώσεις του μεγέθους των 

αντιστοίχων ελέγχων. 0 υπολογισμός του πραγματικού μεγέθους των 

ελέγχων έγινε "ξεχωριστά για τα θετικά και τα αρνητικά t στατιστικά 

και πραγματοποιήθηκε για τρείς διαφορετικές τιμές του επιπέδου 

στατιστικής σημαντικότητας: 0.01, 0.05, 0.10. 

Τα πραγματικά μεγέθη των t και F ελέγχων, που υπολογίσθησαν 

όπως περιγράψαμε στην προηγουμένη παράγραφο, παρουσιάζονται στον 

Πίνακα 4.2. Τα κυριότερα συμπεράσματα που συνάγονται από την 

εξέταση αυτού του πίνακα δίνονται στην συνέχεια. 

Είναι γνώστο από την στατιστική θεωρία ότι, αν, κατά την 

διενέργεια των ελέγχων t και F, αντί των ακριβών (exact) κατανομών 

(t-Student και F), χρησιμοποιηθούν οι ασυμπτωτικές κατανομές 
2 

(κανονική και χ , αντίστοιχα), οι ασυμπτωτικοί έλεγχοι που θα 

προκύψουν είναι πιο αυστηροί από τους αντιστοίχους ακριβείς, 

δηλαδή, απορρίπτουν την μηδενική υπόθεση συχνότερα από ό,τι οι 

ακριβείς έλεγχοι. Αυτό το θεωρητικό αποτέλεσμα, πως το πραγματικό 

μέγεθος των ασυμπτωτικών ελέγχων είναι μεγαλύτερο από το 

πραγματικό μέγεθος των αντιστοίχων ακριβών (exact) ελέγχων, 

επαληθεύεται από τα αποτελέσματα του πειράματος, όπως φαίνεται 

στον Πίνακα 4.2. 

Στις οκτώ πρώτες σελίδες του Πίνακα 4.2 παρουσιάζονται οι 

εκτιμημένες πιθανότητες απόρριψης της μηδενικής υπόθεσης για τον t 

έλεγχο της στατιστικής σημαντικότητας καθεμιάς από τις παραμέτρους 

ß. Ü = 1,...,4) . Η περίπτωση κατά την οποία η εναλλακτική υπόθεση 

είναι η Η : β. > 0 παρουσιάζεται στις πρώτες τέσσερεις σελίδες του 

Πίνακα 4.2, ενώ η περίπτωση με εναλλακτική υπόθεση την Η : β. < 0 
* J 
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δύνεται, στις επόμενες τέσσερεις σελίδες του. Ο πίνακας δείχνει, ότι, 

ο έλεγχος CFT είναι, σχεδόν ομοιομόρφως καλύτερος από όλους τοχ;ς 

άλλους, ακολουθούμενος από τους ελέγχους TE και, Τ που 

κατατάσσονται, δεύτερος και, τρίτος, αντίστοιχα. Χειρότερος από 

όλους τους ελέγχους είναι, ο Ν. Ei ετάζοντας τον Πίνακα 4.2 

παρατηρούμε ότι, ou ασυμπτωτικοί έλεγχου (Ν, NE) είναι, γενικά, 

χειρότερου από τους ακριβείς ελέγχους (Τ, TE, CFT), με την 

εξαίρεση μερικών περιπτώσεων κατά τις οποίες η NE διόρθωση 

αποδίδει καλύτερα από την αδιόρθωτη Τ μέθοδο ελέγχου. Υπάρχουν 

λίγες περιπτώσεις όπου ο Ν έλεγχος είναι καλύτερος από τον NE ή οι 

έλεγχοι Τ και TE αποδίδουν καλύτερα από τον CFT έλεγχο. Αξίζει να 

σημειωθεί ότι για ονομαστικό μέγεθος ίσο με 10% ο NE έλεγχος 

αποδίδει, τις περισσότερες φορές, καλύτερα από τον έλεγχο Τ. 

Η ένατη σελίδα του Πίνακα 4.2 περιέχει τις εκτιμημένες 

πιθανότητες απόρριψης της μηδενικής υπόθεσης για τον F έλεγχο της 

"στατιστικής σημαντικότητας" της εκτιμημένης εξίσωσης, δηλαδή της 

από κοινού στατιστικής σημαντικότητας των παραμέτρων β , β και 

β . 0 πίνακας δείχνει ότι, για κάθε συνδυασμό των τιμών των 

παραμέτρων γ και Α, ο έλεγχος CFF αποδίδει καλύτερα από τους 

ελέγχους FE και F που είναι ο δεύτερος και τρίτος καλύτερος, 

αντίστοιχα. Αμέσως μετά κατατάσσεται ο έλεγχος Χ2Ε, ενώ ο έλεγχος 

Χ2 είναι ο χειρότερος από όλους. Πρέπει να τονίσουμε ότι ο 

αδιόρθωτος F έλεγχος, όχι μόνον είναι καλύτερος από τον Χ2 έλεγχο, 

αλλά, με την εΐαίρεση μιας περίπτωσης, αποδίδει καλύτερα και από 

τον Χ2Ε έλεγχο. 

Οι διάφορες μέθοδοι με τις οποίες μπορούμε να 

πραγματοποιήσουμε τους t και F ελέγχους συγκρίθηκαν και 

διαγραμματικά. Τον τρόπο κατασκευής των διαγραμμάτων θα τον 

περιγράψουμε στην συνέχεια. 

Είναι γνωστό ότι στην ιδανική περίπτωση το πραγματικό μέγεθος 

ενός ελέγχου ισούται με το ονομαστικό του μέγεθος. Συνεπώς, όσο' 

μικρότερη είναι η διαφορά μεταΊύ του ονομαστικού και του 

πραγματικού μεγέθους ενός ελέγχου, τόσο καλύτερος είναι ο έλεγχος 

αυτός. Με βάση τα ανωτέρω, σκεφθήκαμε να παρουσιάσουμε σε ένα 

τετράγωνο διάγραμμα (βλ. την σχετική συζήτηση του Τμήματος 3.4 του 

Κεφαλαίου 3) την σχέση μεταΙύ του ονομαστικού και του πραγματικού 
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μεγέθους των ελέγχων που μας ενδιέφεραν. Εφόσον, υπό ιδανικές 

συνθήκες, το πραγματικό και το ονομαστικό μέγεθος ενός ελέγχου 

ταυτίζονται, έπεται ότι στην ιδανική περίπτωση όλες οι 

παρατήρησε ις πρέπει να βρίσκονται πάνω σττιν διαγώνιο των 45 μοιρών 

του διαγράμματος, η οποία είναι η συνάρτηση κατανομές μιας U(0,1) 

τυχαίας μεταβλητές. Φυσικά, αν είχαμε ένα τυχαίο δείγμα από την 

U(0,1) κατανομή, τότε. Λόγω του δειγματοληπτικού σφάλματος, οι 

παρατηρήσεις δεν θα βρίσκονταν ακριβώς πάνω στην γραμμή των 45 

μοιρών, αλλά μέσα σε μια ταινία, συμμετρική γύρω από την γραμμή 

των 45 μοιρών και με εύρος που δίνεται από τον πίνακα της 

μονοδειγματικής (one-sample) κατανομής Kolmogorov-Sirnov (βλ. 

Durbin (1973)). Αυτό σημαίνει ότι, αν μια συγκεκριμένη καμπύλη 

βρίσκεται μέσα στην ταινία, τότε οι αποκλίσεις της από την 

διαγώνιο μπορούν να αποδοθούν στο δειγματοληπτικό σφάλμα, δηλαδή, 

είναι στατιστικά ασήμαντες. Αντίθετο:, αν η καμπύλη τέμνει τα όρια 

της ταινίας, τότε απορρίπτουμε την υπόθεση ότι οι αποκλίσεις της 

από την διαγώνιο οφείλονται στην τυχαία δειγματοληψία. Είναι 

φανερό ότι η ταινία αντιπροσωπεύει ένα είδος διαστήματος 

εμπιστοσύνης που μας βοηθά να ερμηνεύσουμε τις πληροφορίες που 

περιέχονται στα διαγράμματα και την κατασκευάσαμε έτσι ώστε να 

αντιστοιχεί στο 95% διάστημα εμπιστοσύνης. 

Για κάθε τιμή του ονομαστικού μεγέθους κάθε ελέγχου που 

εξετάσαμε, βρήκαμε το αντίστοιχο πραγματικό μέγεθος και τα 

προκύψαντα 'ζεύγη των τιμών του ονομαστικού και πραγματικού 

μεγέθους τα απεικονίσαμε στο διάγραμμα. Έτσι, για κάθε έλεγχο 

κατασκευάσαμε μια καμπύλη που ενώνει την κάτω αριστερή με την άνω 

δεξιά γωνία του τετραγώνου διαγράμματος. Με βάση τα διαγράμματα 

αυτά, καλύτερος πρέπει να θεωρηθεί εκείνος ο έλεγχος που η καμπύλη 

του απέχει σχετικά λιγότερο από την γραμμή των 45 μοιρών για 

εκείνες τις τιμές του επιπέδου στατιστικής σημαντικότητας που 

χρησιμοποιούνται συχνότερα στην εφαρμοσμένη έρευνα, που είναι, 

δηλαδή, μεταξύ του 0.01 και του 0.10. Ωστόσο, από τα διαγράμματα 

μπορούμε να αντλήσουμε πληροφορίες για την συμπεριφορά των 

εξεταζομένων ελέγχων σε οποιαδήποτε τιμή του ονομαστικού μεγέθους 

τους. 

Οι κλίμακες μέτρησης και του ονομαστικού και του πραγματικού 
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μεγέθους των ελέγχων ήσαν ίδιες, θεωρήσαμε ότι και τα δύο μεγέθη 

των ελέγχων παίρνουν τιμές μεταΊύ του 0 και. του 1. Αυτό δεν 

δημιουργεί κανένα πρόβλημα στην περίπτωση των ελέγχων που 
2 

χρησιμοποιούν την χ η την F κατανομή, ενώ τα προβλήματα που 

δημυουργήθηκαν στην περίπτωση των ελέγχων που χρησιμοποιούν την 

t-Student ή (ασυμπτωτικά) την κανονική κατανομή λύθηκαν όπως 

ακριβώς και στα πειράματα για το γραμμικό υπόδειγμα με 

αυτοσυσχέτιση πρώτου βαθμού (βλ. την σχετική συζήτηση στο 

Τμήμα 3.4 του Κεφαλαίου 3). 

Από τα εκατόν είκοσι διαγράμματα που κατασκευάσαμε κατά την 

διενέργεια του Monte Carlo πειράματος παρουσιάζουμε μόνον έΐι, 

εκείνα που επιδεικνύουν με την μεγαλύτερη ευκρίνεια το γενικό 

πρότυπο συμπεριφοράς των διαφόρων ελέγχων που είετάσαμε. Τα 

Διαγράμματα 4.1, 4.2 και 4.3 παρουσιάζουν την απόδοση των διαφόρων 

μορφών του t ελέγχου, ενώ τα Διαγράμματα 4.4, 4.5 και 4.6 δείχνουν 

την απόδοση των εναλλακτικών μορφών του F ελέγχου. Στα 

Διαγράμματα 4.1 και 4.4 απεικονίζεται η συμπεριφορά των διαφόρων 

διορθώσεων του μεγέθους των ελέγχων σε εκείνες τις πεοιπτώσεις 

κατά τις οποίες ο στοχαστικός όρος του υποδείγματος είναι 

ομοσκεδαστικός στον πληθυσμό. Το κύριο πλεονέκτημα των 

Διαγραμμάτων 4.1 ως 4.6 έναντι του Πίνακα 4.2 είναι ότι τα 

διαγράμματα: περιέχουν πληροφορίες για την απόδοση των διαφόρων 

μορφών των t και F ελέγχων σε κάθε επίπεδο του ονομαστικού τους 

μεγέθους. 

Στα Διαγράμματα 4.1 και 4.3 όλες οι καμπύλες κείνται εΐ* 

ολοκλήρου στο εσωτερικό της ταινίας με την εξαίρεση της καμπύλης 

που αντιστοιχεί στον Ν έλεγχο και με την επιπλέον εΐαίρεση ενός 

πολύ μικρού τμήματος της καμπύλης του Τ ελέγχου στο Διάγραμμα 4.1. 

Αντίθετα, στο Διάγραμμα 4.2 μόνον οι καμπύλες που αντιστοιχούν 

στίς διορθώσεις CFT και TE κείνται ολόκληρες μέσα στα όρια της 

ταινίας. Στο σημείο αυτό πρέπει να υπενθυμίσουμε ότι, σύμφωνα με 

τις ιδιότητες της ταινίας τις οποίες συζητήσαμε προηγουμένως, όλες 

οι καμπύλες που κείνται ε"ξ ' ολοκλήρου μέσα στην ταινία είναι, σε 

επίπεδο στατιστικής σημαντικότητας 5%, στατιστικά ταυτόσημες και 

συνεπώς κάθε προσπάθεια να κατατάΊουμε τους αντιστοίχους ελέγχους 

ανάλογα με την απόδοση τους είναι χωρίς νόημα. Ωστόσο, από τα 
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ΔΙΑΓΡΑΜΜΑ 4.1 

ΔΙΟΡΘΩΣΕΙΣ ΜΕΓΕΘΟΥΣ TOY t ΕΛΕΓΧΟΥ ΓΙΑ ΤΟ 0, 

γ'= (γ , 0, 0, 0) KŒL Α = .9 

Nominal Size of the Test 
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ΔΙΑΓΡΑΜΜΑ 4.2 

ΔΙΟΡΘΩΣΕΙΣ ΜΕΓΕΘΟΥΣ TOY t ΕΔΕΓΧΟΥ ΓΙΑ ΤΟ β, 

γ '=• (γ . 1, 1, 1) και. Α = .5 

J 1 L 

Normal - -
NorEdge — 
t-distr -• 
t-Edgew --
CorFish — 

.3 .4 .5 .6 .7 
Nominal Size of the Test 
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ΔΙΑΓΡΑΜΜΑ 4.3 

ΔΙΟΡΘΩΣΕΙΣ ΜΕΓΕΘΟΥΣ TOY t ΕΛΕΓΧΟΥ ΓΙΑ ΤΟ β 

γ'- (γ . 1, 0, 0) και Α = .9 
1 

.3 .4 .5 .6 .7 
Nominal Size of the Test 
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ΔΙΑΓΡΑΜΜΑ 4.4 

ΔΙΟΡΘΩΣΕΙΣ ΜΕΓΕΘΟΥΣ ΤΟΥ F ΕΛΕΓΧΟΥ 

γ'= (γ , 0, 0, 0) KCCL Α = .5 

.3 .4 .5 .6 .7 
Nominal Size of the Test 
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ΔΙΆΓΡΑΜΜΑ 4.5 

ΔΙΟΡΘΩΣΕΙΣ ΜΕΓΕΘΟΥΣ ΤΟΥ F ΕΛΕΓΧΟΥ 

γ '« (γ , 1, 1, 1) και, Α = .5 

Chi-Squ 
CS-Edge 
F-distr 
F-Edgew 
CorFish 

.3 .4 .5 .6 .7 
Nominal Size of the Test 
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ΔΙΑΓΡΑΜΜΑ 4.6 

ΔΙΟΡΘΩΣΕΙΣ ΜΕΓΕΘΟΥΣ ΤΟΥ F ΕΛΕΓΧΟΥ 

γ ' - (γ , 1, 1. 0) κ α ι Α = 0 . 
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διαγράμματα βλέπουμε ότι για εκείνους τους ελέγχους των οποίων οι 

Κ8(_ΐΠ#Λ5ς· τβμ,νουν τα όρια της ταινίας προκύπτει., ανώΛο^ο: μδ την 

απόδοση τους, μια κατάταξη που είναι συνεπής με τις πληροφορίες 

του Πίνακα 4.2. ΑΊί"ζει να σημειωθεί ότι για ονομαστικό μέγεθος 

μεγαλύτερο από ή ίσο με 7.5% περίπου η NE διόρθωση του μεγέθους 

του t ελέγχου αποδίδει καλύτερα από τον συνήθη t έλεγχο (Τ) και 

για.τα θετικά και για τα αρνητικά t στατιστικά, γεγονός που 

συμφωνεί με τις πληροφορίες του Πίνακα 4.2. 

Στα Διαγράμματα 4.4 και 4.5 μόνον η καμπύλη που αντιστοιχεί 

στον CFF έλεγχο κείται ολόκληρη μέσα στα όρια της ταινίας, ενώ στο 

Διάγραμμα 4.6 όλες οι καμπύλες έχουν μεγάλα τμήματα έ"ξω από την 

ταινία. Επομένως, στα Διαγράμματα 4.4 και 4.5 η διαφορά μεταΐυ του 

πραγματικού και του ονομαστικού μεγέθους του CFF ελέγχου είναι 

στατιστικά ασήμαντη, σε επίπεδο στατιστικής σημαντικότητας 5%. Τα: 

Διαγράμματα 4.4 ως 4.6 επιβεβαιώνουν την από τον Πίνακα 4.2 

προκύπτουσα κατάταξη των διαφόρων F ελέγχων ανάλογα με την απόδοση 

τους. Όμως, από τα διαγράμματα αυτά παρατηρούμε ότι για ονομαστικό 

μέγεθος κάπως μεγαλύτερο από 10% ο Χ2Ε έλεγχος αποδίδει καλύτερα 

από τον έλεγχο F. 

Τα Διαγράμματα 4.1 και 4.4 δείχνουν ότι η απόδοση των κατά 

Edgeworth και των τοπικά ακριβών (locally exact) κατά 

Cornish-Fisher διορθώσεων του μεγέθους των t και F ελέγχων είναι 

καλή ακόμα και σε περιπτώσεις κατά τις οποίες οι διαταρακτικοί 

όροι είναι ομοσκεδαστικοί στον πληθυσμό, δηλαδή η μήτρα 

συνδιακυμάνσεών τους είναι μια βαθμωτή μήτρα. 

Μπορούμε, λοιπόν, από τα διαγράμματα που κατασκευάσαμε να 

συμπεράνουμε ότι, γενικά, οι έλεγχοι που βασίζονται στα τοπικά 

ακριβή κατά Cornish-Fisher διορθωμένα t και F στατιστικά υπερέχουν 

από τους ελέγχους που στηρίζονται είτε στα αντίστοιχα συνήθη 

στατιστικά (t, χ και F) , είτε στις (τύπου) Edgeworth διορθωμένες 

κριτικές τιμές τους. 

Επιπλέον, είναι, ίσως, μεγαλύτερης σημασίας το γεγονός ότι ο 

Πίνακας 4.2 και τα Διαγράμματα 4.1 ως 4.6 επιβεβαιώνουν τις 

θεωρητικές μας απόψεις για την υπεροχή των τοπικά" ακριβών (locally 

exact) ελέγχων (δηλαδή των ελέγχων που έχουν προσαρμοσθεί για τους 

βαθμούς ελευθερίας) έναντι των ασυμπτωτικών ελέγχων (που δεν έχουν 
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υποστεί: τέτοιες προσαρμογές). Το γεγονός ότυ συχνά ου συνήθευς 

(χωρίς δυορθώσευς μεγέθους) t καυ F έλεγχου που χρησυμοπουούν τυς 

ακρυβείς κατανομές (t-Student καυ F, αντίστουχα) είναυ καλύτερου 

από τους κατά Edgeworth δυορθωμένους t και F ελέγχους που 

χρησυμοπουούν τυς ασυμπτωτυκές κατανομές (κανονυκή καυ χ , 

αντίστουχα) είναυ αρκετό: απρόσμενο καυ πρέπευ να ληφθε ' σοβαρό: 

υπόψη στην εφαρμοσνένη ο υκονομετρυκή έρευνα. 

Από τον Πίνακα 4.2 καυ τα Δυαγράμματα 4.1 ως 4.6 μπορούμε να 

συμπεράνουμε ότι η απόδοση των δυαφόρων μορφών των t καυ F ελέγχων 

δεν επηρεάζεταυ ούτε από τυς εΊευδυκεύσευς του δυανύσματος 

παραμέτρων γ, ούτε από τυς θεωρούμενες τυμές της παραμέτρου Α. Το 

τελευταίο αποτέλεσμα ήταν αναμενόμενο, με βάση τα αποτελέσματα της 

ανάλυσης δυακύμανσης που πραγματοπο υήθηκε στα πλαίσυα του τυχαίου 

πευράματος γυα την περίπτωση της αυτοσυσχέτυσης πρώτου βαθμού. 

Δυότυ το γραμμυκό υπόδευγμα με ετεροσκεδαστυκό στοχαστυκό όρο 

είναυ ευδυκή περίπτωση του γενυκευμένου γραμμυκού υποδείγματος, 

όπως καυ το γραμμυκό υπόδευγμα με αυτοσυσχέτυση πρώτου βαθμού. 

Εφόσον, λουπόν, στην περίπτωση της αυτοσυσχέτυσης η παράμετρος Α 

δεν αποτελεί προσδυορυστυκό παράγοντα της πουότητας των δυαφόρων 

μορφών των t καυ F ελέγχων, είναυ λογυκό να αναμένουμε πως το ίδυο 

θα συμβαίνευ καυ σε κάθε άλλο ουκονομετρυκό υπόδευγμα που είναυ 

ευδυκή περίπτωση του γενυκευμένου γραμμυκού υποδείγματος. Με την 

ίδυα επυχευρηματολογία μπορούμε να καταλήξουμε στο συμπέρασμα ότυ, 

όπως στην περίπτωση του γραμμυκού υποδείγματος με αυτοσυσχέτυση 

πρώτου βαθμού, έτσυ καυ στην περίπτωση της ετεροσκεδαστυκότητας το 

μέγεθος του χρησυμοπουουμένου δείγματος, με την προϋπόθεση πως δεν 

είναυ υπερβολυκά μεγάλο, δεν αναμένεταυ να επηρεάσευ την πουοτυκή 

δυαβάθμυση των δυαφόρων ελέγχων που εξετάσαμε. Αντίθετα, όταν το 

δείγμα είναυ πολύ μεγάλου μεγέθους, ou δυάφορες μεθόδου δυόρθωσης 

του μεγέθους των ελέγχων αναμένεταυ να μην έχουν μεγάλη σημασία. 

Αυτός είναυ ο λόγος γυα τον οποίον στην περίπτωση της 

ετεροσκεδαστυκότητας δεν μελετήσαμε πευραματυκά την πιθανή 

επίδραση του μεγέθους του δείγματος στην πουότητα των εξεταζομένων 

δυορθώσεων του μεγέθους των ελέγχων t καυ F. 

4.5 ΤΕΛΙΚΕΣ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ 

Τελευώνοντας την παρουσίαση καυ τον σχολυασμό των 
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αποτελεσμάτων του τυχαίου πειράματος, θεωρούμε αναγκαία την 

αναφορά μερικών τελικών παρατηρήσεων. 

Από το τυχαίο πείραμα που πραγματοποιήσαμε φαίνεται ότι, για 

την περίπτωση του γραμμικού υποδείγματος με ετεροσκεδαστικό 

στοχαστικό όρο, οι τοπικά ακριβείς κατά Edgeworth διορθώσεις του 

μεγέθους των t και F ελέγχων είναι γενικά καλύτερες από τις 

αντίστοιχες συνήθεις κατά Edgeworth διορθώσεις, που χρησιμοποιούν 
2 

προσεγγίσεις με βάση τις ασυμπτωτικές κατανομές (κανονική και χ ). 

Επιπλέον, από το ίδιο πείραμα προκύπτει ότι οι τοπικά ακριβείς 

κατά Cornish—Fisher διορθώσεις του μεγέθους των ελέγχων t και F 

αποδίδουν καλύτερα από τις αντίστοιχες τοπικά ακριβείς κατά 

Edgeworth διορθώσεις σχεδόν παντού στον παραμετρικό χώρο. Και 

αΊίζει να σημειώσουμε ότι τα ανωτέρω αποτελέσματα αναμένεται ότι 

δεν επηρεάζονται από αλΛαγές του μεγέθους του χρησιμοποιουμένου 

δε ίγματος. 

Όπως έχουμε ήδη αναφέρει στην σχετική συζήτηση του 

Τμήματος 3.5 του Κεφαλαίου 3, το κατά Cornish-Fisher διορθωμένο F 

στατιστικό μπορεί να πάρει και αρνητικές τιμές. Τότε έχουμε 

υπερδιόρθωση του F στατιστικού, η οποία μπορεί να συμβεί μόνον αν 

το σύνηθες F στατιστικό πάρει πολύ μεγάλη τιμή, οπότε είναι σχεδόν 

βέβαιη η απόρριψη της μηδενικής υπόθεσης. Παρ* όλα αυτά, ένα 

αρνητικό κατά Cornish-Fisher διορθωμένο F στατιστικό μπορεί να 

θεωρηθεί ως μια χρήσιμη προειδοποίηση ότι το μέγεθος του δείγματος 

είναι υπερβολικά μικρό σχετικά με τις παρατηροιίμενες συσχετίσεις, 

με αποτέλεσμα να μην είναι εφαρμόσιμες οι ασυμπτωτικές μέθοδοι. Σε 

τέτοιες περιπτώσεις δεν χρειάζεται να διορθώνουμε το F στατιστικό 

για να διενεργήσουμε τον έλεγχο. Αντίθετα, οποτεδήποτε το σύνηθες 

F στατιστικό παίρνει τιμές "κοντά" στην κριτική τιμή (περιπτώσεις 

για τις οποίες ενδιαφερόμαστε περισσότερο) το κατά Cornish-Fisher 

διορθωμένο F στατιστικό δεν παρουσιάζει το πρόβλημα της 

υπερδιόρθωσης. Όμως, από το γεγονός ότι το F στατιστικό παίρνει 

πάντα μικρότερη τιμή από το αντίστοιχο χ στατιστικό και από την 

μορφή των κατά Cornish-Fisher διορθώσεων προκύπτει ότι, το κατά 

Cornish-Fisher διορθωμένο χ στατιστικό μπορεί να πάρει αρνητικές 

τιμές με μεγαλύτερη πιθανότητα από ό,τι το αντίστοιχο κατά 

Cornish—Fisher διορθωμένο F στατιστικό. Αυτό σημαίνει ότι το 
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2 

πρόβλημα της υπερδιόρθωσης είναι, οξύτερο για το χ στατιστικό, 
2 

δ ι ό τ ι το κατά Cornish-Fisher διορθωμένο χ στατιστικό μπορεί να 

πάρει αρνητική τιμή ακόμα και σε περιπτώσεις κατά τ ι ς οποίες το 

σύνηθες χ στατιστικό παίρνει τ ιμές "κοντά" στην κριτ ική τ ι μ ή . 

Αυτός ε ί ν α ι ο Λόγος που δεν εξετάσαμε πειραματικά τη συμπεριφορά 
2 

του κατά Cornish-Fisher διορθωμένου χ στατιστικού. 

.Όταν το μέγεθος του δείγματος είναι μικρό, το πρόβλημα της 

υπερδιόρθωσης μπορεί να εμφανιστεί με την μορφή αρνητικών "κριτι­

κών τιμών" και στην περίπτωση των κατά Edgeworth διορθώσεων. Όμως, 

εφόσον οι κριτικές τιμές της F κατανομής είναι μικρότερες από τις 
2 2 

κριτικές τιμές της χ κατανομής, η χρήση της F, αντί της χ , 

κατανομής μειώνει, και σε αυτήν την περίπτωση, την πιθανότητα 

τέτοιας υπερδιόρθωσης. 

Στην εφαρμοσμένη έρευνα, η χρήση των κατά Cornish-Fisher 

διορθώσεων, όπως εξε ιδ ικεύθησαν σε αυτό το κεφάλαιο, είναι πάρα 

πολύ απλή . Από την στιγμή που θα τα υπολογίσει, ο ερευνητής 

μπορεί να χρησιμοποιήσει τα κατά Cornish—Fisher διορθωμένα 

στατιστικά ακριβώς όπως τα αντίστοιχα συνήθη στατιστικά του 

κλασσικού γραμμικού υποδείγματος. Τα ίδια ισχύουν και για τα κατά 

Edgeworth διορθωμένα χωρία εμπιστοσύνης, όπως αυτά μπορούν να 

εξειδικευθούν σύμφωνα με τα αποτελέσματα αυτού του κεφαλαίου. 

Επομένως, οι ανωτέρω διορθώσεις μπορούν να γίνουν ένα χρήσιμο 

εργαλείο στην εφαρμοσμένη στατιστική και οικονομετρική έρευνα στα 

πλαίσια του γραμμικού υποδείγματος με ετεροσκεδαστικό στοχαστικό 

όρο ή τυχαίους συντελεστές. 
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KEfAAAIO 5 

ΦΑΙΝΟΜΕΝΙΚΑ ΑΣΥΣΧΕΤΤΣΤΕΣ ΠΑΛΙΝΔΡΟΜΗΣΕΙΣ ( S . U . R . ) 

5 . 1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

0 Zellner (1962) εισήγαγε μ ιαν αποτελεσματική μέθοδο γ ια την 

εκτίμηση των παραμέτρων μίας κατηγορίας οικονομετρικών συστημάτων 

αλληλεξαρτημένων εξισώσεων, των οποίων οι διαταρακτικοί όροι. όλων 

των εΐ ισώσεων για κάθε συγκεκριμένη παρατήρηση συσχετίζονται 

(contemporaneously correlated disturbances). Αυτά τα υποδείγματα, 

που είναι γνωστά ως υποδείγματα φαινομενικό: ασυσχέτιστων 

παλινδρομήσεων (Seemingly Unrelated Regressions (S.U.R.)), 

αποτελούν ειδική περίπτωση του γενικευμένου γραμμικού 

υποδείγματος, το οποίο παρουσιάστηκε στο Κεφάλαιο 2. 

Στο κεφάλαιο αυτό εξειδικεύονται οι αναλυτικοί τύποι των κατά 

Edgeworth και κατά Cornish-Fisher διορθώσεων του μεγέθους των t 

και F ελέγχων για την περίπτωση των S.U.R. υποδειγμάτων. Σκοπός 

μας είναι να αναπτύξουμε απλούς λειτουργικούς τύπους για τον 

υπολογισμό των διαφόρων διορθώσεων, οι οποίοι να χρησιμοποιούν, 

όσο αυτό είναι δυνατό, ποσότητες που έχουν ήδη υπολογισθεί κατά 

την εκτιμητική διαδικασία. Οι τύποι που δίνονται στις 

Προτάσεις 5.1, 5.2 και 5.3, κατωτέρω, αποτελούν πραγματικά 

σημαντική β-ελτίωση σε σχέση με τους τύπους του Rothenberg (1984b), 

(1988) και απλοποιούν τον υπολογισμό των κατά Edgeworth και κατά 

Cornish-Fisher διορθώσεων στην περίπτωση των S.U.R. υποδειγμάτων. 

Στο Κεφάλαιο 2 έγινε η υπόθεση ότι η μήτρα συνδιακυμάνσεων 

των διαταρακτικών όρων, έστω Ω~ , εκτός από έναν πολλαπλασιαστικό 

παράγοντα, ανήκει σε μια σφαίρα ακτίνας θ. Επομένως, ο ορισμός της 

τοπικά ακριβούς προσέγγισης προϋποθέτει ότι υπάρχει ένα βαθμωτό 

πολλαπλάσιο, σ , της μήτρας Ω που μπορεί να εξετασθεί ανεξάρτητα 

από τις υπόλοιπες παραμέτρους της. Ωστόσο, στην περίπτωση των 

S.U.R. υποδειγμάτων, οι παράμετροι σ και γ δεν είναι ταυτόχρονα 

ταυτοποιημένες, χωρίς την επιβολή επιπλέον περιορισμών. Ένας 

λογικός περιορισμός, που χρησιμοποιείται συνήθως στην 

οικονομετρία, είναι να θέσουμε σ = 1. Αυτήν την εξειδίκευση 

χρησιμοποιήσαμε σε αυτό το κεφάλαιο για να υπολογίσουμε τις 

διορθώσεις του μεγέθους των ασυμπτωτικών μορφών των ελέγχων t και 
2 

F από προσεγγίσεις με την κανονική και την χ κατανομή. 
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αντίστοιχα. Όμως, κάτω από τον ανωτέρω περιορισμό, -υποτίθεται, ότι 

είναι γνωστή με ακρίβεια η μήτρα συνδ ιακυμάνσεων του διανύσματος 

των Λαβών όΛων των εξισώσεων του εκτιμημένου υποδείγματος για κάβε 

συγκεκριμένη παρατήρηση. Αυτό αληθεύει μόνον αν το διάνυσμα των 

παραμέτρων γ μπορεί να εκτιμηθεί με ακρίβεια, δηλαδή αν το μέγεθος 

του δείγματος είναι άπειρο. Αντίθετα, σε μικρά δείγματα, η μήτρα 

συνδιακυμάνσεων του διανύσματος των Λαθών όΛων των εΙισώσεων του 

εκτιμημένου υποδείγματος για κάθε συγκεκριμένη παρατήρηση δεν 

είναι, συνήθως, γνωστή με ακρίβεια. Μια Λογική μέθοδος για να 

Λάβουμε υπόψη μας αυτό το γεγονός είναι να εκτιμήσουμε την 

παράμετρο σ και να χρησιμοποιήσουμε τους τύπους (2.11) και (2.35) 

που δίνουν τα συνήθη t και F στατιστικά ελέγχου, αντίστοιχα. Είναι 

προφανές ότι η μέθοδος δεν έχει νόημα από άποψη εκτιμητικής, αφού 

δεν είναι δυνατόν να εκτιμήσουμε μια μη ταυτοποιημένη 

παράμετρο.Όμως, η μέθοδος χρησιμοποιείται για να βελτιώσει το 

μέγεθος των ελέγχων και η επιτυχία ή αποτυχία της στο έργο αυτό 

πρέπει να αποτελέσει το μόνο κριτήριο αξιολόγησης της. Οι έλεγχοι 

που προκύπτουν με αυτόν τον τρόπο είναι τοπικά ακριβείς (locally 

exact) και η διαφορά του πραγματικού από το ονομαστικό τους 

μέγεθος αναμένεται να είναι μικρότερη από την αντίστοιχη διαφορά 

των ασυμπτωτικών μορφών αυτών των ελέγχων. 

5.a ΤΟ ΥΠΟΔΕΙΓΜΑ 

θεωρούμε ένα σύστημα k εΐισώσεων 

Υ = ΖΒ + U, (5.1) 

όπου Υ, Ζ είναι οι Txk, Txm μήτρες των παρατηρήσεων των ενδογενών 

και εξωγενών μεταβλητών, αντίστοιχα, και οι γραμμές της Txk μήτρας 

των διαταρακτικών όρων U είναι ανεξάρτητα Ν, (Ο,Σ) διανύσματα. Οι 

στήλες, £>. , της mxk μήτρας παραμέτρων Β ικανοποιούν τους 

περιορ ισμούς 

b. = R. β. (i = 1 k) , (5.2) 

όπου R. είναι μια mxn. γνωστή μήτρα και β. είναι ένα n.xl διάνυσμα 

αγνώστων παραμέτρων. 

Ορίζουμε την kmxn μήτρα R και το nxl (n = £ . _ n. ) διάνυσμα 

β ως 
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R - [(5..R). . . ] , β = [(0.). . ] , (5.3) 

όπου δ., είναι το δέλτα του Kronecker. Διανυσματόζοντας την (5.1) 

βρίσκουμε 

y = Χβ + u, (5.4) 

όπου 

y = vec(Y), u = vec(U), Χ = (I.«Z)R. (5.5) 

H TkxTk μήτρα 

Ω = [E(uu')]
-1
" = Σ

-1
β>Ι

τ
 (5.6) 

είναι συνάρτηση του k xl διανύσματος 

-ι k 2 

γ = ν β σ ( Σ ) e θ = R* - V, ( 5 . 7 ) 
ν 2 

όπου V ε ί ν α ι ο υποχώρος τ ο υ R σ τ ο ν ο π ο ί ο η μ ή τ ρ α Σ δ ε ν ε ί ν α ι 

θ ε τ ι κ ά ο ρ ι σ μ έ ν η . 

Γ ε ν ι κ ά , τ ο δ ι ά ν υ σ μ α γ ε κ τ ι μ ά τ α ι από τ η ν σχέση 
γ = vec[(Y-ZB) ' ( Υ - Ζ Β ) / Τ ] " " \ ( 5 . 8 ) 

όπου Β είναι κάβε συνεπής εκτιμητής της μήτρας Β. Οι εκτιμητές της 

μήτρας Β που χρησιμοποιούνται συχνότερα στην εφαρμοσμένη έρευνα 

είναι οι ακόλουθοι: 

(i) 0 εκτιμητής ελαχίστων τετραγώνων χωρίς περιορισμούς (UL) 

B
u u
 - (Ζ'Ζ)

_±
ΖΎ. (5.9) 

( ϋ ) 0 ε κ τ ι μ η τ ή ς ε λ α χ ί σ τ ω ν τ ε τ ρ α γ ώ ν ω ν με π ε ρ ι ο ρ ι σ μ ο ύ ς (RL) 

v e c ( B ) = R ( X ' X ) _ 1 X ' y . ( 5 . 1 0 ) 
R L 

(ili) Ο εκτιμητής των γενικευμένων ελαχίστων τετραγώνων (GL) 

vec(B ) - R(X*S2X)_±X*ßy, (5.11) 

GL 

όπου 2 είναι ο RL ή ο GL εκτιμητής της μήτρας 2. 

(iv) 0 επαναληπτικός εκτιμητής των γενικευμένων ελαχίστων 

τετραγώνων (IG), Β , ο οποίος προκύπτει από την επαναληπτική 

χρησιμοποίηση της εκτιμητικής διαδικασίας με την μέθοδο των 

γενικευμένων ελαχίστων τετραγώνων (GLS). 

(ν) Ο εκτιμητής μεγίστης πιθανοφάνειας (ML), Β , για τον οποίον ο 

Dhrymes (1971) έδειΊε ότι προκύπτει αν επαναλάβουμε την GLS 

εκτιμητική διαδικασία μέχρι να συγκλίνει. 
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Αποδεικνύεται ότι OL συνθήκες κανονικότητας του Κεφαλαίου 2 

ικανοποιούνται για όλους τους ανωτέρω εκτιμητές, υπό την 

προϋπόθεση ότι οι μήτρες 

Α = Χ'ΩΧ/Τ, Γ = Ζ'Ζ/Τ (5.12) 

συγκλίνουν σε μη ιδιάζουσες μήτρες, καθώς το Τ »οο. 

Επιμερίζουμε τις nxn μήτρες 

G = Α
-1
, Ρ = GQG (5.13) 

σε k n.xn. υπομήτρες G.. και P.. (ί, j = l,...,k). Επίσης 
ι- J Lj >-J 

ορίζουμε τις n.xn. μήτρες 
** J 

Β.. - X.'X./T, Β.,,. = Β.,G, Β,. ( i , j , k , 1 = 1 k) , ( 5 . 1 4 ) 

LJ τ. j L k l j Lk k l Lj 

όπου 

X. = ZR. ( 5 . 1 5 ) 
L λ. 

είναι η Txn. μήτρα των παλινδρομητών (regressors) στην i-εΐίσωση. 

Επιπλέον, για οποιουσδήποτε δείκτες ί, j (i, j = 1,...,k) 

ορίζουμε τον σύνθετο δείκτη 

(ij) = ί + k(j-l) ((ij) = 1 k
2
) . (5.16) 

Προφανώς το γ.., δηλαδή το (ij)-στοιχείο του διανύσματος γ, 

ισούται με το (i,j)-στοιχείο της μήτρας Σ 

5. 3 ΔΙ ΟΡΘΏΣΕΙΣ ΤΟΥ ΜΕΓΕΘΟΥΣ ΤΩΝ t ΚΑΙ F ΕΛΕΓΧΩΝ 

Όταν ο αριθμός των εΐισωσεων είναι μεγάλος, ο υπολογισμός των 

διανυσμάτων 1 και e και των μητρών L, C και D από τους ορισμούς 

(2.12), (2.13), (2.14), (2.28) και (2.29) είναι αρκετά πολύπλοκος 

και είναι προτιμότερο να χρησιμοποιούμε τους τύπους που δίνονται 

στις ακόλουθες προτάσεις. 
2 2 2 

ΠΡΟΤΑΣΗ 5 . 1 ; Tex CTCOLXS ία τοχ> k x l όιανύαματο-Β. 1 «cti. r-rçs k xk 

μ-ήτραζ L, ποχ> ορίσ&ηααν crcT)v C2. 12D , μτιορο-òv να χ>τιο\ογLCT&O-ÒV από 

rovs T-ônox>s 
k k 

1 .. = Σ Σ h ' G .Β. .G. h , 
<LJ> " *-• « oa. L J j j 8 o 

« • 1 ( 9 - 1 

( 5 . 1 7 ) 
k k 

1 ., ,. = σ,,Ι .. - 2 Ε Σ h ' G .Β. G. h , 
a k x l j ) k l <LJ> " " n o . Lklj 3 β β 

« χ - 1 β » 1 

αχ>τ tcrcoLxo^ όπον h = e / ( e ' G è ) > h είναι το X>UOÓLάνυσμα τοχ> 
cu 
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ÓLανύσματος h» το οποίο αντιστοιχεί orovs περιορισμο-ύζ τηΞ 

α-εξ ίσωΰτηζ «αι. σ. . .eivat. το ( i , j ) -crrot.̂ £Îo T7)s μήτρας Σ- 'O/joLct, τα 
2 2 2 

oroi . ;£,e£a τ ο υ k x l δ ί α ν ό σ μ α τ ο ε c «oti. τ ω ν k xk μητρών C « a t D> nox> 

ο ρ ί ί ϊ θ η σ α ^ στην C 2 . 2 8 D » μπορο-ύν να χιποΚογισθοΰν α π ό T O U S T Î Î T O U S 

C . . - t r ( B . .P.. ) , 

c , , . = o , , c . . - 2 t r ( B . P . ) , ( 5 .18 ) 

d = t r ( B Ρ Β Ρ ) / 2 , 

akxl j) ik kl Lj jt 

α ν τ ίστοιχα.. 

Στην εφαρμοσμένη οικονομετρική έρευνα σπάνια ελέγχονται 

περιορισμοί που αναφέρονται σε περισσότερες από μίαν εξισώσεις 

ενός οικονομετρικού συστήματος (cross-equation restrictions). Αν 

υποθέσουμε ότι οι προς έλεγχον περιορισμοί αναφέρονται σε μια 

μόνον εΐίσωση, έστω την πρώτη, οι υποθέσεις (2.10) Kau (2.26) 

μπορούν να γραφούν ως 

e'ß - e = 0 
1 1 ο 

Kau (5.19) 

H B - h = 0, 
11 1 

αντίστοιχα, όπου β είναι ou διαρθρωτικές παράμετροι της πρώτης 

εξίσωσης, ou οποίες δεν υπόκεινται σε περιορισμούς. Σε μιαν τέτοια 

περίπτωση είναι δυνατόν να επιτύχουμε σημαντικές απλοποίησεις, οι 

οποίες συνοψίζονται στην πρόταση που ακολουθεί. 

ΠΡΟΤΑΣΗ 5. 2: Αν OL npos έΧεγχον χ>πο&έσεLS πάρουν τιην μορφ-ή C5.19D, 

OL τ-ύποί CS. 175 μπορο-ύν va γραφο-ôv cos 
1 . . = e'G .Β. .G. e* 
<ij> * I L j-j jl * 

1 ... . = a , 1 .. - 2e'G .B.,,.G. e
t 

akxLj) kl aj> * lv tklj j l * 

( 5 . 2 0 ) 

1 / 2 
όποχ> Q. = e / ( e ' G e ) . Ε π ι π λ έ ο ν , e r r o r s T-ÓTTOVS C5 .18D Τ) μήτρα. 

" 1 1 1 1 1 

P.. μπορεί να αντ L χατ αστ α&ε i από την μ'ήτρα 

ρ1 =α Ή ' e w G wf ' "» ~Ητ Q e 5 2 1 "> 
* i j ~ i . i " n ' " n l l " l l ' " l l ~ l j " v - . - - , 

Αυτό που απομένει είναι ο υπολογισμός των παραμέτρων (2.8), 

οι οποίες μπορούν να εκφραστούν σε όρους της kxk μήτρας 
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Δ = l i m T E [ ( B - B ) ' Γ ( Β - Β ) ] (I = U L , RL, GL, IG, ML) ( 5 . 2 2 ) 
Τ »00 

2 2 

KŒU σε όρους τ η ς k xk μ ή τ ρ α ς Ν, τ η ς ο π ο ί α ς τ ο 
( ( i j ) , ( k l ) ) - σ τ ο ι χ ε ί ο ε ί ν α ι 

ν . , . . = σ.,σ., + σ.,σ., ( i , j , k , 1 = l , . . . , k ) , ( 5 . 2 3 ) 
<i.j><kL> i.k j l vL j k 

όπου σ. . ε ( ν α ι τ ο ( i , j ) - σ τ ο ί χ ε ί ο τ η ς μ ή τ ρ α ς Σ. 

ΠΡΟΤΑΣΗ 5. 3: Κάτω ano T L S νπο&έσεIS α-υτο-ύ τον xsφαΧαίοχ>, οι 

ηαρό\μετ ρο ι C2.8D, ^(.α «ώθ<£ &κτ ι.μτ}τ-ή τοχ> γ από τ~ην C5.8D με Β = Β 

(Ι = UL, RL, GL, IG, ML) , μηορο-òv να -νπο\ογ ισ&α-ον ano TOTJS τ-ónovs 

Λ = (Σ~±®Σ~1)Ν(Σ~±®Σ~1) , λ = 0, AQ = 0, 

μ = ν β ο [ - Σ 1 Δ Σ 1 + (m+k + Ό Σ 1 ] , ( 5 . 2 4 ) 

μ ο = t r p ( Δ ^ - Δ ^ / k + n/k = t r [ (Ν^-Μ^) Σ] /k + n / k , 

ώηοχ> 

Μχ = (m+k + l ) Σ 4 - Σ ' ^ Σ \ 

Μ = (m+k + Ι Ι Σ * - Σ ' ί . Σ ± 

GL GL 
( 5 . 2 5 ) 

Δ = 0, Δ = | f ( t r ( B . 1 B . .Β.*Β„ )-n.-n.+m) σ.."1. . 

Δ = Δ = Δ - πιΣ - f ( t r ( G . Β..) ) . . , ] -
GL IG ML L i j Ji u , j= i , . . . J<-l 

Χρησιμοποιώντας τις Προτάσεις 5.1 (ή 5.2) Kau 5.3 είναι 

εύκολο να υπολογίσουμε τις παραμέτρους (2.16), (2.31) και (2.37) 

των Korea Edgeworth και κατά Cornish-Fisher αναπτυγμάτων για την 

περίπτωση ενός οικονομετρικού συστήματος φαινομενικά ασυσχέτιστών 

παλινδρομήσεων. Φυσικά, στην εφαρμοσμένη έρευνα η μήτρα Σ και τα 

στοιχεία της, σ.. (i, j = l,...,k), πρέπει να αντικατασταθούν από 

τους αντίστοιχους εκτιμητές. 

5. 4 ΤΕΛΙΚΕΣ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ 

Τελειώνοντας αυτό το κεφάλαιο κρίνουμε αναγκαίο να αναφέρουμε 

μερικές τελικές παρατηρήσεις. 

Έχουμε, ήδη, επισημάνει ότι, στην περίπτωση του υποδείγματος 

φαινομενικά ασυσχέτιστών παλινδρομήσεων οι παράμετροι σ και γ δεν 
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είναι, γενικά, ταυτόχρονα ταυτοποιημένες. Το ίδιο ακριβώς 

συμβαίνει, και. στην περίπτωση του γραμμικού υποδείγματος με 

ετεροσκεδαστικό στοχαστικό όρο. Επιπλέον, και τα δύο ανωτέρω 

οικονομετρικό; υποδείγματα είναι ειδικές περιπτώσεις του 

γενικευμένου γραμμικού υποδείγματος. Είναι, Λοιπόν, Λογικό να 

αναμένουμε ότι π ποιότητα των διαφόρων διορθώσεων του μεγέθους των 

t και F ελέγχων Θα είναι παρόμοια και για τα δύο προαναφερθέντα 

οικονομετρικά υποδείγματα. Αυτός είναι ο λόγος για τον οποίο δεν 

μελετήσαμε πειραματικά την απόδοση των διαφόρων μορφών των ελέγχων 

t και F γ ια την περίπτωση τô J συστήμοτυος φαινομενικά ασυσχέτιστών 

παλινδρομήσεων. 

Στην εφαρμοσμένη έρευνα, η χρήση των κατά Cornish-Fisher 

διορθώσεων, όπως ε'ξε ιδικεύθησαν με βάση τα αποτελέσματα των 

'Προτάσεων 5.1 (ή 5.2) και 5.3, είναι πάρα πολύ απλή. Από την 

στιγμή που θα υπολογισθούν, τα κατά Cornish-Fisher διορθωμένα 

στατιστικά μπορούν να χρησιμοποιηθούν ακριβώς όπως τα αντίστοιχα 

συνήθη στατιστικά του κλασσικού γραμμικού υποδείγματος. Τα ίδια 

ισχύουν και για τα κατά Edgeworth διορθωμένα χωρία εμπιστοσύνης, 

όπως αυτά μπορούν να εΐειδικευθούν με βάση τις προτάσεις που 

παρουσιάστηκαν σε αυτό το κεφάλαιο. Επομένως, μπορούμε να 

αναμένουμε ότι οι ανωτέρω διορθώσεις μπορούν να γίνουν ένα χρήσιμο 

εργαλείο της εφαρμοσμένης στατιστικής και οικονομετρικής έρευνας, 

στα πΛαίσια των S.U.R. υποδειγμάτων. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6 

ΕΛΕΓΧΟΣ ΤΗΣ ΕΞΩΓΕΝΕΙΑΣ ΤΩΝ ΒΟΗΘΗΤΙΚΩΝ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ 

ΕΝΟΣ ΟΙΚΟΝΟΜΕΤΡΙΚΟΥ ΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ 

6.1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

Η μέθοδος των Βοηθητικών Μεταβλητών (Instrumental Variables) 

είναι πολύ σημαντική" για την εκτίμηση των παραμέτρων στοχαστικών 

εξισώσεων, οποτεδήποτε μερικές η" όλες οι ερμηνευτικές μεταβλητές 

συσχετίζονται με τους διαταρακτικούς όρους. Κατά την εφαρμογή της 

μεθόδου, δύο σημαντικά και ενδιαφέροντα θέματα τίθενται προς 

έρευνα: (α) κατά πόσον οι επιλεγείσες βοηθητικές μεταβλητές είναι 

"εξωγενείς" ("exogenous"), δηλαδή ανεξάρτητες από τους 

στοχαστικούς όρους της εξίσωσης και (β) κατά πόσον το διαθέσιμο 

σύνολο των βοηθητικών μεταβλητών χρησιμοποιείται "αποτελεσματικά" 

("efficiently"). Το ζήτημα της αποτελεσματικής χρησιμοποίησης των 

βοηθητικών μεταβλητών έχει λυθεί τελειωτικά από τους Durbin 

(1954), Sargan (1958), (1959) και Hansen (1982). Το θέμα της 

"εξωγένειας" ("exogeneity") των βοηθητικών μεταβλητών έχει 

εξετασθεί. κυρίως στην ειδική περίπτωση κατά την οποία το 

θεωρούμενο υποσύνολο των βοηθητικών μεταβλητών είναι επίσης και 

υποσύνολο του συνόλου των ερμηνευτικών μεταβλητών της εξίσωσης. Το 

πρόβλημα του ελέγχου της "ορθογωνιότητας" ("orthogonality") των 

παλινδρομητών (regressors) προς τους διαταρακτικούς όρους έχει 

ερευνηθεί εκτενώς από πολλούς ερευνητές, σημαντικότεροι των οποίων 

είναι οι Revankar και Hartley (1973), Wu (1973), (1974), Hausman 

(1978), Revankar (1978), Hwang (1980), Richard (1980), Engle 

(1982), Holly (1982a), (1982b) και Smith (1983). 

Είναι σχετικά μικρότερη η ερευνητική προσπάθεια που αφιερώ­

θηκε στην γενική περίπτωση του ελέγχου της ορθογωνιότητας των 

διαταρακτικών όρων προς ένα υποσύνολο των βοηθητικών μεταβλητών, 

οι οποίες ενεδέχεται να περιλαμβάνονται ή όχι στην εξίσωση 

παλινδρόμησης. Εξετάζοντας αυτήν την περίπτωση οι Hausman και 

Taylor (1981) πρότειναν ένα γενικευμένο έλεγχο εξειδίκευσης και ο 

Newey (1985) έναν έλεγχο εξειδίκευοης με την γενικευμένη μέθοδο 

των ροπών (generalised method of moments). 

Σε αυτό το κεφάλαιο αναπτύσσονται έλεγχοι της ορθογωνιότητας 

των βοηθητικών μεταβλητών μιας υπερταυτοποιημένης (overidentified) 
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διαρθρωτικής εξίσωσης ενός οικονομετρικού συστήματος. Συνήθως, η 

ορθογωνιότητα των βοηθητικών μεταβλητών προς τους διαταρακτικούς 

όρους είναι, αποτέλεσμα της εξωγένειας των βοηθητικών μεταβλητών. 

Αυτός είναι ο Λόγος για τον οποίον οι όροι "ορθογωνιότητα" και 

"εξωγένε ια" χρησιμοποιούνται ως ταυτόσημοι σε αυτήν την διατριβή. 

Χρησιμοποιώντας συμβατικές μεθόδους με περιορισμένες 

πληροφορίες (limited information methods) είναι εύκολο να πάρουμε 

το κριτήριο του λόγου πιθανοφανειών (likelyhood ratio (LR)) (βλ. 

Anderson and Rubin (1949)) για τον έλεγχο των υπερταυτοποιητικών 

διαρθρωτικών περιορισμών (overidentifying structural restrictions) 

μιας εξίσωσης ενός οικονομετρικού συστήματος και δύο χρήσιμες 

γραμμικοποιήσεις του. Η πρώτη είναι το κριτήριο "υπερταυτοποίησης" 

("overidentifiabi1ity" test) (βλ. Anderson and Rubin (1949)), που 

είναι ένα ασυμπτωτικα ισοδύναμο κριτήριο μικρού δείγματος. Η 

δεύτερη είναι το κριτήριο κακής εξειδίκευσης (misspecification 

test) του Sargan (1958) που. όπως απέδειξε ο Μαγδαληνός (1988), 

ελέγχει τους υπερταυτοπο ιητ ι κο\5ς περιορισμούς με βάση την αρχή των 

πολλαπλασιαστών Lagrange (Lagrange multiplier principle). 

Αποδεικνύται ότι τα τρία ανωτέρω κριτήρια έχουν, με ακρίβεια 

τρίτης τάξης προσέγγισης, την ίδια συνάρτηση τοπικής ισχύος (local 

power function) (βλ. Μαγδαληνός (1988)). Τα ανωτέρω κριτήρια 

μπορούν να γενικευθούν αν, αντί του εκτιμητή μεγίστης 

πιθανοφανειας με περιορισμένες πληροφορίες (LIML), χρησιμοποιηθεί 

οποιοσδήποτε άλλος ασυμπτωτικα ισοδύναμος εκτιμητής. 

Οι κατά μέγεθος διορθωμένοι έλεγχοι των Anderson, Rubin και 

Sargan είναι ασυμπτωτικα αδιάκριτοι (asymptotically indistinguish­

able) , δηλαδή έχουν το ίδιο πρώτης τάξης (first order) μέγεθος 

(size) και την ίδια πρώτης τάξης συνάρτηση τοπικής ισχύος. 

Επομένως, για να μελετήσουμε την σχετική απόδοση αυτών των 

ελέγχων, χρειαζόμαστε εκλεπτυσμένες (refined) ασυμπτωτικές 

μεθόδους που χρησιμοποιούν ανώτερης τάξης ασυμπτωτικές 

προσεγγίσεις του μεγέθους και της συνάρτησης τοπικής ισχύος τους. 

Ωστόσο, η παραδοσιακή προσέγγιση με ανάπτυξη του στατιστικού του 

ελέγχου σε μια σειρά τύπου Nagar (1959) οδηγεί σε υπερβολικά 

περίπλοκα αναπτύγματα. Σημαντικές απλοποιήσεις προκύπτουν με την 

χρήση υπό συνθήκην (conditional) αναπτυγμάτων ως προς όλες τις 
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στοχαστικές ποσότητες του -υποδείγματος που είναι ανεξάρτητες αηό 

τους διαταρακτικούς όρους της εξίσωσης. Τότε οι όροι του 

αναπτύγματος είναι πολυώνυμα του στοχαστικού όρου της εξίσωσης με 

συντελεστές ανεξάρτητους από αυτόν τον στοχαστικό όρο. Τέτοια 

αναπτύγματα οδηγούν, υπό κανονικές συνθήκες, σε προσεγγίσεις κατά 

Edgeworth της αντίστοιχης υπό συνθήκην συνάρτησης κατανομής του 

στατιστικού του ελέγχου (βλ. Michel (1979)). Όμως, στην περίπτωση 

που εξετάζουμε σε αυτό το κεφάλαιο, μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε 

το σχετικά απλό ανάπτυγμα της υπό συνθήκην χαρακτηριστικής 

συνάρτησης για να πάρουμε ένα ανάπτυγμα της μη δεσμευμένης 

(unconditional) χαρακτηριστικής συνάρτησης και, κατά συνέπειαν, 

ένα ανάπτυγμα κατά Edgeworth της μη δεσμευμένης συνάρτησης 

κατανομής του στατιστικού του ελέγχου. Μια: παρόμοια τεχνική 

χρησιμοποιήθηκε από τον Phillips (1977b). 

0 Sargan ((1958), σελ. 404) βεβαιώνει ότι το κριτήριο που 

εισηγείται "ελέγχει την υπόθεση ότι υφίσταται μια σχέση μεταξύ των 

προτεινομένων μεταβλητών και του καταλοίπου που είναι ανεξάρτητο 

από όλες τις βοηθητικές μεταβλητές". Η ανωτέρω ερμηνεία είναι 

φυσική, αν ληφθεί υπόψην ότι το κριτήριο του Sargan είναι ειδική 

περίπτωση του κριτηρίου του Hansen ((1982), σελ. 1049) για τον 

έλεγχο των υπερταυτοποιητικών συνθηκών ορθογωνιότητας (ortho­

gonality conditions). Επιπλέον, η ερμηνεία αυτή μπορεί να Θεωρηθεί 

έγκυρη και για τα κριτήρια LR και υπερταυτοποίησης, λόγω της 

ασυμπτωτικής ισοδυναμίας αυτών των δύο κριτηρίων προς το κριτήριο 

του Sargan. 

Από αυτήν την ερμηνεία ανακύπτουν πολλά ενδιαφέροντα 

ερωτήματα. Το πρώτο σχετίζεται με το κατά πόσον οι έλεγχοι των 

Anderson, Ruhin και Sargan είναι συνεπείς κάτω από την εναλλακτική 

υπόθεση των αναληθών (false) συνθηκών ορθογωνιότητας των 

βοηθητικών μεταβλητών. Αυτό που αναμένουμε διαισθητικά είναι ότι 

μόνον υπερταυτοποιητικές συνθήκες ορθογωνιότητας μπορούν να 

ελεγχθο\Ίν, αν και στην πράξη δεν γνωρίζουμε ποιοί περιορισμοί 

ταυτοποιούν και ποιοί υπερταυτοποιούν την εξίσωση. Στην συνέχεια 

θα χρησιμοποιήσουμε την πρώτης τάξης τοπική ισχύ του κριτηρίου για 

να τυποποιήσουμε την επαγόμενη ελεγχόμενη υπόθεση (implicit null 

hypothesis) του ελέγχου, δηλαδή την υπόθεση της οποίας κάθε 
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εναλλακτική οδηγεί σε συνεπείς ελέγχους. Το δεύτερο ερώτημα είναι 

σχετικό με την δυνατότητα σύγκρισης της απόδοσης των ελέγχων των 

Anderson, Rubin και, Sargan κόπτω από τις- δύο εναλλακτικές 

υποθέσεις, δηλαδή, κάτω από την υπόθεση των αναληθών διαρθρωτικών 

περιορισμών και, την υπόθεση των αναληθών συνθηκών ορθογων ιότητας. 

θα δείξουμε ότι, με ακρίβεια δεύτερης τάξης (second order) 

προσέγγισης, ou έλεγχοι, των διαρθρωτικών περιορισμών είναι 

μεροληπτικοί σε ένα υποσύνολο του παραμετρικού χώρου, ενώ οι 

έλεγχοι των συνθηκών ορθογωνιότητας είναι αμερόληπτοι. Το τρίτο 

ερώτημα σχετίζεται με το κατά πόσον κάποιος από τους ελέγχους των 

Anderson, Rubin και Sargan είναι ισχυρότερος από τους άλλους 

έναντι της εναλλακτικής υπόθεσης των αναληθών συνθηκών 

ορθογωνιότητας. Αποδεικνύεται ότι η τρίτης τάίης (third order) 

τοπική ισχύς όλων των κατά μέγεθος διορθωμένων ανωτέρω ελέγχων 

είναι η ίδια και ότι δεν εξαρτάται από τον συγκεκριμένο εκτιμητή 

με περιορισμένες πληροφορίες που χρησιμοποιήθηκε για τον 

υπολογισμό του αντιστοίχου στατιστικού. 

Όταν το μέγεθος του χρησιμοποιουμένου δείγματος είναι μικρό 

δημιουργούνται σοβαρά προβλήματα, διότι σε αυτήν την περίπτωση το 

πραγματικό μέγεθος ενός ελέγχου διαφέρει σημαντικά από το 

ονομαστικό του μέγεθος, γεγονός που ενδέχεται να οδηγήσει σε 

εσφαλμένα συμπεράσματα. Για αυτόν τον λόγο στο παρόν κεφάλαιο 

αναπτύσσονται, επιπλέον, αναλυτικοί τύποι για τις κατά Edgeworth 

και κατά Cornish-Fisher διορθώσεις του μεγέθους των προτεινομένων 

ελέγχων εξωγένειας των βοηθητικών μεταβλητών. Η φύση και η 

συγκριτική αξιολόγηση των κατά Edgeworth και κατά Cornish-Fisher 

διορθώσεων καθώς και το πρόβλημα της χρησιμοποίησης της 

ασυμπτωτικής ή της ακριβούς (exact) μορφής του ελέγχου είναι 

"ζητήματα που έχουν συζητηθεί στο Κεφάλαιο 1. Καταβλήθηκε ιδιαίτερη 

προσπάθεια έτσι ώστε οι ανωτέρω διορθώσεις να επιτυγχάνονται με 

την χρήση απλών λειτουργικών τύπων, στηριζόμενων, όσο αυτό είναι 

δυνατό, σε ποσότητες που έχουν ήδη υπολογισθεί κατά την εκτιμητική 

διαδικασία. 

Παρά το γεγονός ότι οι κατά Edgeworth και κατά Cornish-Fisher 
—3/2 

μέθοδοι διόρθωσης έχουν και οι δύο ένα σφάλμα τάξης 0(Τ ), σε 

πεπερασμένα δείγματα το σφάλμα των δύο μεθόδων διόρθωσης μπορεί να 
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διαφέρει σημαντικά. Για αυτόν τον λόγο πραγματοποιήσαμε 

Monte Carlo πειράματα για να διερευνήσουμε την απόδοση των 

προτεινομένων ελέγχων εξωγένειας των βοηθητικών μεταβλητών και των 

εναλλακτικών μεθόδων διόρθωσης του μεγέθους τους. 

6. 2 ΤΟ ΥΠΟΔΕΙΓΜΑ 

θεωρούμε την ακόλουθη απλή" διαρθρωτική εξίσωση 

y = Υβ + ou, (6.1) 

όπου y είναι το Τχΐ διάνυσμα των παρατηρήσεων της εξαρτημένης 

ενδογενούς μεταβλητής, Υ είναι η Τχη μήτρα των παλινδρομητών 

(regressors) της εξίσωσης, β είναι το nxl διάνυσμα των αγνώστων 

παραμέτρων της εΊ'σωσης και συ (σ > 0) είναι το Τχΐ διάνυσμα των 

διαταρακτικών όρων. Επιπλέον, θεωρούμε την Txm (m > n) μήτρα Η του 

συνόλου των βοηθητικών μεταβλητών (instruments) του συστήματος. 

Συνεπώς, ο "βαθμός υπερταυτοποίησης" ("degree of overidentifi-

cation") της εξίσωσης (6.1), έστω 1 = m-n, είναι μεγαλύτερος από 

το μηδέν. Υποθέτουμε ότι οι γραμμές της μήτρας (u:Y:H) είναι 

ανεξάρτητα Ν(μ',Σ) διανύσματα, όπου 

μ^ = [0, E(y
t
') , E(h

t
')], Σ = 

1 

q 

Ρ 

q ' 

e 
R 

Ρ ' 

R' 

Ω 

(6.2) 

όπου γ' και h' είναι οι t-γραμμές των μητρών Υ και Η, αντίστοιχα, 

και q, ρ, C, R, Q είναι, αντίστοιχα, nxl, mxl, nxn, mxn, mxm 

σταθερά διανύσματα και σταθερές μήτρες. 

Η ανωτέρω υπόθεση ικανοποιείται αν η (6.1) είναι μια 

διαρθρωτική εξίσωση από ένα οικονομετρικό σύστημα για το οποίο 

ισχύουν οι "κλασσικές υποθέσεις", δηλαδή έχει κανονικούς (normal) 

διαταρακτικούς όρους και ενδογενείς μεταβλητές χωρίς χρονική 

υστέρηση (no lagged endogenous variables). 

Ορίζουμε τις Τχη και Txm μήτρες 

Χ == Y - uq', Ζ = Η - up', (6.3) 

αντίστοιχα, οι οποίες είναι ασυσχέτιστες με (και συνεπώς 

ανεξάρτητες από) το διάνυσμα u. Έστω 

Χ = Χ + V , Ζ = Ζ + W , (6.4) 

ο ο 
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όπο-υ Χ , Ζ είναι χα μή στοχαστικά (non-stochastic) και. V, W είναι 
ο ο 

τα στοχαστικά (stochastic) μέρη των μητρών Χ. Ζ, αντίστοιχα. Από 

τους ορεσμούς(6.2). (6.3) και (6.4) έπεται ότι 

Χ = Ε(Χ) = Ε(Υ), Ζ = Ε(Ζ) = Ε(Η) . (6.5) 

ο ο 

Είναι εύκολο να δειχθεί ότι οι γραμμές της μήτρας (V-.W) είναι 

ανεξάρτητα Ν(0,Σ ) διανύσματα, όπου 0 είναι το μηδενικό διάνυσμα 
ο και 

C-qq' R'-qp' 
Σ = 
ο 

R-pq' Q-pp ' 

C R' 
ο ο 

R Q ο ο J 

(6.6) 

όπου C , R , Q είναι nxn, mxn, mxm σταθερές μήτρες, αντίστοιχα. 
ο ο ο 

Υποθέτουμε ότι οι μήτρες Ζ'Ζ/Τ, Ζ'Χ/Τ έχουν πλήρη στηλοβαθμό 

(column rank) και ότι, καθώς το Τ »co, συγκλίνουν σε πεπερασμένες 

μήτρες που έχουν πλήρη στηλοβαθμό. Επίσης, υποθέτουμε ότι η μήτρα 

Χ'Χ/Τ παραμένει φραγμένη, καθώς το Τ »<χ>, δηλαδή Χ'Χ/Τ=0 (1) . 
ρ 

Οι υποθέσεις της προηγουμένης παραγράφου συνεπάγονται τις 

συνθήκες βαθμού (rank conditions) για την ταυτοποίηση της ε sίσωσης 

(6.1) με την χρησιμοποίηση του συνόλου των βοηθητικών μεταβλητών 

του συστήματος. Ωστόσο, οι υποθέσεις αυτές είναι πολύ πιο γενικές. 

Διότι δεν υποθέτουμε καμία σχέση μεταξύ των εξωγενών μεταβλητών 

που ενδεχομένως περιλαμβάνονται στην εξίσωση και των υπολοίπων, μη 

περιλαμβανομένων, εξωγενών μεταβλητών· του συστήματος. Αυτό 

σημαίνει ότι είναι επιτρεπτή η ύπαρξη εναλλακτικών υποδειγμάτων 

ανηγμένης μορφής (reduced form models) στα οποία οι ενδογενείς 

μεταβλητές καθορίζονται από διαφορετικά υποσύνολα του συνόλου των 

εξωγενών μεταβλητών, κάτι που συμβαίνει συχνά σε υποδείγματα ορθο­

λογικών προσδοκιών (rational expectations models) (βλ. Turkington 

(1985)). Επιπλέον, οι βοηθητικές μεταβλητές οεν υποτίθενται ότι 

είναι αποτελεσματικές (efficient) και συνεπώς η ανάλυση που 

ακολουθεί περιλαμβάνει και τις περιπτώσεις υποδειγμάτων με "λάθη 

στις μεταβλητές" ("errors in variables") καθώς και την περίπτωση 

εκτιμητών που χρησιμοποιούν ως βοηθητικές μεταβλητές ένα υποσύνολο 

των προκαθορισμένων μεταβλητών, ή ένα υποσύνολο των κυρίων 

συνιστωσών (principal components) τους, ή κάποιο συνδυασμό 

προκαθορισμένων μεταβλητών και κυρίων συνιστωσών (βλ. Kloek and 

Mennes (I960)). Επειδή σε τέτοια υποδείγματα η υπόθεση της ύπαρξης 
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άριστων βοηθητικών μεταβλητών (optimal instruments) είναι, συχνά μη 

ρεαλιστική, ou υποθέσεις του υποδείγματος μας είναι- απολύτως 

συμβιβαστές με τις συνήθεις οικονομετρικές εξειδικεύσεις. 

Για να απλοποιήσουμε τον συμβολισμό, δεν υποθέτουμε ρητά ότι 

μερικοί παλινδρομητές στην (6.1) είναι εξωγενείς μεταβλητές, 

δηλαδή ότι μερικές στήλες της μήτρας Υ μπορεί να ανήκουν και στην 

μήτρα Η. Αυτή η εξειδίκευση μπορεί να συμπεριληφθεί στο υπόδειγμα: 

μας με την χρήση του κατάλληλου ορισμού της μήτρας Σ. Π.χ., 

ορισμένα στοιχεία των διανυσμάτων ρ και q και τα αντίστοιχα 

στοιχεία των μήτρων C και Q θα πρέπει να είναι ίσα. 

Για κάθε μήτρα Ω συμβολίζουμε με £(Ω) , Ν(Ω) τον χώρο που 

δημιουργείται από τις στήλες της μήτρας Ω και το ορθογώνιο 

συμπλήρωμα του, αντίστοιχα (βλ. Seber (1980), σελ. 2). Επιπλέον, 

συμβολίζουμε με Ρ , Ρ τους ορθογώνιους προβολικούς τελεστές στους 

χώρους £(Ω) και Α/(Ω) , αντίστοιχα. 

Οι βοηθητικές μεταβλητές είναι εξωγενείς αν και μόνον αν 

ισχύει η (μηδενική) υπόθεση 

Η : ρ = 0. ' (6.7) 

ο 

Στην συνέχεια αυτού του τμήματος θα μελετήσουμε την συνάρτηση 

κατανομής των στατιστικών που μπορούν να χρησιμοποιηθούν για να 

ελεγχθεί η υπόθεση (6.7) έναντι της ακολουθίας των τοπικών 

εναλλακτικών υποθέσεων (local alternatives) 

Η : Ρ = τδ, (6.8) 

όπου τ = 1/-ΓΤ είναι η "ασυμπτωτική κλίμακα" ("asymptotic scale") 

των αναπτυγμάτων μας και δ είναι ένα σταθερό mxl διάνυσμα. 

Ακολουθώντας τους Anderson και Rubin (1949), μπορούμε να 

δείξουμε ότι το κριτήριο του λόγου πιθανοφανειών (likelyhood ratio 

(LR) test) για τον έλεγχο της εξωγένειας των βοηθητικών μεταβλητών 

(δηλαδή της υπόθεσης (6.7)) είναι 

LR = Tlogλ(ß), (6.9) 

όπου 

λ(0) = u'u/u'P u, u = γ - Υβ, (6.10) 

και β είναι ο εκτιμητής μεγίστης πιθανοφανειας με περιορισμένες 

πληροφορίες (LIML) του β, αν χρησιμοποιηθεί το πλήρες σύνολο των 
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βοηθητ ικών μεταβ Λητών . 

Δύο ποΛύ χρήσιμες γραμμ ικοποιήσε ις του στατιστικού (6.9) 

είναι το . .στατιστικό υπερταυτοποίησης (ΒΛ. Anderson and Rubin 

(1949)) 

u 'P. u 
L = T(M&) - 1) = " (6.11) 

u'P u/T 
Η 

και το στατιστικό του Sargan (1958) 

,", . u'Ρ u 

S = Τ
 Λ ( β )

 ,~
 1
 = χ-^ . (6.12) 

Ά (β) u'u/T 

Γενικεύσεις των ανωτέρω στατιστικών προκύπτουν με 

αντικατάσταση του β από οποιονδήποτε k-τάΐης (k-class) εκτιμητή 

του β, με T(k-l) = 0 (1) . Ά'ξί'ζει να σημειωθεί, ότι, σύμφωνα με την 
ρ 

τυπική (standard) Θεωρία της μεγίστης πιθανοφάνειας, L = 0 (1) 

κάτω και από την Η και από την Η . Το ίδιο είναι σΆηΘές και στην 
Ο 1 

π ε ρ ί π τ ω σ η τ η ς ε κ τ ί μ η σ η ς k — τ ά Ί η ς . Ε π ι π Λ έ ο ν , σ η μ ε ι ώ ν ο υ μ ε ό τ ι 

LR = T logA(ß) = T l o g ( l + T 2 L ) = 

= T [ T 2 L - ( T 2 L ) 2 / 2 + ( T 2 L ) 3 / 3 + . . . ] = 

- T [ T 2 L - T * L 2 / 2 + ω ( τ 0 ) ] = L - T 2 L 2 / 2 + ω (τ*) . ( 6 . 1 3 ) 

Ακόμα, από τ ο Λήμμα Α . 1 ( Ι ) π ρ ο κ ύ π τ ε ι ό τ ι 

S = Τ Λ ( β ) Γ Χ = L = L(l + Λ ) " 1 = 
Λ (β) 1 + T 2 L 

= L [ l - T 2 L + ω ( τ * ) ] = L - T 2 L 2 + ω ( τ 4 ) . ( 6 . 1 4 ) 

Προφανώς, τ α τ ρ ί α σ τ α τ ι σ τ ι κ ά εΛέγχου ( 6 . 9 ) , ( 6 . 1 1 ) κ α ι ( 6 . 1 2 ) 

α ν ή κ ο υ ν στην ο ι κ ο γ έ ν ε ι α 

S(k,j,9<C) = (T-9t)g.(A ) ( j = 0, 1, 2 ) , ( 6 . 1 5 ) 
J k 

ό π ο υ g (χ) = χ - 1, g (χ) = l o g (χ) , g (χ) = 1 - 1/χ. To 5C ε ί ν α ι 
Ο Ι 2 

έ ν α α υ θ α ί ρ ε τ ο βαθμωτό που χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ε ί τ α ι γ ι ο : ν α β ε λ τ ι ώ σ ε ι τ ο 

μ έ γ ε θ ο ς τ ο υ εΛέγχου κ α ι Λ = λ(β ) , όπου Β ε ί ν α ι ο π ο ι ο σ δ ή π ο τ ε 

k - τ ά Ί η ς ε κ τ ι μ η τ ή ς τ ο υ β. Ε ί ν α ι φανερό ό τ ι η ο ι κ ο γ έ ν ε ι α των 

σ τ α τ ι σ τ ι κ ώ ν ( 6 . 1 5 ) α ν τ ι σ τ ο ι χ ε ί σ τ α σ τ α τ ι σ τ ι κ ά L, LR κ α ι S γ ι α 

j = 0, j = 1 κ α ι j = 2, α ν τ ί σ τ ο ι χ α . Π ρ ά γ μ α τ ι , ο ι γ ρ α μ μ ι κ ο π ο ι ή σ ε ι ς 
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(6.11) καυ (6.12) του στατιστικού (6.9) προκύπτουν με την χρήση 

των Taylor αναπτυγμάτων 

log(l+x) = χ - χ
2
/2 + ... (-1 < χ <1), 

log(x) = (χ-1)/χ + ((χ-1)/χ)
2
/2 + ... (χ > 1/2), 

α ν τ ί σ τ ο ι χ α . 

. Χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ώ ν τ α ς τ ι ς ( 6 . 1 3 ) κ α ι ( 6 . 1 4 ) , τ ο σ τ α τ ι σ τ ι κ ό ( 6 . 1 5 ) 

μπορεί, ν α π α ρ α σ τ α θ ε ί ως 

S ( k . j . 9t) - Lk - τ 2 ( ίΚ + j L k / 2 ) L k + ω ( τ * ) , ( 6 . 1 6 ) 

όπου L ε ί ν α ι τ ο σ τ α τ ι σ τ ι κ ό ( 6 . 1 1 ) υ π ο λ ο γ ι σ μ έ ν ο από τ α k - τ ά ΐ η ς 

κ α τ ά λ ο ι π α τ η ς ε ξ ί σ ω σ η ς ( 6 . 1 ) . Ε π ι π λ έ ο ν , α π ο δ ε ι κ ν ύ ε τ α ι ό τ ι ( β λ . 

Λήμμα Ζ . 2 ) , τ ο σ τ α τ ι σ τ ι κ ό ( 6 . 1 5 ) γ ρ ά φ ε τ α ι ως 

S(k,j.9<C) =-- L + τ 2 [ α ( α - 2L ) e * - (SK + j L / 2 ) L ] + ω ( τ 3 ) , ( 6 . 1 7 ) 

όπου L ε ί ν α ι τ ο σ τ α τ ι σ τ ι κ ό ( 6 . 1 1 ) υ π ο λ ο γ ι σ μ έ ν ο από τ α κ α τ ά λ ο ι π α 

των ε λ α χ ί σ τ ω ν τ ε τ ρ α γ ώ ν ω ν σε δύο σ τ ά δ ι α (TSLS) τ η ς ε ξ ί σ ω σ η ς ( 6 . 1 ) 

κ α ι 

α = T ( k - l ) = 0 ( 1 ) , e* = q'G α, G^ = ( F T / T ) " 1 , F = Ρ Χ. ( 6 . 1 8 ) 
Ρ 1 -m -ίκ iw -m •* H 

Από τις υποθέσεις του υποδείγματος μας προκύπτει ότι η μήτρα 

Ζ έχει πλήρη στηλοβαθμό (column rank.) . Συνεπώς, μπορούμε να βρούμε 

ένα Τχΐ διάνυσμα Ί τέτοιο ώστε 

Ζ'^/ΛΓΤ = δ, (6.19) 

όπου το mxl διάνυσμα δ έχει ορισθεί στην σχέση (6.8). Επιπλέον, 

ορί'ζουμε τις ποσότητες 

u = u + ?, F = P X , Ν = Ρ - Ρ , S - u'Nu . (6.20) 
Ο Ζ Ζ Ζ F Ο Ο Ο 

Ζ 

Αποδεικνύεται ότι (βλ. Λήμμα Ζ.4) 

L = S + ω(τ). (6.21) 
1 ο 

Από την (6.17) είναι σαφές ότι η χρήση διαφορετικών εκτιμητών 

κ-τάξης επηρεάζει μόνον τον τ?:λευτα£ο όρο του αναπτύγματος του 

στατιστικού (6.15). Επομένως, μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε μόνον 

τον πρώτο όρο του αναπτύγματος του α χωρίς να αλλάζουμε την τάΐη 

μεγέθους του υπολοίπου του αναπτύγματος (6.17) . Πιο συγκεκριμένα, 

μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε το ανάπτυγμα 
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α = α S + α + ω(τ), (6.22) 
Ο Ο ί 

όπου τα α και α είναι σταθεροί αριθμοί. Ειδικότερα, για τον TSLS 

εκτιμητή του β, α = α = 0 , ενώ για τον LIML εκτιμητή του Β 
Ο i 

α = 1, α = 0 . Ακόμα, θα λέγομε ό τ ι έ ν α ς ε κ τ ι μ η τ ή ς β, ε ί ν α ι 
Ο Ι κ 

k-τάξης εκτιμητής δεύτερης τάξης προσέγγισης (second order k-class 

(SOKC) setimator) αν υπάρχει ένας εκτιμητής k-τάξης, τέτοιος ώστε 

ßk = ßk + ω(τ
3
) . (6.23) 

όπου το k ικανοποιεί την σχέση T(k-l) = 0 (1). 
ρ 

Έχουν ορισθεί πολλοί εκτιμητές με περιορισμένες πληροφορίες 

(limited information estimators) (βλ. Anderson et.al. (1986)). 

Εκτός Λίγων εξαιρέσεων (π.χ. οι εκτιμητές διπΛής k-τάξης), οι 

ανωτέρω εκτιμητές είναι ειδικές περιπτώσεις του εκτιμητή S0KC. Πιο 

συγκεκριμένα, για τον συνδυασμένο 0LS-TSLS εκτιμητή του 

Sawa (1973) α = 0, α > 0 (α = 1-1 για την ειδική περίπτωση 
O i l 

αμερόληπτου ως προς τον μέσο (mean unbiased) και α = 1 για την 

ειδική περίπτωση του αμερόληπτου ως προς την διάμεσο (median 

unbiased) εκτιμητή) . Για τον Μπε"ι"ζιανό (Bayesian) εκτιμητή του 

Dreze (1976) το α = 1 , ενώ το α ισούται με τον αριθμό των 
Ο 1 ι- Γ- f-

εξωγενών μεταβλητών που δεν περιλαμβάνονται στην εκτιμούμενη 

εξίσωση. Για τον εκτιμητή MELO του Zellner (1978) α = 0 , α = m. 
Ο 1 

Τ έ λ ο ς , γ ι α τ ο ν ε κ τ ι μ η τ ή τ ο υ F o u l 1er (1977) , που ε ί ν α ι έ ν α ς 

ε κ τ ι μ η τ ή ς k - τ ά ξ η ς με 
k = λ + Θ / ( Τ - Ϊ Ϊ Ι ) , (δ .24) 

όπου τ ο λ έ χ ε ι ο ρ ι σ θ ε ί στην ( 6 . 1 0 ) κ α ι τ ο θ ε ί ν α ι έ ν α ς σ τ α θ ε ρ ό ς 

α ρ ι θ μ ό ς , α = 1, α > 0 ( α = 1 γ ι α τ η ν ε ι δ ι κ ή π ε ρ ί π τ ω σ η 

α μ ε ρ ό λ η π τ ο υ ως π ρ ο ς τ ο ν μέσο (mean u n b i a s e d ) ε κ τ ι μ η τ ή ) . 

Μπορούμε ε ύ κ ο λ α να α π ο δ ε ί ξ ο υ μ ε (όπως στην α π ό δ ε ι ξ η τ ο υ 

Λήμματος Ζ.2) ό τ ι τ ο α ν ά π τ υ γ μ α ( 6 . 1 7 ) ε ί ν α ι έ γ κ υ ρ ο κ α ι στην 

π ε ρ ί π τ ω σ η που τ ο σ τ α τ ι ο τ ι κ ο ν ^ . χ<-» ; υ π ο η ο γ ι ^ ε τ α ι GT*ÎU on ο ια>~> ι ιποτε 

SOKC κ α τ ά λ ο ι π α τ η ς ε ξ ί σ ω σ η ς ( 6 . 1 ) . 

Χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ώ ν τ α ς τ ο υ ς ο ρ ι σ μ ο ύ ς α υ τ ο ύ τ ο υ τ μ ή μ α τ ο ς μπορούμε να 

α π ο δ ε ί ξ ο υ μ ε τ ο α κ ό λ ο υ θ ο λήμμα. 

ΛΗΜΜΑ 6 . 1 : Έ ο τ ω F ( ·) » f ( ' ) οι crvva-prfjas LS, χα.ται>ομγ)Β %<XL 

nvxvóTr)TCxs, α ν τ ίστοι,χα, μ tas μη x£vrptxf)S χ μετα{3\τ}τ-ή2 με μ-η 
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X£VTptxY) παράμετρο γ xoti 1 βζχ&μο-ύΞ £λ.£υ&£ρί<ΧΞ. Kdtrco α π ό τ η ^ 

svaXKaxT t χ-ή νπώ&εο-η C 6 . 83 , -η υ π ό σχ>ν-θ-ήχ-η CÜJS npos r i s μ~ήτρ£ζ Χ, ZD 

cnjvÓLpTTjcrq χατα.τ>ομ·ή^ τ ο υ στ<χτ LOT LXO~Ô C6.15D ό^^£Τθ(£. τ ο αιρόιπτυ^μοί 

τ ύ π ο υ Edg&worth. 

Pr-fs(k,j,9C) < xlX.zì- = F, (χ) - T2Ecl.f, . (χ) + 0 ( τ 3 ) , (6.25) 
ν ·* \. = 0 

ό π ο υ j = 0 , 1 , 2 «cti. 

d = h , d - I h - Ρ , d = Κ 1 + 2 ) h + γϊι - ρ , 
Ο Ο Ι 1 1 2 2 ° 1 2 

d a - 2 ( l + 2 ) * h - Ρ . d - / h , 
3 2 3 4 2 

h = oc2c , h = 1/2 + 2η + 1 - e -SK + 2 ( α - l ) a c , 
O l l 1 2 O l l 

h = ( α - 2 ) α e + e + ( l - j ) / 2 = ( l - j ) / 2 + ( α - l ) 2 c , ( 6 . 2 6 ) 
2 Ο O 1 1 O l 

P^ = 1γ + ( 1 + 4 γ + 2 η - 1 ) γ , Ρ , = ( 1/2+1+γ - 2 γ ) γ , Ρ Ο = γ 2 / 2 , 
A 3 Ζ 3 3 

γ = " i ' N i , Χ = Ι ' Δ ^ ξ , e = q ' G q , e = t r [ ( F ' F ) _ 1 Χ ' Χ ] , 
3 * 1 2 " - 2 Z J 

Δ , = F ( F ' F ) _ i X ' X ( F ' F ) - ± F ' , 
* ζ ζ ζ ζ ζ ζ 

ό π ο υ τ ο Τ χ ΐ ό <. ά ν υ σ μ α "ξ έχει optarci στην C 6 . 1 9 D και. ο ι μι)τρ£Ζ Ν 

Jicti. F £χοχ>ν> ορισθεί στ-ην C 6 . 2 C D . 

S._ 3. Η ΕΠΑΓΟΜΕΝΗ. ΜΗΔΕΝΙΚΗ ΥΠΟΘΕΣΗ 

Από τ ο Λήμμα 6 . 1 έ π ε τ α ι - ό τ ι ο έ λ ε γ χ ο ς μ ε τ ο σ τ α τ ι σ τ ι κ ό ( 6 . 1 5 ) 

ε ί ν α ι , α σ υ μ π τ ω τ ι κ ά ι σ χ υ ρ ό ς ( p o w e r f u l ) έναντι τ η ς α κ ο Λ ο υ - θ ί α ς τ ω ν 

τ ο π ι κ ώ ν ε ν α Λ Α α κ τ ι κ ώ ν υ π ο β έ σ ε ω ν ( 6 . 8 ) μ ό ν ο ν γ La ε κ ε ί ν α τ α δ <Ξ R™ 

π ο υ ι κ α ν ο π ο ι ο ύ ν τ η ν σ χ έ σ η 

γ ο = p l i m γ > 0 . ( 6 . 2 7 ) 

Παίρνοντας όρια στην (6.26) είναι εύκολο να δείΐουμε ότι κάτω από 

την (6.8) ισχύευ η σχέση 

γ = d'P d, (6.28) 

°ο Γ 
όπου 

d. = Λ ~ 1 / 2 δ , Γ = A~±y2LB, Α = Q + Ζ ' Ζ / Τ , S = R + Ζ ' Χ / Τ . ( 6 . 2 9 ) 

ο ο ο ο 

Η επαγόμενη (implicit) μηδενική υπόθεση του ελέγχου είναι το 

υποσύνολο του παραμετρικού χώρου στο οποίο ισχύει ότι γ = 0, 

177 



δηλαδή το υποσύνολο του παραμετρικού χώρου στο οποίο το de R(T) 

ή, ισοδύναμα, 

Η~: δ <s R(B) = R(R + Ζ'Χ /Τ). (6.30) 

ο ο ο 

Από τις υποθέσεις του υποδείγματος μας προκύπτει ότι ο βαθμός της 

μήτρας Β ισούται με n και συνεπώς απορούμε να ελέγξουμε μόνον 

1 = m-n περιορισμούς ορθογωνιότητας. 

Για σταθερές εναλλακτικές υποθέσεις (fixed alternatives), οι 

έλεγχοι των Anderson, Rubin και Sargan (με το στατιστικό (6.15)) 

είναι συνεπείς όταν ελέγχουν την υπόθεση 

Η
+
: ρ s R(B - pq') = R(R + Ζ'Χ /Τ - pq') (6.31) 

ο ο ο 

έναντι των εναλλακτικών υποθέσεων 

Η
+
: Ρ « R(B - pq ') . (6.32) 

1 

Παρ * όλο που η ανωτέρω ερμηνεία των ελέγχων των Anderson, 

Rubin και Sargan είναι στατιστικό; σωστή, δεν έχει καμία χρη­

σιμότητα για τις οικονομετρικές εφαρμογές. Φυσικά, θα μπορούσαμε 

να πούμε ότι είναι δυνατόν να ελέγίουμε τους περιορισμούς 

ορθογωνιότητας μόνον εκείνων των βοηθητικών μεταβλητών που 

υπερταυτοπο ιούν την εΐίσωση. Ανακύπτει, όμως, το ερώτημα: Γίοιές 

από τις βοηθητικές μεταβλητές ταυτοποιούν και ποιες υπερ­

ταυτοπο ιούν την εΐίσωση; 

Μπορούμε να αποφύγουμε αυτό το ερώτημα κάνοντας έναν 

αυθαίρετο διαμερισμό των βοηθητικών μεταβλητών Η σε ένα υποσύνολο 

που περιέχει n και σε ένα υποσύνολο που περιέχει 1 = m-n 

βοηθητικές μεταβλητές, δηλαδή 

Η = (Η :Η ), 
1 2 

οπότε διαμερίζουμε αντίστοιχα και τα διανύσματα ρ και δ ως εςής: 

0 και ότι θέλουμε να ελέγίουμε την υπόθεση 

(6.33) 

έναντι των τοπικών εναλλακτικών υποθέσεων 

Η* : Ρ = τδ . (6.34) 
1 2 2 

Ρ ' - ( Ρ ; . Ρ 2 · ) . 

Υποθέτουμε ό τ ι 

* 
Η : Ρ, = 0 

Ο 2 

δ ' 

ο = 
" 1 

= ( δ ' , δ ' ) . 
1 2 

0 και ότι 

Τότε είναι εύκολο να δείξουμε ότι (βλ. Αήμμα Ζ.9) 
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γ = δ Ά
 1
δ , (6.35) 

2 2 

όπου 

Λ = Δ + Β Α
_1
Β ' , Α = Χ ' Ρ Χ/Τ, 

+ + Η 
1 

(6.36) 

Β = Ζ'Ρ Χ/Τ, Α = Ζ'Ρ Ζ /Τ 
+ 2 Η 2 Η 2 

1 1 

και οι μήτρες Α, Β , Α και Α έχουν διαστάσεις nxn, Ixn, 1x1 και 

1x1, αντίστοιχα. Μπορούμε να δείξουμε (βλ. Λήμμα Ζ.8) ότι μήτρα Λ 

συγκλίνει σε μια θετικά ορισμένη μήτρα, καθώς το Τ •<*. Κατά 

συνέπεια, οι έλεγχοι των Anderson, Rubin και Sargan είναι συνεπείς 

για την εναλλακτική υπόθεση (6.34). 

Όμως, ο διαμερισμός που κάναμε ήταν αυθαίρετος και επομένως ο 

έλεγχος είναι συνεπής για οποιαδήποτε εναλλακτική υπόθεση της 

μορφής (6.34) . Με άλλα λόγια, μπορούμε να πούμε ότι η επαγόμενη 

εναλλακτική υπόθεση του ελέγχου είναι η ορθογωνιότητα (εξωγένεια) 

οποιουδήποτε υποσυνόλου των βοηθητικών μεταβλητών, υπό την 

προϋπόθεση, βέβαια, ότι οι υπόλοιπες βοηθητικές μεταβλητές είναι 

ορθογώνιες προς τον στοχαστικό όρο (εξωγενείς) και ταυτοποιούν την 

e "ξ ίσωση. 

Βέβαια, όπως φαίνεται από τον τ\5πο (6.35) , η μή 

κεντρική παράμετρος γ της χ κατανομής αλλάζει ανάλογο: με το 

υποσύνολο των βοηθητικών μεταβλητών, των οποίων ελέγχεται η 

ορθογων ιότητα. Επομένως, και η δύναμη του ελέγχου αλλάζει ανάλογα. 

Από την στιγμή, όμως, που ο έλεγχος είναι συνεπής για όλα τα 

υποσύνολα των βοηθητικών μεταβλητών, το φαινόμενο αυτό δεν θα 

πρέπει να μας προβληματίζει διότι είναι κοινό σε όλους τους 

ελέγχους κακής εξειδίκευσης (misspecification tests). 

Επιπλέον, η ανωτέρω ερμηνεία του ελέγχου της ορθογωνιότητας 

των βοηθητικών μεταβλητών είναι απολύτως ανάλογη με την ερμηνεία 

που προτείνει ο Μαγδαληνός (1988) για την περίπτωση που τα 

κριτήρια των Anderson, Rubin και Sargan χρησιμοποιούνται για να 

ελέγξουν υπερταυτοποιητικούς διαρθρωτικούς περιορισμούς. Το 

γεγονός της δυνατότητας ύπαρξης περισσοτέρων από μια εναλλακτικών 

υποθέσεων δεν θα πρέπει να μας εκπλήσσει καθώς είναι κοινό 

χαρακτηριστικό των ελέγχων κακής εξειδίκευσης. 
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6.4 Η ΝΕΑ ΕΛΕΓΧΟΜΕΝΗ ΥΠΟΘΕΣΗ 

Με βάση τα εκτεθέντα στο Τμήμα 6.3 είναι, αδύνατο να ελεγχθεί 

η εΊωγένεια όλων των βοηθητικών μεταβλητών ενός οικονομετρικού 

συστήματος. Μπορούμε, όμως, να ελέγξουμε την εΊωγένεια ενός 

υποσυνόλου των βοηθητικών μεταβλητών, οι οποίες υπερταυτοποιούν 

μ La συγκεκριμένη διαρθρωτική" εΐίσωση, έστω την (6.1), του υπό 

συ^ήτησην οικονομετρικού συστήματος. 

Το σύνολο των βοηθητικών μεταβλητών είναι δυνατόν να χωρισθεί 

σε ένα υποσύνολο ακριβώς ταυτοποιητικών (just-identifying) και ένα 

υποσύνολο υπερταυτοποιητικών (overidentifying) βοηθητικών μετα­

βλητών, Ζ και Η , αντίστοιχα. Έτσι, η Txm μήτρα Η μπορεί να 

γραφεί ως 

Η = (Ζ :Η ) , (6.37) 
1 2 

όπου Ζ , Η είναι οι Τχη, Τχΐ (1 = m—η) μήτρες των ακριβώς 

ταυτοποιητικών και υπερταυτοποιητικών βοηθητικών μεταβλητών,* 

αντίστοιχα. Χωρίς απώλεια της γενικότητας μπορούμε να υποθέσουμε 

ότι η μήτρα Ζ είναι μη στοχαστική, ενώ η μήτρα Η είναι 

στοχαστική. Σε αντιστοιχία με την (6.3) γράφουμε 

Η, = Ζ,+ UP', (6.38) 
2 2 2 

όπου το ρ είναι το 1x1 διάνυσμα των συντελεστών συσχέτισης μεταΐύ 

της μήτρας Η και του διανύσματος u. Χρησιμοποιώντας τις σχέσεις 

(6.37) και (6.38) η μηδενική υπόθεση (6.7) γράφεται ως 

Η : Ρ = 0 (6.39) 
Ο 2 

και η ακολουθία των τοπικών εναλλακτικών υποθέσεων (local 

alternatives) (6.3) γράφεται ως 

Η : Ρ = τδ , (6.40) 
1 2 2 

όπου δ είναι ένα σταθερό 1x1 υποδιάνυσμα του διανύσματος δ 

(δ' = (0', δ'), 0 είναι το nxl μηδενικό διάνυσμα). Σύμφωνα με τις 

(6.4) και (6.5) γράφουμε 

Χ - Χ
Λ
 + V, Ζ, = Ζ

Λ
 + W, Ζ = (Ζ,:Ζ ) , 

Ο 2 Ο 1 2 

όπου (6.41) 

Χ
ο
 = Ε(Χ) = Ε(ΥΚ Ζ

ο
 = Ε(Ζ

2
) = Ε(Η

2
) 
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και oc γραμμές της μήτρας (V:W) είναι ανεξάρτητα μεταξύ τους (και 

ανεξάρτητα από το u) Ν(0,Σ ) διανύσματα, όπου 0 είναι, το μηδενικό 

διάνυσμα και. 

2 

π ο υ 

"C R' 
2 2 

R , Ω, 
2 2 

3 , R , . -- , Ω είναι nxn, lxn, 1x1 σταθερές μήτρες, 
2 2 2 

Σε έναν συμβολισμό όμοιο με αυτόν της σχέσης (6.6) έχουμε ότι 

C = C - qq' και R , Ω είναι οι υπομήτρες των R - pq', 

που αντιστοιχούν στα μη μηδενικά στοιχεία του διανύσματος ρ 

Ορίζουμε τις μήτρες 

(6.42) 

αντίστοιχα, 

με ότι 

Ω - ΡΡ' 

Α = Χ'Ρ Χ/Τ, 
ζ 

1 

Δ = Ζ'Ρ Ζ /Τ, 
2 Ζ 2 

1 

Β = Ζ'Ρ Χ/Τ, 
+ 2 Ζ 

1 

G = Χ'Ρ Χ/Τ, 
+ ζ 

Λ Δ + Β Α
_1
Β ' , G = (F'F /Τ) 

ζ ζ 

όπου οι μήτρες Α, Β , G , Δ, Λ και G έχουν διαστάσεις nxn, 
+ + 

nxn, lxl, 1x1 και nxn, αντίστοιχα. Σημειώνουμε ότι από την 

έπεται ότι (βλ. και Λήμμα Ζ.4) 

G = F'F /Τ - G"
1
. 

+ ζ ζ 

Κάτω από την μηδενική υπόθεση (6.39) ισχύουν οι σχέσεις 

Υ'Ρ Υ/Τ = Χ'Ρ Χ/Τ + ω (τ
2
) , 

ζ ζ 

1 1 

(6.43) 

lxn, 

(6.20) 

(6.44) 

(6.45) 
Υ'Ρ Υ/Τ = Χ'Ρ Χ/Τ + ω(τ ) 

ζ ζ 

και οι δύο μήτρες συγκλίνουν σε θετικά ορισμένες μήτρες (Λόγω της 

συνέπειας των εκτιμητών των βοηθητικών μεταβλητών (instrumental 

variables (IVI estimators)). Για επαρκώς μεγάλο Τ μπορούμε να 

υποθέσουμε ότι οι μήτρες Α και G~ υπάρχουν με πιθανότητα 1. 

Επίσης, εφόσον οι βοηθητικές μεταβλητές είναι γραμμικά ανεξάρτητες 

(με πιθανότητα 1), η μήτρα Δ είναι μη ιδιάζουσα. Από τον Pollock 

((1979), σελ. 54) παίρνουμε 

+ Ρ Ζ ( Ζ ' Ρ Ζ ) * Ζ ' Ρ , (6.46) 

έ τ σ ι ώστε 

G = Χ'Ρ Χ/Τ 
+ ζ 

Χ'Ρ Χ/Τ + (Χ 'Ρ Ζ /Τ) ( Ζ ' Ρ Ζ /Τ) ( Ζ ' Ρ Χ/Τ) 
Ζ Ζ 2 2 Ζ 2 2 Ζ 

1 1 1 ι 
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= A + Β ' Δ Β . 
+ + 

6 . 5 ΤΟΠΙΚΗ ΙΣΧΥΣ ΚΑΙ ΔΙΟΡΘΩΣΕΙ Σ ΤΟΥ ΜΕΓΕΘΟΥΣ 

(6.47) 

ΤΩΝ ΕΛΕΓΧΩΝ ΤΗΣ ΕΞΩΓΕΝΕΙΑΣ ΤΩΝ ΒΟΗΘΗΊΊ ΚΩΝ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ 

Το Λήμμα 6.1 ισχύει και, στην περίπτωση που η ελεγχόμενη 

υπόθεση είναι η (6.39), με την διάφορο: ότι τα βαθμωτά γ και γ . 

που ορίζονται στην (6.26), υπολογίζονται διαφορετικό:. Λιότι, κάτω 

από την νέα εναλλακτική υπόθεση (6.40), το Τχΐ διάνυσμα 1 ορίζεται 

έτσι ώστε 

Z'1/JT = 
Ζ' 
ι 

Ζ' 
• 2-» 

1/4Τ = δ = 
0 

δ 
- 2-1 

4 * -
Ζ± '1/Τ = 0 

Ζ ' Ι / Τ = δ 
. 2 

(6.48) 

ό'Που 0 είναι το μηδενικό διάνυσμα, το mxl διάνυσμα δ έχει ορισθεί 

στην (6.8) και το 1x1 διάνυσμα δ έχει ορισθεί στην (6.40). 

Από το /νήμμα 6.1 προκύπτει το ακόλουθο λήμμα. 

ΛΗΜΜΑ 6 . 2 : Έστω F ( ·) , f (-) ÖL σνναρτήσε i s « α τ α ^ ο μ ή ε «at. 
<-,it 

π υ κ ν ό τ η τ α ε , αχ>τ LCTTOLXC*., μ LOS μη « s y r p L K ^ s μ£ταβ\τ)ττ)·Ξ με μ-η 

χεντριχ-ή παράμετρο γ «ou. 1 (3αθ-μο~ύ3 ελ.ευ&ερΙ<χ2. Κ<άτω cmó τγ>ν 

£.·ναλλοί«τ ί.«ή •νπύ&εοτη C 6 . 4 0 D , η μτ? δεσμευμένη Cxinconcli tion.a.15 

σχ>ι>ά.ρττ)στ) « α τ α ν ο μ τ ^ ε τ ο υ στατ ιστ tna-à C6 .15D όέχεται το <χι>άίπτ·υγμα. 

τ·6τιοχ> Edgeworth 

P r - j S ( k , j ,SQ_ < xì- - F, (χ) - τ 2
 E d.f. . ( χ ) + 0 ( τ ) ( 6 . 4 9 ) 

ώττοχ) j = 0 2 «cti. 

d = h , ο ο l h t + Ρ 4 . d = 1 ( l + 2 ) h + γ h + Ρ , 
2 2 ° Ο 1 2 

d = 2 ( 1 + 2 ) γ h + Ρ . 
3 0 Ο 2 3 

d = γ h , 
4 0 Ο 2 

h = a e , 
ο l i 

1/2 + 2n + 1 - e - S ? C + 2 ( α - l ) a c , 
2 O l l 

h = ( l - j ) / 2 + (ce - l ) 2 c . 
2 O l 

( 6 . 5 0 ) 

1 γ 3 - ( 1 + 4 γ ο + 2 η - 1 ) γ ο + κ± 

Ρ , - - ( 1 / 2 + 1 + γ -2-χ ) χ + γ 
2 3 Ο Ο 2 

ρ3 - - V 2 ' 

e = p l i m e ( ί = 1 , 2) γ 3 = p l i m γ 3 . γ = ρ 1 ϊ π ι γ = δ ' Λ δ , 
0 Ο ° 2 Ο 2 

1 8 2 



ώπον 

Κ* - ( m + 2 ) 5 ^ ; 1 Q 4 A ; V [ ( t r A X ) - ( t r G o C

2

) ] 5 2 A ; l 5

2

+ 

+ [ π + 2 ( t r G o C 2 ) - ( t r G o E o ) + (trA^K ' ) ] Ö^Q^V 

- ( t r A _ 1 Q Ì δ ' Λ _ ± Ω A _ ± 5 + 2 ( t r A _ 1 R Κ ' ) δ ' A _ ± R Κ Ά - 1 δ + 

0 3 2 0 3 0 2 0 2 2 0 2 0 2 

+ ( t r A _ 1 Q )δ 'Ά _ 1 ΚΕ Κ Ά _ 1 δ - δ Ά _ 1 Ω Λ-±Ω Λ_ 1δ + 
0 2 2 0 Ο 0 2 2 0 3 0 3 0 2 

+ 2δ'Λ _ 1 ΚΕ Κ'Λ_1Ω Λ_ 1δ +4δ 'A_1KR 'A^KR Ά - 1 δ -
2 0 Ο 0 2 0 2 2 0 2 0 2 0 2 

- 2 δ ' Λ _ 1 Ω A _ 1 K R ' Q _ 1 R Κ * Λ _ 1 δ + 3 δ ' A _ 1 R G R ' A _ 1 ö -
2 0 2 0 2 2 2 0 2 2 0 2 0 2 0 2 

-2o 'A _ 1 KR'A _ 1 ö - (n+2)ö 'A _ 1 KC Κ'Λ_ ±δ , ( 6 . 5 1 ) 
2 0 2 0 2 2 0 2 0 2 

γ* = δ'Λ~*δ δ'Λ _ 1 Ω Α_ 1δ - ( 1 / 2 ) (δ 'Λ _ 1 Ω Λ - 1 δ ) 2 + 
° 2 2 Ο 2 2 Ο 4 Ο 2 2 Ο 3 Ο 2 

+δ'Λ _ 1 Ω Λ_ 1δ 5'Λ_ 1ΚΕ Κ'Λ _ 1 δ + ( 3 / 2 ) (δ 'A_1KR Ά - 1 δ ) 2 -
2 0 2 0 2 2 0 Ο Ο 2 2 0 2 0 2 

- ( 1 / 2 ) δ ' Λ _ 1 Ω Λ_ 1δ δ ' Λ ~ ^ Ώ _ 1 Ρ . Κ'Λ _ 1 δ , 
2 0 2 0 2 2 0 2 2 2 Ο 2 

Α = Δ + Β + Ά - 1 Β + ' , Α = F ' F / Τ , Β+ = R + Ζ'Χ /Τ, 
Ο Ο Ο Ο Ο Ο Ο Ο Ο 2 * * 

Δ = Ω + Z ' Z V T , F = Ρ Χ , Χ^ = Ρ Χ , Ζ^ = Ρ Ζ . 
Ο ~ 2 * * ' ' ο Ζ Ο * Ζ Ο * Ζ Ο 

1 1 1 

Σ.Τ}μ£ ιώνονμε ό τ ι , « ά τ ω anô τ η ν μ η ό ε ν <. «η1 νπό&εστι C 6 . 3£Ό , ο<_ 
— * * 

ηοψ&μετροι γ , γ , γ , γ , γ « α ι . γ ί-ο-ο-όντα;. μ,ε τ ο μηόών. 

ΠΟΡΙΣΜΑ 6 . 1 : Αττό το Λ ή μ μ α 6 . 2 arr£Tût£. ό τ ί. η τύπον Edg&worth 

όιορ&ωμΕι>~η « p i . τ LHÌ) τιμ-ή τον στατιστιχον C 6 . 1 5 D GÌVCXL 

2 

χ* - ;e 2 *(k, j ,S>0 = χ 2 + χ 2 Σ h. ( χ 2 ) 1 ϋ = 0, 1 . 2 ) , ( 6 . 5 2 ) 
i = o 

— 2 
ώπον τ α h £χο·υν> ορισ-Θεί σττ>ν C 6 . SOD XOLL χ SLVCKL η α ν ω α χριτιχ-ή 

ν. ot 
2 

τ ι μ ή μ t a s χ/εντριχ~ή^ χ « α τ α ν ο μ ή Σ μ £ 1 βα&μονζ ε\εν&£ ρ ί a s . 

ΛΗΜΜΑ 6 . 3 : Μέχρι τ η ν τ ά ξ η μεγέ&ονζ 1 / Τ , » α τ ω αττό τ η ν ε ν α λ λ α κ τ ι κ ή 

υττό-9-eoTj C 6 . 4CO , r/ τ ο π ι κ ή t t y ^ ó s C i o c c t l pow&r} τον εΚέγχον τιον 

βασ ίζετα,ι στ i. s τ - ό π ο υ Edgewor th όι ορ&ωμένεΞ χρ ι τ ι xés τ ι μέζ τον 

ο τ α τ LOT ιχο-ύ C 6 . 1SD £ ί ν α ι 

Pr-fs(k, j ,9C) > x2*(k,j ,S<C)ì- = π ( χ 2 ) + 0 ( τ 3 ) ( j = 0, 1, 2 ) , ( 6 . 5 3 ) 
^ <χ J 2 οι 

ώπον 
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3 _ 

π (χ) = π (χ) + τ 2 E P.f, ,· (x) . π (χ) = 1 - F (χ) ( 6 . 5 4 ) 

ι=ο ν l + 2 l ' 1 ! û ° 1 ' * ο 

£ ί υ α ί . -η TpiTTjS T<5Uf7)s Cthird ordere XOLL η πρώτης TaÇr/s C ον>ομα.στ <. χ-fft 

ax>\>&pT~t)crc) ronLxr)s ισχοο^, α ν τ ί στ ο ί. χα, re* ρ. ^ ^ ο υ υ opicr&st στην 
2 2 

C 6 . 5 0 D îfcti. ^ .civcii. 77 άνω α χριτ ιχτ) Τί-μτ) μ L O S «£VTpi.x^s χ 
oc 

χατανομτ)^ μ£ 1 βαθ-μο-ós £\£\>&£ptas.. Επε LOT), 

π ( χ 2 ) = 1 - F, ( Λ : 2 ) > α V γ > 0 , ( 6 . 5 5 ) 

ο 

\έγομ£ όχι, OL £\£γχοι των /tncierson., Rxibin xat Sa.rga.ri s Lx>at , μ,*; 

πρώτηε T<4^7)S axpLßsia, αμ£ ρώΧ-ηητ ο L C first order unbiasecD , με την 

évvoLcx ώτ L -η πρώττίΣ ταξ·ηζ τοπιχτ) ι,σχόζ τουΞ όε\> SÌVOLL ποτέ 

μιχρώτερτ) από το πρώττ}^ TdUfrjs μ£γ£&ό^ TOUS. ΕΓΤί.7τλ<£ον, OÌ. X̂-eŷ ot. 

των Anderson, Rubin XOLL Sa.rga.ri είναι, με αχρίβε ta όε'ύτερτ)^ ταξ-ηζ, 

αμερόΧ-ηητο L Csecond order xinbiasecD έναντι ΤΤ/Ξ εναΧΧαχτ ιxr)s 

νπο&εστ)3 των α^αλ^θών ο~νν&·ηχών ορ&ογων ιώτ~ητas. 

Αντίθετα, OL έλεγχοι των Anderson, Rubin και Sargan είναι., με 

ακρίβεια δεύτερης τάξης, μεροληπτικοί (second order biased) έναντι 

της εναλλακτικής υπόθεσης των αναληθών διαρθρωτικών περιορισμών. 

Το Θεώρημα 1 (ή η εξίσωση (5.1) για τους κατά: μέγεθος μη 

διορθωμένους ελέγχους) του Μαγδαληνού (1988) συνεπάγεται ότι, κάτω 

από την εναλλακτική υπόθεση των αναληθών διαρθρωτικών περιορισμών, 

υπάρχει ένα υποσύνολο του παραμετρικού χώρου όπου η δεύτερης τάξης 

τοπική ισχύς των ελέγχων των Anderson, Rubin και Sargan είναι 

μικρότερη από το δεύτερης τάξης μέγεθος τους. Δηλαδή, υπάρχει ένα 

υποσύνολο του παραμετρικού χώρου όπου οι έλεγχοι των Anderson, 

Rubin και Sargan οδηγούν σε εσφαλμένα συμπεράσματα. 

Από τις δύο ερμηνείες των ελέγχων των Anderson, Rubin και 

Sargan ως ελέγχων έναντι των αναληθών διαρθρωτικών περιορισμών, 

είτε έναντι των αναληθών συνθηκών ορθογωνιότητας, με βάση τα 

ανωτέρω αποτελέσματα για την δεύτερης τάξης τοπική ι<σχύ τους, η 

δεύτερη ερμηνεία πρέπει να θεωρηθεί πιο φυσική. Παρ όλα αυτά, η 

επιλογή μεταξύ των δύο ερμηνειών έχει νόημα μόνον για 

παιδαγωγικούς σκοπούς. Διότι οι έλεγχοι των Anderson, Rubin και 

Sargan είναι, με ακρίβεια πρώτης τάξης, ισχυροί κάτω και από τις 

δύο εμηνείες. 

Το γεγονός ότι, τα τρίτης τάξης μεγέθη των ελέγχων των 
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Anderson, Rubin και Sargan διαφέρουν, καθιστά αδύνατη την σύγκριση 

της τρίτης τάξης τοπικής ισχύος τους. Διότι, ou συγκρίσεις ισχύος 

έχουν νόημα μόνον μεταξύ ελέγχων που έχουν το ίδιο μέγεθος. Προς 

τον σκοπόν αυτόν μπορούμε να διορθώσουμε το μέγεθος των ανωτέρω 

ελέγχων χρησιμοποιώντας τις τύπου Edgeworth διορθωμένες κριτικές 

τιμές τους (6.52) . Εφόσον οι παράμετροι p. (i = 1, 2, 3) στην 

(6.5.0) δεν εξαρτώνται από τις παραμέτρους j και k, η τρίτης τάξης 

τοπική ισχύς του κριτηρίου (6.15) δεν εξαρτάται ούτε από την 

συγκεκριμένη μορφή του (κριτήριο LR, υπερταυτοποίησης, ή Sargan), 

ούτε από τον συγκεκριμένο εκτιμητή k-τάξης που χρησιμοποιείται για 

τον υπολογισμό του αντιστοίχου στατιστικού. Το Λήμμα 6.3 σημαίνει 

ότι, όλες οι κατά: μέγεθος διορθωμένες μορφές των ελέγχων των 

Anderson, Rubin και Sargan, με την ακρίβεια της προσέγγισης μας, 

δεν μπορούν να διακριθούν ως προς την τοπική ισχύ τους και συνεπώς 

πρέπει να θεωρηθούν ως ο ίδιος έλεγχος. 

ΘΕΩΡΗΜΑ 6. 1 : Κάτο;> απώ ΤΎ)Χ> μηδενική νπόθ-εση C6. 39D το κατά 

Cornish-Fisher ό ιορ&ωμένο στατ ι στ ι ηώ 

2 _ 
S(k,j,9<C) = S ( k , j , 9 C ) - τ 2 E K [ S ( k , j , ίΚ)] '- ( j = 0 , 1 , 2) ( 6 . 5 6 ) 

3 2 

κατανέμίται, με ένα Xa&os Tc5tÇr)s 0(τ ) > cos μια κεντρική χ 

μετα/?\τ}τ·ή με 1 βαβ-μο-ós εΧεν&ερίαζ. ΕπιηΧέον, η τοπικτ) ισχόζ TOO 

στατ ιστ ιχο-ύ C6. 56} ισούται, με τγ}ΐ> τοηικτ) ισχ-ύ του ε\έγχοχ> πον 

βασίζεται OTLS τ~ύποχ> Edgeworth διορθωμένες κριτ ixês. τ(.μ<£Ξ τον 

στατ ιστ ιχο-ύ C6. 1SD CßX. την σχέστ) C6.53DD, δτ}Χαότ) 

Pr-fs(k,j ,2C) > χΖ\ == π (*2) + 0(τ 3) (j = 0 , 1, '2) , (6.57) 
^ ct.J 2 ot 

2 2 

ônoxt χ ^ivctt. 77 άνω α κριτ ini) τ ιμ-fj μιαζ Ηεντριχ-ής χ μετα^Χιητ-ής 

«OIL γ) crvvapT-ησΎ) π (χ) έχει ορισθεί στ-ην σχέσιη C6.S4D. 

θεωρούμε το στατιστικό υπερταυτοποίησης (6.11) και το 

στατιστικό του Sargan και υποθέτουμε ότι γ ια την εξίσωση (6.1) 

ισχύει ότι 
Ρ. Υ = Υ και οι Η, Υ ε ίναι μη στοχαστικές, (6.58) 

ü 

ότι, δηλαδή, οι βοηθητικές μεταβλητές είναι αποτελεσματικές 

(efficient instruments) και ότι τόσο οι βοηθητικές μεταβλητές του 

συστήματος όσο και οι παλινδρομητές της εξίσωσης (6.1) είναι μη 
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στοχαστικές μεταβλητός. Τότε, είναι, εύκολο να δειχθεί ότι τα 

k-τάϋης κατάλοιπα της εΐίσωσης (6.1) είναι u = σΡ μ. Επομένως, το 

στατιστικό (6.11) διαιρεμένο δια Τ κατανέμεται ακριβώς ως 1/(Τ—m) 

επί μιαν F μεταβλητή με 1 και T-m βαθμούς ελευθερίας, δηλαδή* 

L/T = S(k,0,9t)/T ~ [l/(T-m)]F
l
 . 

·- J T-m 

Ακόμα, το στατιστικό (6.12) διαιρεμένο δια Τ κατανέμεται ακριβώς 

ως μια Βήτα μεταβλητή με 1/2 και (T-m)/2 βαθμούς ελευθερίας, 

δηλαδή 

S/T = S(k,2,9C)/T ~ Beta[l/2, (T-m)/2] . 

Χρησιμοποιώντας μονότονους ένα-προς-ένα μετασχηματισμούς των 

στατιστικών (6.11) και (6.12) βρίσκουμε το στατιστικό 

R -
 T

~
m S / T - T

~
m U / P g U

 ί β
 *q) 

Β 1 r =
g

7 T
 j — — — , (6.59) 

u 'P u 
ζ 

το onoto, κάτω από την υπόθεση (6.58) κατανέμεται ακριβούς ως μια F 

μεταβλητή με 1 και T-m βαθμούς ελευθερίας. Το στατιστικό (6.59) 

έχει προταθεί από τον Basmann (1960). 

ΛΗΜΜΑ 6. 4: Έστω F (") » f ( ") οι συνάρτησε is κατανομ-fts και 
T-m T-m 

πυκνότητα^ ,αντίστοιχα, μ tots F μεταβΧητήΞ με 1 και T-m βα&μουΣ 

εΧευΘερίαζ. Τότε, κ&τω από τ~ην μηδενική υπώ&εση C6. 39D η συνάρτηση 

κατανομής του στατ ιστ ικου C6. 59D όέχεται το στοχαστ ικύ ανάπτυγμα. 

τύπου Edßewor-th 

ΡΓ-ΓΒ < χΊ- = F 1 (χ) - τ 2 Ε " ζ . Χ 1 ! 1 (χ) + 0 ( τ 3 ) , (6 .60) 
I I T-m L T-m ν J t = o 

όπου 

ζ = Η / Ι , τ = h - m + l / 2 - l , τ = ( ϊ ζ + 1 / 2 ) 1 , 
Ο Ο 1 1 2 2 

h = a 2 c , h = 1/2 + 2n + 1 - e - 9t + 2 ( α - l ) c c c , (6 .61) 
O l l i 2 O l l 

h 3 = - 1 / 2 + (α - l ) 2 c . 
2 O l 

ΕπιπΧέον, Τ) προσέγγιση είναι τοπικά. ακριβ-fjs Clocctlly exacte, 

ό η λ α ό ή , κάτω από τ~ην υπώ&εστ) C 6 . 5 8 D , η ασυμπτωτ infj προσέγγιση 

T-m 

ΠΟΡΙΣΜΑ 6. 2 : Το Αήμμα 6 . 4 o , vy£naj '£TaL <5T L γ? τύπου Edgeworth 

1 8 6 



όιορ&ωμένη κριτική τ ιμτ) τ ο υ err αχ ιατ ιχο-ό C6. 5 9 3 ε ίνα ι 

F* = F * ( k , j . 9 < C ) - F + T 2 E " 5 ^ L . ( 6 . 6 2 ) 
<x οι « v. ex. 

t = o 

ôno-v οι noaóTT)TSS "ζ , "ζ «ai. "ζ έχοχ>ν ορισΒ-εί ο ·την αχ&οτη C6. 61D 

»ai. F εLvcxL η ά ν ω a «pi. τ ιχτ) τ ιμτ) μιαζ F « a x e t y o ^ ^ s μ<£ 1 «ai . T—m 

βαθ-μο^ £\£-v&£ ρ ί exs. ΕπιπΧεον, η προσέγγ icrq είναι Τ ont. HO. axpißfys 

Clocctlly exacte, ό η λ α ό η , κάτω anô τ η ν υηό&εστ) C 6 . 5 8 D , η τ-όττου 

Edgeworth. όιορΘ-ωμέντι χριτ ιχτ) τ ιμτ) C6. 62D ισο-ύται με τ η ν F . 

ΘΕΩΡΗΜΑ 6. 2 : Κάτω από τ η ν μηδενική •υπώΘεστ) C6. 39D τ ο « α τ ά 

C orrtish.--Fi sh.e Γ όιορ&ωμενο στ αχ ι ere ino 

2 

Β = Β - τ 2 Ε "ζ.Β\ (6.63) 
L 

v = 0 

ό π ο υ 
^ 0 = î î o / l . ' ζ ι = ϊ ^ - π Η · 1 / 2 - 1 . "ζ2 = ( h ^ + l / 2 ) ì , 

h - a 2 c , h = l / 2 + 2n + l - c - 9 C + 2 ( a - l ) a c , ( 6 . 6 4 ) 
O l l i 2 O l i 

h ! = - 1 / 2 + (a - l ) 2 c . 
2 O l 

3 

» α τ α ν έ μ Ε τ α ι , μ ε èva. Xcx&os. τ ά £ η 3 CHT ) » tos μια F μεταβΧ-ηττ) με Γ «ai. 

Τ—m βα&μο-ύ^ ε\εχ>&ερίαζ. ΚηιηΧέον, η προσέγγ ιστ) είναι τ ο π (. «dt 

αχριβ-ή^ Clocetlly exacte, ôr)Xaôt), « ά τ ω αττό τ η ν νπώ&εστι C 6 . 5 8 D , τ ο 

« α τ ά Cor-rtish.-Fish.er όιορ&ωμένο στατιστικό C6. 63D (.ο-ο-όται. μ £ τ ο 

ο τ α τ LOT t « ó C6 .59D τ ο υ Bcisma.ri.ri.. 

θα πρέπει, να σημειώσουμε ό τ ι , κάτω από την εναλλακτική 

υπόθεση ( 6 . 4 0 ) , η τοπική" ισχύς των ελέγχων που β α σ ί ζ ο ν τ α ι σ τ ι ς 

τύπου Edgeworth διορθωμένες κ ρ ι τ ι κ έ ς τ ι μ έ ς του σ τ α τ ι σ τ ι κ ο ύ (6.59) 

η στο κατά C o r n i s h - F i s h e r διορθωμένο σ τ α τ ι σ τ ι κ ό (6.63) ι σ ο ύ ν τ α ι με 

την τ ο π ι κ ή ισχύ του ελέγχου που β α σ ί ζ ε τ α ι σ τ ι ς τύπου Edgeworth 

διορθωμένες κ ρ ι τ ι κ έ ς τ ι μ έ ς του σ τ α τ ι σ τ ι κ ο ύ ( 6 . 1 5 ) . Δηλαδή ι σ χ ύ ε ι 

ό τ ι 

ΡΓ-ΓΒ > F Χ = Pr-fß > F'}- + 0 ( τ 3 ) = n„(*t.) + 0(τ°) , (6.65) 2 < . Λ , 3, 
j - τ ^ ι, ι, ι — ι ι I.A. 

oej 2 et 

όπου π (χ) είναι η τρίτης τάΊης συνάρτηση τοπικής ισχύος (βλ. την 

σχέση (6.54)) όλων των κατά μέγεθος διορθωμένων ελέγχων των 

Anderson, Rubin και Sargan. 

187 

http://Cor-rtish.-Fish.er
http://Bcisma.ri.ri


6.6 TO MONTE CARLO ΠΕΙ PAMA 

Σε αχιτό το τμήμα θα περιγράψουμε το Monte Carlo πείραμα με το 

onoCo διερευνήθηκε η ποιότητα των προτεινομένων ελέγχων εξωγένειας 

των βοηθητικών μεταβλητών ενός οικονομετρικού συστήματος και η 

απόδοση των διαφόρων διορθώσεων του μεγέθους τους. 

Εφόσον οι διορθώσεις αυτές έχουν σκοπό να μειώσουν την 

απόκλιση του πραγματικού από το ονομαστικό μέγεθος των ελέγχων, η 

απόδοση των διαφόρων διορθώσεων του μεγέθους των ανωτέρω ελέγχων 

μπορεί, να μετρηθεί ως η διάφορο; του ονομαστικού από το πραγματικό 

τους μέγεθος. Από τα προηγούμενα καθίσταται σαφές ότι, όσο 

μικρότερη είναι η διάφορο: μεταξύ του ονομαστικού και του 

πραγματικού μεγέθους ενός ελέγχου, τόσο καλύτερη είναι η απόδοση 

του ελέγχου αυτού. 

Η έννοια της απόδοσης, που παρουσιάσαμε στην προηγούμενη 

παράγραφο, είναι σχετική ως προς την φύση της, διότι δεν έχουμε 

στην διάθεση μας ένα γενικά αποδεκτό μέτρο του "μεγάλου" ή του 

"μικρού", προκειμένου να κρίνουμε την διαφορά μεταξύ του 

ονομαστικού και του πραγματικού μεγέθους ενός ελέγχου. Επομένως, 

είναι προτιμότερο να καταφύγουμε στην σύγκριση των αποδόσεων των 

διαφόρων ελέγχων που μπορούν να χρησιμοποιηθούν εναλλακτικά. Έτσι, 

μπορούμε να συγκρίνουμε τον έλεγχο που βασίζεται στο κατά 

Cornish-Fisher διορθωυένο στατιστικό του Basmann (6.63), το οποίο 

κατανέμεται σύμφωνα με την F κατανομή, με τους ελέγχους που 

στηρίζονται στα συνήθη στατιστικά των Anderson, Rubin και Sargan 

(6.15) ή στις τύπου Edgeworth διορθωμένες κριτικές τιμές τους από 
2 

την χ κατανομή, καθώς και με τους ελέγχους που βασίζονται στο 

σύνηθες στατιστικό του Basmann (6.59) ή στις τύπου Edgeworth 

διορθωμένες κριτικές τιμές του από την F κατανομή. 

Σχεδιάσαμε, λοιπόν, ένα πείραμα ικανό να μας βοηθήσει να 

υπολογίσουμε το πραγματικό μέγεθος των ελέγχων που αναφέραμε στην 

προηγούμενη παράγραφο, για δεδομένη την τιμή του ονομαστικού τους 

μεγέθους, δηλαδή του επιπέδου στατιστικής σημαντικότητας τους. 

Όπως έχουμε ήδη αναφέρει, σκοπός του πειράματος ήταν η 

αξιολόγηση της απόδοσης των εναλλακτικών μορφών των ελέγχων της 

ανεξαρτησίας των βοηθητικών μεταβλητών από τους διαταρακτικούς 

όρους μιας διαρθρωτική εξίσωσης ενός οικονομετρικού συστήματος. 
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Είναι γνωστό OIL Ο βαθμός υπερταυτοποίησης, 1 = m-n, είναι 

χαρακτηριστικός κάθε συγκεκριμένης διαρθρωτικής μορφτίς και ως εκ 

τούτου διαφέρει κατά περίπτωση στην εφαρμοσμένη έρευνα. Για αυτό 

αποφασίσαμε να πραγματοποιήσουμε Monte Carlo πειράματα με 

διαρθρωτικές εΐισώσεις, ou οποίες περιέχουν τις ίδιες ενδογενείς 

μεταβλητές, αλλά ανήκουν σε οικονομετρικά συστήματα με διαφορετικό 

πλήθος βοηθητικών μεταβλητών και επομένως έχουν διαφορετικό βαθμό 

υπερταυτοποίησης- Με αυτόν τον τρόπο καταφέραμε να διερευνήσουμε 

την επίδραση του βαθμού υπερταυτοποίησης στην απόδοση των 

εναλλακτικών μορφών των ελέγχων εΐωγένειας των βοηθητικών 

μεταβλητών ενός οικονομετρικού συστήματος. Χρησιμοποιήσαμε δυο 

διαρθρωτικές μορφές που αντιστοιχούν σε δύο τιμές του βαθμού 

υπερταυτοποίησης: 1 = 2, 7. 

Στα τυχαία πειράματα που πραγματοποιήσαμε, χρησιμοποιήσαμε 

την πρώτη διαρθρωτική ε!ίσωση ενός οικονομετρικού συστήματος τριών 

εΐισώσεων: 

Υ*Β' = ΖΓ' + oU, Υ* = (y:Y), (6.66) 

όπου y είναι το Τχΐ διάνυσμα των παρατηρήσεων τπς εΊαρτημένης 

ενδογενούς μεταβλητής της πρώτης εΐίσωσης, Υ είναι η Τχ2 μήτρα των 

παρατηρήσεων των υπολοίπων ενδογενών μεταβλητών του σίΛστήματος, Ζ 

είναι n Txm μήτρα των παρατηρήσεων όλων των βοηθητικών μεταβλητών 

του συστήματος, Β και Γ είναι οι 3x3 και 3xm μήτρες, αντίστοιχα, 

των παραμέτρων του συστήματος και σϋ (σ > 0) είναι n Τχ3 μήτρα των 

διαταρακτικών όρων, της οποίας η i-στήλη είναι το Τχΐ διάνυσμα των 

διαταρακτικών όρων της i-διαρθρωτικής εΐίσωσης. 0 βαθμός 

υπερταυτοποίησης της πρώτης διαρθρωτικής εξίσωσης είναι 1 = m-n, 

όπου η είναι το πλήθος των ερμηνευτικών μεταβλητών (ενδογενών και 

βοηθητικών) της ε1ίσωσης αυτής. Σημειώνουμε οτι η = 5, σε όλα τα 

πειράματα που διείήγαμε. Χρησιμοποιήσαμε δύο διαρθρωτικές μορφές 

που αντιστοιχούν σε δύο τιμές της παραμέτρου m, δηλαδή m = 7, 12. 

Η πρώτη διαρθρωτική μορφή είναι αυτή που χρησιμοποίησε ο 

Cragg ((1967), σελ. 92) με αλλαγή της σειράς των βοηθητικών 

μεταβλητών έτσι ώστε στην πρώτη εξίσωση να ανήκουν μόνον οι τρεις 

πρώτες βοηθητικές μεταβλητές του συστήματος. Οι συντελεστές των 

μεταβλητών αυτής της διαρθρωτικής μορφής πάρθηκαν από τον 

Cragg ((1967), Table I, Structure 1) και οι μήτρες Β και Γ είναι 
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οι ε"ξής: 

"1.0 

Β = 

-.89 -.16 

.74 1.0 .0 

.0 -.29 1.0 

Γ 

44 .74 .13 .0 .0 .0 .0 

62 .0 .96 .Û .7 .0 .06 

40 .0 .0 .11 .53 .56 .0 

(6.67) 

Η πρώτη ε"§ ίσωση της διαρθρωτικής μορφής που πρόκυπτε ι από τις 

σχέσεις (6.66) και (6.67) είναι υπερταυτοποιημένη με βαθμό 

υπερταυτοποίησης 1 = 2. Η δεύτερη διαρθρωτική μορφή που 

χρησιμοποιήσαμε προκύπτει από την (6.66) και την σχέση 

Β = 

1.0 -.89 -.16 

-.74 1.0 .0 

.0 -.29 1.0 

(6.68) 

4 4 

6 2 

4 0 

. 7 4 

. 0 

.0 

. 1 3 

. 9 6 

. 0 

.0 

.0 

. 1 1 

.0 

. 7 

. 5 3 

. 0 

. 0 

. 5 6 

. 0 

. 0 6 

. 0 

. 0 

. 0 

. 1 8 

. 0 

.0 

. 6 8 

. 0 

. 3 2 

. 0 

. 0 

. 6 5 

. 0 

.. 0 

. 5 2 

. 0 

Γ = 

και είναι μια επέκταση της διαρθρωτικής μορφής που προκύπτει απο 

τις σχέσεις (6.66) και (6.67). Οι συντελεστές των επιπρόσθετων 

βοηθητικών μεταβλητών προέκυψαν, με κάποιες αλλαγές, από τον 

Cragg ((1967), Table Ι, Structure 2 ) . Η πρώτη εΙίσωση του 

συστήματος που προκύπτει απο τις (6.66) και (6.68) είναι 

υπερταυτοποιημένη με βαθμό υπερταυτοποίησης 1 = 7. 

Από τις σχέσεις (6.67) και (6.68) έπεται ότι η πρώτη 

διαρθρωτική εξίσωση του συστήματος (6.66) είναι 

y = Υβ + Ζ γ + ou. 

όπου 

β' = (.89, 16) , (44, 74, 13) 

(6.69) 

(6.70) 

και y είναι το Τχΐ διάνυσμα των παρατηρήσεων της εΊαρτημένης 

ενδογενούς μεταβλητής της πρώτης εξίσωσης, Υ είναι η Τχ2 μήτρα των 

παρατηρήσεων των υπολοίπων ενδογενών μεταβλητών του συστήματος, Ζ 

είναι η Τχ3 μήτρα των παρατηρήσεων των βοηθητικών μεταβλητών του 

συστήματος που περιέχονται στην πρώτη εΐίσωση και ou (σ > 0) είναι 

το Τχΐ διάνυσμα των διαταρακτικών όρων της πρώτης εξίσωσης. 

Εκτός από την επίδραση του βαθμού υπερταυτοποίησης, μας 

ενδιέφερε να διερευνήσουμε και την επίδραση του μεγέθους του 
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χρησιμοποιουμένου δείγματος στην απόδοση των διαφόρων μορφών των 

ελέγχων της ανεξαρτησίας των βοηθητικών μεταβλητών από τον 

στοχαστικόν όρο μ ιας δ ιαρθρωτικής εξίσωσης. Για αυτόν τον Λόγο 

πραγματοποιήσαμε το τυχαίο πείραμα χρησιμοποιώντας τρία μεγέθη 

δείγματος με 50, 100 και 200 παρατηρήσεις, αντίστοιχα. 

Επομένως, ο πειραματικός μας χώρος αποτεΛείτο από 6 

πειραματικά σημεία, ένα για κάθε συνδυασμό των τιμών του βαθμού 

υπερταυτοποίησης, 1, και του μεγέθους του δείγματος. Τ, και ήταν 

αντιπροσωπευτικός των συνθηκών που είναι δυνατόν να αντιμετωπίσει 

στην πράξη ο οικονομέτρης ερευνητής, όταν το μέγεθος του δείγματος 

είναι μικρό. Διότι περιείχε πειραματικά σημεία που αντιστοιχούν σε 

μικρό ή μεγάΛο βαθμό υπερταυτοποίησης (1 = 2 ή 7, αντίστοιχα) και 

μεγέθη δείγματος που ήσαν μικρά σε σχέση με το πλήθος των προς 

εκτίμηση παραμέτρων των χρησιμοποιηθεισών διαρθρωτικών μορφών. Σε 

κάθε σημείο του πειραματικού χώρου εκτελέσαμε το πείραμα που θα 

περιγράψουμε στην συνέχεια. 

Για κάθε μέγεθος δείγματος, Τ, και κάθε τιμή της παραμέτρου 1 

(ή ισοδύναμα της παραμέτρου m) δημιουργήσαμε μια μήτρα Ζ, των 

βοηθητικών μεταβλητών (instruments), ως εξής: Χρησιμοποιώντας την 

υπορουτίνα G05DAF της NAG (Numerical Algorithms Group), 

δημιουργήσαμε Τ ανεξάρτητες παρατηρήσεις για τους m ψευτοτυχαίους 

αριθμούς ζ . (t = 1,...,Τ και j = l,...,m) από την ομοιόμορφη 

κατανομή στο διάστημα £-10, 10]. Επειδή στην εφαρμοσμένη 

οικονομετρική έρευνα ο ερευνητής αντιμετωπίζει συχνά το πρόβλημα 

της πολυσυγγραμμικότητας των ερμηνευτικών μεταβλητών μιας 

διαρθρωτικής εξίσωσης, κατασκευάσαμε την μήτρα Ζ, των βοηθητικών 

μεταβλητών υου οικονομετρικού συστήματος (6.66), έτσι ώστε να 

υπάρχει συσχέτιση μεταξύ δΰο οποιωνδήποτε διαφορετικών βοηθητικών 

μεταβλητών, εξαιρουμένης της σταθεράς. Ακολουθώντας τους McDonald 

και Galarneau ((1975), σελ. 409) κατασκευάσαμε τα στοιχεία, 

ζ . (t = 1,...,Τ και j = 1,...,m), της μήτρας των βοηθητικών 

μεταβλητών. Ζ, χρησιμοποιώντας τις σχέσεις 

*-, Χ. \ \- — J . , . . . , χ ΙΛ. »wl u _) — Λ. 1 

και (6.71) 

ζ . = ( 1 - Α ) 1 / 2 ζ * . + fÏÏz* ( t = 1 Τ και j = 2 m) , 
t j t <J-1> t Λ, 
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από τις οποίες έπεται ότι ο συντελεστής συσχέτισης μεταξύ δυο 

οποιωνδήποτε βοηθητικών μεταβλητών, εξαιρουμένης της σταΘεράς, 

είναι Α. Σε όλα τα πειράματα που εκτελέσαμε χρησιμοποιήσαμε την 

ενδιάμεση τιμή Α = .5. Πρέπει να σημειώσουμε ότι η μήτρα Ζ γινόταν 

δεκτή και χρησιμοποιόταν στην συνέχεια του πειράματος υπό την 

προϋπόθεση ότι η μήτρα (Ζ'Ζ/Τ) ήταν μη ιδιάζουσα και συνεπώς 

μπορούσε να αντιστραφεί. Σε αντίθετη περίπτωση δημιουργούσαμε μια 

νέα μήτρα Ζ με τον τρόπο που εκθέσαμε ανωτέρω. 

Χρησιμοποιώντας την μήτρα των συντελεστών ανηγμένης μορφής 

Π = Β
_1
Γ (6.72) 

του συστήματος (6.66) δημιουργήσαμε την μήτρα 

Ε(Υ
Λ
) = [Ε(γ):Ε(Υ)] = (Χ:Χ

0
) = Χ* · (6.73) 

που περιέχει τις αναμενόμενες τιμές του Τχΐ διανύσματος y, της 

εξαρτημένης ενδογενούς μεταβλητής της πρώτης εξίσωσης, και της Τχ2 

μήτρας Υ, των παρατηρήσεων των υπολοίπων ενδογενών μεταβλητών του 

συστήματος. 

Στην συνέχεια δημιουργήσαμε την 3x3 μήτρα Σ*, των 

συνδιακυμάνσεων των γραμμών της μήτρας (ou:V ) , όπου V = Υ-Χ , 
ί Ι Ο 

έτσι ώστε ο ασυμπτωτικός συντελεστής πολλαπλού προσδιορισμού 

ανηγμένης μορφής (asymptotic reduced-form multiple correlation 
2 

coefficient), έστω R , να ισούται με .85 για όλες τις εξισώσεις 

του συστήματος (6.66). Οι προκύπτουσες τιμές των στοιχείων της 

μήτρας Σ^ θεωρήθησαν ότι δεν είναι ούτε υπερβολικό: μικρές, ώστε οι 

διάφορες μέθοδοι εκτίμησης (OLS, TSLS κ.τ.λ.) να μην διαφέρουν 

σημαντικά, ούτε υπερβολικά υψηλές, ώστε οι διακυμάνσεις 

(fluctuations) των διαταρακτικών όρων να αποκρύπτουν ή να 

υπερκαλύπτουν τις διαφορές των εναλλακτικών εκτιμητικών μεθόδων, ή 

να δημιουργούν ακραίες παρατηρήσεις (outliers) σε αριθμούς που να 

καθιστούν αμφίβολη την εγκυρότητα (validity) των προσομοιώσεων 

(βλ. Mikhail (1972), σελ. 620 και Mikhail (1975), σελ. 94), Η 

κατασκευή της μήτρας Σ
Λ
, με την ιδιότητα που αναφέραμε, έγινε ως 

εξής: 

Κατ* αρχήν δημιουργήσαμε την 3x3 μήτρα Ω, των συνδιακυμάνσεων 

των γραμμών της μήτρας των διαταρακτικών όρων ανηγμένης μορφής, 

(v:V ), του συστήματος (6.66) από τον τύπο 
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Ω 

ω 
1 1 

ω 
1 

ω ' 
1 

e* 

1-R2 

R2 

>c*x* 

τ 
1-R2 

R2 

χ ' χ / Τ 

Χ ' χ / Τ 
ο 

χ ' Χ /Τ ο 

Χ'Χ /Τ ο ο 

(6.74) 

όπου ou ποσότητες ω , ω και C* έχουν διαστάσεις 1x1, 2x1 και. 
11 

2x2, α ν τ ί σ τ ο ι χ α . Η μήτρα CL ε ί ν α ι η 2x2 μη μηδενική υπομήτρα της 

μήτρας C στην (6.2) . Χρησιμοπο ιώντας τ ι ς ποσότητες ω 
11 ω 

το διάνυσμα β (βλ. την σχέση (6.70)) υπολογίσαμε τις ποσότητες 

και 
2 

και q
A
 από τους τύπους 

2 

σ = ω 
2β'ω. + ß'CLß. = (ω. CLß)/o, (6.75) 

11 1 « -χ
 4 

όπου oq^ είναι το 2x1 διάνυσμα των συντελεστών συσχέτισης του 

διανύσματος των διαταρακτικών όρων της ε?ίσωσης (6.69) με την Τχ2 

μ-ήτρα V , η οποία είναι το στοχαστικό μέρος της μήτρας Υ. Το 

διάνυσμα qi( είναι το 2x1 μη μηδενικό υποδιάνυσμα του διανυματος q 

στην (6.2). Τέλος, η μήτρα Σ* των συνδιακυμάνσεων των γραμμών της 

μήτρας (ou:V ) υπολογίστηκε από τον τύπο 

oq„ c. 
:6.76' 

και αντιστοιχεί στην 3x3 μη μηδενική υπομήτρα της μήτρας Σ (βλ. 

την σχέση (6.2)). 

Για κάθε "ζεύγος μητρών Ζ και Χ και για κάθε διάνυσμα χ, που 

δημιουργήσαμε για δεδομένο συνδυασμό των τιμών των παραμέτρων 1 

και Τ, πραγματοποιήσαμε σε 5000 επαναλήψεις του πειράματος. Σε 

καθεμιά από τις επαναλήψεις αυτές κατασκευάσαμε από ένα διάνυσμα y 

και μια μήτρα Υ. Η κατασκευή αυτών των διανυσμάτων και μητρών 

περιγράφεται στη συνέχεια. 

Σε κάθε επανάληψη του πειράματος χρησιμοποιήσαμε το "ζεύγος 

των υπορουτινών G05EAF και G05EZF της NAG για να δημιουργήσουμε 

μιαν Τχ3 μήτρα (ou:V ), οι γραμμές της οποίας είναι διανύσματα από 

την Ν(Ο,Σ^) κατανομή, όπου 0 είναι το μηδενικό διάνυσμα και η 

μήτρα Σ^ έχει ορισθεί στον τύπο (6.76). Χρησιμοποιώντας τις Τχ2 

μήτρες Χ και V υπολογίσαμε την μήτρα Υ από τον τύπο 

Υ = Χ + V 
Ο 1 

(6.77) 

και το διάνυσμα y από τ ι ς σ χ έ σ ε ι ς (6.69) και (6.70) 

193 



Χρησιμοποιώντας τις 5000 μήτρες Y* = (y: Υ) , που αντιστοιχούν 

από μια σε κάθε σημείο του πειραματικού μας χώρου, πραγμα­

τοποιήσαμε 5000 επαναλήψεις της ακόλουθης διαδικασίας. 

Η εΙ6σωση (6.69) εκτιμήθηκε με την μέθοδο των ελαχίστων 

τετραγώνων σε δύο στάδuà (TSLS). Χρησιμοποιώντας τις εκτιμήσεις 

των παραμέτρων β και γ, έστω β και γ , τις μήτρες Υ και Ζ , 
TS LS TSLS 1 

των.ερμηνευτικών μεταβλητών, και το διάνυσμα y, της εξαρτημένης 

μεταβλητής, υπολογίσαμε τα TSLS κατάλοιπα, u , από την σχέση 
TS LS 

u = y - Y ß - Ζ γ . (6.78) 
T S L S T S L S 1 Ü T S L S 

2 

Κατόπιν, υπολογίσθησαν δύο χ και ένα F στατιστικό για τον 

έλεγχο της μηδενικής υπόθεσης (6.39) ως προς την εναλλακτική 

υπόθεση (6.40): το στατιστικό υπερταυτοποίησης (6.11) και το 

στατιστικό του Sargan (6.12) από τους τύπους 

u ' •••.. Ρ u u ' Ρ u 

Τ
 TSJ'.S Ζ T S L S TSLS Ζ T S L S 

L = , b = , ( ο . / y ) 

u' Ρ u /Τ u' u /Τ 
T S L S Ζ T S L S TSLS TSLS 

αντίστοιχα, και το στατιστικό του Basmann (6.59) από τον τύπο 

_ u' Ρ u 
F = - ^ H-

L S ζ T S L S
 . (6.80) 

u' P u 
TSLS Ζ TSLS 

Στην συνέχεια υπολογίσθησαν ο ι 'εκτίμησε ις των ποσοτήτων q, 

e = ρ lim e και e = ρ lim e από τους τύπους 
i χ 2 - 2 

q = (Υ:Ζ ) 'u /Ία, σ = (u* û / Τ )
i / 2 

i T S L S T S L S T S L S 

C = q'[(Y:Z ) 'T (Y:Z WTl^q, (6.81) 
1 •- χ Ζ 1 -· 

c = tr 
2 

[[(Y:Z
±
) 'P

Z
(Y:Z

1
)/T]

 ±
[(Y:Z

1
) '(Y:Z

±
)/T - qq *] 

όπου κατά τον υπολογισμό του q ελήφθη υπόψη το γεγονός ότι η μήτρα 

Ζ είναι ei ορισμού ασυσχέτιστη με τον διαταρακτικό όρο της 

eiίσωσης (6.69). 

Χρησιμοποιώντας τις σχέσεις (6.50), (6.64) και (6.81) 

υπολογίσαμε τις ποσότητες h. και "ζ. (i = 0. 1, 2) , θέτοντας 9C = 0, 

και το κατά Cornish-Fisher διορθωμένο στατιστικό του Basmann 

(6.63) για τον έλεγχο της μηδενικής υπόθεσης (6.39) ως προς την 
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εναλλακτική υπόθεση (6,40). 

Εν συνεχεία, χρησιμοποιώντας τις τιμές των στατιστικών 

(6.11), (6.12) και (6.59), του κατά Cornish-Fisher διορθωμένου 

στατιστικού του Basmann (6.63) και τις συναρτήσεις πυκνότητας της 
2 

χ και F κατανομής, υπολογίσαμε τα επίπεδα σημαντικότητας 

(p-values) που αντιστοιχούν στους ελέγχους που μελετήσαμε και σε 

καθεμιά: από τις μεθόδους διόρθωσης του μεγέθους τους. 
2 

Ολοκληρώνοντας την χ πυκνότητα από την τιμή του στατιστικού 

υπερταυτοποίησης (6.11) ή του στατιστικού του Sargan (6.12) μέχρι 

το άπειρο παίρνουμε τα επίπεδα σημαντικότητας που αντιστοιχούν 

στην προσέγγιση με την χ κατανομή (Ι ή S, αντίστοιχα) και 
.fe -fe 

χρησιμοποιώντας την (6.49) για γ =γ = γ =γ = 0 βρίσκουμε τα 
Ο 3 ί. 2 

2 

επίπεδα σημαντικότητας από την κατά Edgeworth προσέγγιση της χ 

κατανομής (ΙΕ ή SE, αντίστοιχα). Ολοκληρώνοντας την F πυκνότητα 
T-m 

από την τιμή του στατιστικού του Basmann (6.59) (που υπολογίσαμε 

χρησιμοποιώντας το στατιστικό υπερταυτοποίησης) μέχρι το άπειρο 

παίρνουμε το επίπεδο σημαντικότητας που αντιστοιχεί στην 

προσέγγιση με την F κατανομή (Β) και χρησιμοποιώντας στην (6.60) 

βρίσκουμε το επίπεδο σημαντικότητας από την κατά Edgeworth 

προσέγγιση της F κατανομής (BE). Τέλος, το επίπεδο σημαντικότητας 

που αντιστοιχεί στην Cornish-Fisher μέθοδο διόρθωσης του ελέγχου 

του Basmann (CFB) βρίσκεται με ολοκλήρωση της F πυκνότητας από 
T-m 

την τιμή του στατιστικού (6.63) μέχρι το άπειρο. Στο σημείο αυτό 

πρέπει να διευκρινίσουμε ότι οι παράμετροι h. και "ζ. (i = 0, 1, 2) 

στις σχέσεις (6.49) και (6.60) ή (6.63), αντίστοιχα, 

αντικαθίστανται από τις εκτιμήσεις τους. Μια λεπτομερής συ'ζήτηση 

των εναλλακτικών μεθόδων υπολογισμού των επιπέδων σημαντικότητας, 

που αντιστοιχούν στις τύπου Edgeworth διορθωμένες κριτικές τιμές 
2 

διαφόρων χ και F στατιστικών, δίνεται στο Τμήμα 3.4, όπου 

παρουσιάζονται τα Monte Carlo πειράματα του Κεφαλαίου 3. 

Στο σημείο αυτό πρέπει να παρατηρηθεί ότι, το κατά 

Cornish-Fisher διορθωμένο στατιστικό του Basmann (6.63) είναι 

δυνατόν να πάρει και αρνητικές τιμές, οπότε λέγομε ότι έχουμε 

υπερδιόρθωση του στατιστικού του Basmann. Ένα τέτοιο ενδεχόμενο 

δημιουργεί σοβαρά προβλήματα εφόσον το κατά Cornish-Fisher 

διορθωμένο στατιστικό του Basmann υποτίθεται ότι κατανέμεται ως 
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μια F μεταβλητή. Άξί"ζει να σημε ιώσουμε ότι, από ένα πλήθος 15000 

κατά Cornish-Fisher διορθωμένων στατιστικών του Basmann, που 

υπολογίσαμε κατά την διενέργεια των πειραμάτων για 1 = 7, μόνο 55, 

δηλαδή 0.37% περίπου, ήσαν αρνητικά, ενώ τα αρνητικά κατά 

Cornish-Fisher διορθωμένα στατιστικά του Basmann, στις 15000 

επαναλήψεις για 1 = 2, ήσαν 273, δηλαδή 1.82% περίπου. Το δεύτερο 

από τα ανωτέρω ποσοστά είναι απρόσμενα υψηλό και το γεγονός αυτό 

ελήφθη σοβαρά υπόψη στην περαιτέρω επεξεργασία και αξιολόγηση των 

αποτελεσμάτων του πειράματος. 

Η διαδικασία που μόλις περιγράψαμε επαναλήφθηκε 5000 φορές σε 

κάθε πειραματικό σημείο (συνδυασμό των τιμών των παραμέτρων 1 και 

Τ). Σε κάθε πειραματικό σημείο 5000 διαφορετικά διανύσματα y και 

μήτρες Υ χρησιμοποιήθηκαν σε συνδυασμό με την ίδια μήτρα 

βοηθητικών μεταβλητών Ζ. Όμως, η μήτρα των βοηθητικών μεταβλητών 

ήταν διαφορετική σε καθένα από τα πειραματικά σημεία, έτσι ώστε τα 

αποτελέσματα του πειράματος μας να είναι ανεξάρτητα από την εκλογή 

μιας συγκεκριμένης μήτρας βοηθητικών μεταβλητών. 

Από τον τρόπο κατασκευής των μητρών Υ και Ζ, των ερμηνευτικών 

μεταβλητών, και των διανυσμάτων y, της εξαρτημένης μεταβλητής της 

εξίσωσης (6.69), τον οποίον έχουμε ήδη εκθέσει, είναι φανερό πως 

για την διενέργεια των πειραμάτων ήταν αναγκαία n δημιουργία 

μεγάλου πλήθους ψευτοτυχαίων αριθμών. Το πρόβλημα της δημιουργίας 

ψευτοτυχαίων αριθμών καθώς και αυτό του ελέγχου της "τυχαιότητάς" 

τους μελετάται σχετικά λεπτομερώς στο Παράρτημα Η. Για την 

συ"ζήτηση που ακολουθεί αρκεί να σημειώσουμε ότι, όπως είναι 

γνωστό, η ποιότητα μιας ακολουθίας ψευτοτυχαίων αριθμών δεν είναι 

παντού ομοιόμορφη και πως ci αρχικοί αριθμοί κάθε ψευτοτυχαίας 

ακολουθίας δεν εμφανίζουν επαρκώς "τυχαία" συμπεριφορά. Αυτός 

είναι ο λόγος για τον οποίον συνηθίζεται σε Monte Carlo εφαρμογές 

να μην χρησιμοποιείται κάποιο πλήθος από τους αρχικούς αριθμούς 

της χρησιμοποιούμενης ψευτοτυχαίας ακολουθίας. Σε καθένα από τα 

πειράματα που πραγματοποιήσαμε αφήσαμε αχρησιμοποίητους τους 

πρώτους 2400 ομοιόμορφους ψευτοτυχαίους αριθμούς που 

δημιουργήσαμε. Ως σπόρος (seed) χρησιμοποιήθηκε σε όλα τα 

πειράματα ο αριθμός 1 και η ποιότητα των παραχθέντων ψευτοτυχαίων 

αριθμών κρίνεται ικανοποιητική με βάση την γνωστή ποιότητα των 
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αλγορίθμων της NAG και τους ελέγχους που διείήγαμε. 

Η πε ιραματική διαδικασία εκτελέστηκε σε όλα τα σημεία του 

πειραματικού χώρου. Τα αποτελέσματα του πειράματος έγιναν 

αντικείμενο επεξεργασίας και οι πληροφορίες που περιείχαν 

συνοψίστηκαν σε πίνακα και διαγράμματα. Η κατασκευή" του πίνακα και 

των διαγραμμάτων και τα συμπεράσματα που προκύπτουν από αυτά θα 

παρουσιαστούν στην συνέχεια. 

Έχουμε ήδη πεί ότι σε κάθε επανάληψη του πειράματος 

υπολογίζονταν οι τιμές των στατιστικών (6.11), (6.12) και (6.59), 

του κατά Cornish-Fisher διορθωμένου στατιστικού (6.63) καθώς και 

τα επίπεδα σημαντικότητας (p-values) που αντιστοιχούν στους 

ελέγχους που μελετήσαμε και σε καθεμιά από τις μεθόδους διόρθωσης 

του μεγέθους τους. 

Χρησιμοποιώντας τα ανωτέρω επίπεδα σημαντικότητας 

κατασκευάσαμε τον Πίνακα 6.1 ως εΊής: Για κάθε σημείο του 

πειραματικού χώοου. δηλαδή για κάθε συνδυασμό των τιμών των 

παραμέτρων 1 και Τ, υπολογίσαμε το πραγματικό μέγεθος (actual 

size) του ελέγχου της υπόθεσης (6.39) έναντι της εναλλακτικής 

υπόθεσης (6.40) σε δεδομένο επίπεδο στατιστικής σημαντικότητας 

(nominal size). Εφόσον για κάθε συνδυασμό των τιμών των παραμέτρου 

1 και Τ πραγματοποιήθηκαν 5000 επαναλήψεις του πειράματος, το 

πραγματικό μέγεθος καθενός ελέγχου ισούται με την σχετική 

συχνότητα των περιπτώσεων κατ;ά τις οποίες το αντίστοιχο επίπεδο 

σημαντικότητας (p-value) είναι κατ" απόλυτη τιμή μικρότερο από το 

δεδομένο επίπεδο στατιστικής σημαντικότητας (nominal size), δηλαδή 

με το πλήθος αυτών των περιπτώσεων διαιρεμένο δια 5000. Το 

πραγματικό μέγεθος των ελέγχων υπολογίστηκε για όλες τις 

διαφορετικές μεθόδους υπολογισμού των επιπέδων σημαντικότητας που 

αντιστοιχούν είτε στα συνήθη στατιστικά υπερταυτοποίησης, Sargan 

και Basmann, είτε στις εναλλακτικές μεθόδους διόρθωσης του 

μεγέθους των αντιστοίχων ελέγχων. 0 υπολογισμός του πραγματικού 

μεγέθους των ελέγχων πραγματοποιήθηκε για τέσσερεις διαφορετικές 

τιμές του επιπέδου στατιστικής σημαντικότητας: 0.0, 0.01, 0.05, 

0.10. Την τιμή 0.0 του επιπέδου στατιστικής σημαντικότητας 

την συμπεριλάβαμε στην μελέτη μας για να μπορέσουμε να εκτιμήσουμε 

την πιθανότητα να συμβεί υπερδιόρθωση του μεγέθους των ελέγχων που 
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εξετάσαμε. Τέτοια υπερδιόρθωση συμβαίνει οποτεδήποτε η κατά 

Edgeworth προσέγγιση παράγει αρνητικά επίπεδα σημαντικότητας 

(p-values) (που συνήθως ισοδυναμούν με αρνητικές κριτικές τιμές), 

είτε όταν η κατά Cornish-Fisher μέθοδος διόρθωσης παράγει αρνητικά 

κατά Cornish-Fisher διορθωμένα στατιστικά. Η εκτιμηθείσα 

πιθανότητα του τελευταίου ενδεχομένου (1.82% περίπου για 1 = 2 ) 

είναι, όπως έχουμε ήδη επισημάνει, απρόσμενα υψηλή, γεγονός 

που εξηγεί το ενδιαφέρον μας για την περίπτωση της υπερδ ιόρθωσης 

του μεγέθους των είεταζομένων εΛέγχων. 

Τα πραγματικά μεγέθη των F εΛέγχων (του Basmann) ή 
2 

(ασυμπτωτικά) των χ εΛέγχων (των Anderson, Rubin και Sargan), που 

υπολογίστηκαν όπως περιγράψαμε στην προηγούμενη παράγραφο, 

παρουσιάζονται στον Πίνακα 6.1'. Τα κυριότερα συμπεράσματα που 

συνάγονται από την εΐέταση του πίνακα αυτού είναι τα ακόλουθα. 

Είναι γνωστό από την στατιστική θεωρία ',ΐίβλ. και την σχετική 

συζήτηση στο Κεφάλαιο 1) ότι, αν, κατά την διενέργεια του F 
2 

ελέγχου , χρησιμοποιήσουμε την ασυμπτωτική κατανομή (χ ), αντί της 

ακριβούς (exact) κατανομής (F), οι ασυμπτωτικοί έλεγχοι που θα 

προκύψουν είναι πιο αυστηροί αχτό τους αντιστοίχους ακριβείς. 
2 

Δηλαδή,, οι έλεγχοι που χρησιμοποιούν την χ κατανομή απορρίπτουν 

την μηδενική υπόθεση συχνότερα από ό,τι οι έλεγχοι που βασίζονται 

στην F κατανομή. Επομένως, το πραγματικό μέγεθος της ασυμπτωτικής 

μορφής του F ελέγχου είναι μεγαλύτερο από το πραγματικό μέγεθος 

της ακριβούς μορφής του. Επιπλέον, από τους τύπους (6.11) και 

(6.12) είναι φανερό ότι το στατιστικό υπερταυτοπο ίησης είναι ε"§ 

ορισμού μεγαλύτερο από το στατιστικό του Sargan. Λαμβανομένου 

υπόψη του γεγονότος ότι και τα δύο ανωτέρω στατιστικά κατανέμονται 
2 

σύμφωνα με την χ κατανομή με 1 βαθμούς ελευθερίας, είναι σαφές 

ότι το στατιστικό υπερταυτοποίησης απορρίπτει την μηδενική υπόθεση 

συχνότερα από ό,τι το στατιστικό του Sargan. Δηλαδή, το πραγματικό 

μέγεθος του ελέγχου που χρησιμοποιεί το στατιστικό του Sargan 

είναι μικρότερο από το πραγματικό μέγεθος του ελέγχου που 

βασίζεται στο στατιστικό υπερταυτοποίησης. Και τα δύο αυτά 

Θεωρητικά συμπεράσματα επαληθεύονται από τα αποτελέσματα του 

πειράματος, όπως φαίνεται στον Πίνακα 6.1. 

0 Πίνακας 6.1 περιέχει τις εκτιμημένες πιθανότητες απόρριψης 
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ΠΙΝΑΚΑΣ 6.1 

ΕΚΤΙΜΗΜΕΝΕΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΕΣ ΑΠΟΡΡΙΨΗΣ ΤΗΣ ΜΗΑΕΝΙΚΗΣ ΥΠΟΘΕΣΗΣ 

(ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΑ: ΥΠΕΡΤΑΥΤΟΠΟΙΗΣΗΣ, SARGAN, BASMANN) 

Η : 
ο 

Α = .5 

Test : 

Size 1 

0% 

1% 

5% 

10% 

2 

7 

2 

7 

2 

7 

2 

7 

SAMPLE 

50 
100 
200 

50 
100 
200 

50 
100 
200 

50 
100 
200 

50 
100 
200 

50 
100 
200 

50 
100 
200 

50 
100 
200 

I 

0.0 
0.0 
0.0 

0.0 
0.0 
0.0 

1.2 
0.9 
0.7 

6.0 
3.0 
2.7 

4.0 
3.4 
3.2 

13.5 
8.9 
8.6 

7.0 
6.8 
6.5 

20.2 
15.0 
14.6 

IE 

6.3 
5.1 
5.2 

0.1 
0.3 
0.4 

7.5 
6.5 
6.1 

3.3 
2.6 
2.8 

10.7 
9.5 
9.2 

9.1 
7.7 
8.2 

14.1 
13.4 
13.1 

14.1 
13.2 
13.8 

P
2
 = o 

S 

0.0 
0.0 
0.0 

0.0 
0.0 
0.0 

0.4 
0.7 
0.5 

0.7 
0.9 
1.5 

2.9 
2.8 
2.8 

4.7 
5.1 
6.5 

5.6 
6.0 
6.2 

9.9 
9.8 
12.0 

SE 

% 

7.4 
5.8 
5.3 

3.2 
2.2 
1.2 

8.2 
7.1 
6.4 

4.9 
3.8 
3.4 

11.4 
9 .8 
9.4 

9 . 2 
8.3 
8.6 

14.5 
13.6 
13.1 

14.1 
13.8 
14.0 

Β 

0.0 
0.0 
0.0 

0.0 
0.0 
0.0 

0.3 
0.5 
0.5 

0.7 
0.9 
1.5 

2.2 
2.6 
2.9 

3.6 
4.4 
6.1 

4.6 
5.4 
6.4 

7.5 
8.6 
11.2 

BE 

7.7 
6.0 
5.3 

2.6 
1.9 
1.1 

8.5 
7.2 
6.5 

4.5 
3.8 
3.4 

11.5 
10.0 
9.7 

8.7 
8.2 
8.6 

14.5 
13.9 
14.0 

13.3 
13.6 
14.0 

CFB 

1.9 
1.9 
1.6 

0.4 
0.4 
0.3 

3.9 
4.0 
3.4 

2.1 
2.2 
2.5 

7.7 
7.9 
7.8 

6.8 
6.7 
7.6 

12.1 
12.4 
12.4 

11.5 
12.2 
13.0 

της μηδενικής υπόθεσης για τον έλεγχο της ανεξαρτησίας των 

υπερταυτοποιητικών βοηθητικών μεταβλητών από τον στοχαστικό όρο 

της διαρθρωτικής εξίσωσης (6.69). Όταν ο βαθμός υπερταυτοποίησης 

είναι μικρός (1 = 2), ο πίνακας δείχνει ότι, γενικό:, το πραγματικό 

μέγεθος των κατά μέγεθος μη διορθωμένων ελέγχων υπερταυτοποίησης 

και Sargan είναι σημαντικό; μικρότερο από το ονομαστικό τους 
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μέγεθος και ότι η κατάσταση χειροτερεύει, καθώς το επίπεδο 

στατιστικής σημαντικότητας μεγαλώνει. Η χρησιμοποίηση του 

διορθωμένου για τους βαθμούς ελευθερίας στατιστικού του Basmann 

(6.59) φαίνεται να χειροτερεύει ακόμα περισσότερο τα 

πράγματα.Όλες οι κατά Edgeworth διορθώσεις διορθώνουν το μέγεθος 

προς την σωστή κατεύθυνση. Ωστόσο, όλες τους υπερδιορθώνουν το 

μέγεθος και, τουλάχιστον σε μικρά επίπεδα σημαντικότητας, 

μεγαλώνουν την διαφορά μεταξύ του ονομαστικού και του πραγματικού 

μεγέθους των εξεταζομένων ελέγχων. Το πρόβλημα πρέπει να αποδοθεί 

στην ύπαρξη αρνητικών "πιθανοτήτων" στις ουρές των Edgeworth 

προσεγγίσεων, οι οποίες παράγουν αρνητικές "κριτικές τιμές". 

Πράγματι, κατά την εκτέλεση των πειραμάτων που αντιστοιχούν στην 

διαρθρωτική μορφή (6.69) με μικρό βαθμό υπερταυτοποίησης, 

παρατηρήθησαν αρνητικά επίπεδα σημαντικότητας (p-values) της τάίης 

ακόμα και του 20% ως 25%. Προβλήματα υπερδιόρθωσης, που μπορούν να 

αποδοθούν στην παραγωγή αρνητικών διορθωμένων στατιστικών, 

παρουσιάζει και η κατά Cornish-Fisher μέθοδος διόρθωσης του 

ελέγχου του Basmann. Όμως, οι κατά Cornish-Fisher διορθώσεις 

αποδίδουν πολύ καλύτερα από τις κατά Edgeworth διορθώσεις σε όλα 

τα επίπεδα στατιστικής σημαντικότητας που εξετάσαμε. Τέλος, αξίζει 

να επισημάνουμε ότι, οι αδιόρθωτοι έλεγχοι υπερταυτοποίησης, 

Sargan και Basmann είναι, με την σειρά που αναφέρονται, οι 

καλύτεροι σε επίπεδο στατιστικής σημαντικότητας 1% και 5%, ενώ σε 

επίπεδο στατιστικής σημαντικότητας 10% την καλύτερη απόδοση έχει ο 

κατά Cornish-Fisher διορθωμένος έλεγχος του Basmann. Επιπλέον, 

σημειώνουμε ότι τα ανωτέρω αποτελέσματα δεν εξαρτώνται από το 

μέγεθος του χρησιμοποιουμένου δείγματος. Όταν ο βαθμός υπερ-

ταυτοποίησης είναι μεγάλος ( 1 = 7 ) , ο Πίνακας 6.1 δείχνει ότι, σε 

όλες τις περιπτώσεις, το πραγματικό μέγεθος του κατά μέγεθος μη 

διορθωμένου ελέγχου υπερταυτοποίησης υπερεκτιμά το ονομαστικό του 

μέγεθος, όλο και περισσότερο καθώς το επίπεδο στατιστικής 

σημαντικότητας μεγαλώνει. Το ίδιο συμβαίνει κο:ι με το πραγματικό 

μέγεθος των αδιόρθωτων ελέγχων του Sargan και XOXJ Basmann για 

δείγμα 200 παρατηρήσεων. Αντίθετα, όταν το χρησιμοποιούμενο δείγμα 

έχει 50 ή 100 παρατηρήσεις, ο αδιόρθωτος έλεγχος του Basmann έχει 

πραγματικό μέγεθος όλο και μικρότερο από το ονομαστικό του 
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μέγεθος, καθώς το επίπεδο στατιστικής σημαντικότητας μεγαλώνει, 

ενώ το ονομαστικό και το πραγματικό μέγεθος TO\J μη διορθωμένου 

ελέγχου του Sargan δεν διαφέρουν σχεδόν καθόλου. Και σε αυτη"ν την 

περίπτωση, όλες οι κατά Edgeworth διορθώσεις διορθώνουν το μέγεθος 

προς την σωστή κατεύθυνση, αλλά και πάλι όλες τους το 

υπερδ ιορθώνουν και, τουλάχιστον σε μικρά επίπεδα σημαντικότητας, 

μεγαλώνουν, σχεδόν πάντοτε, την διαφορά μεταξύ του ονομαστικού και 

του πραγματικού μεγέθους των ελέγχων που ε1ετά"ζουμε. Προβλήματα 

υπερδιόρθωσης (ομολογουμένως πάρα πολύ μικρά) παρουσιάζει και η 

κατά Cornish-Fisher μέθοδος διόρθωσης του ελέγχου του Basmann, η 

οποία αποδίδει πολύ καλύτερα από τις κατά Edgeworth διορθώσεις σε 

κάθε επίπεδο στατιστικής σημαντικότητας. Τέλος, αΐί^ει να 

αναφέρουμε ότι, ο αδιόρθωτος έλεγχος του Sargan είναι ο καλύτερος, 

ακολουθούμενος από τον συνήθη και τον κατά Cornish-Fisher 

διορθωμένο ελέγχο του Basmann, για δείγματα 50 και 100 

παρατηρήσεων. Αντίθετα, για δείγμα 200 παρατηρήσεων ο αδιόρθωτος 

έλεγχος του Basmann έχει την καλύτερη απόδοση. 

Οι έλεγχοι που είετάζουμε σε αυτό το κεφάλαιο μπορούν να 

συγκριθούν και διαγραμματικά. Σε ένα τετράγωνο διάγραμμα 

σχεδιάζουμε το πραγματικό μέγεθος ενός ελέγχου ως συνάρτηση του 

ονομαστικού του μεγέθους. Υπό ιδανικές συνθήκες, τα δύο αυτά 

μεγέθη ταυτίζονται και, συνεπώς, όλες οι παρατηρήσεις πρέπει να 

βρίσκονται πάνω στην διαγώνιο των 45 μοιρών του διαγράμματος, η 

οποία είναι η συνάρτηση κατανομής μιας U(0,1) τυχαίας μεταβλητής. 

Φυσικά, αν είχαμε ένα τυχαίο δείγμα από την U(0,1) κατανομή, τότε, 

λόγω του δειγματοληπτικού σφάλματος, οι παρατηρήσεις δεν θα 

βρίσκονταν ακριβώς πάνω ' στην γραμμή των 45 μοιρών, αλλά, με 

πιθανότητα 95%, μέσα σε μια ταινία, συμμετρική γύρω από την γραμμή 

των 45 μοιρών και με εύρος που δίνεται από τον πίνακα της 

μονοδειγματικής (one-sample) κατανομής Kolmogorov—Sirnov (βλ. 

Durbin (1973)).Άρα, αν μια συγκεκριμένη καμπύλη βρίσκεται μέσα 

στην ταινία, τότε οι αποκλίσεις της από την γραμμή των 45 μοιρών 

μπορούν να αποδοθούν στο δειγματοληπτικό σφάλμα, ενώ μια τέτοια 

υπόθεση απορρίπτεται αν η καμπύλη τέμνει τα όρια της ταινίας. 

Εφόσον στα διαγράμματα η προσοχή μας περιορίστηκε στην περιοχή 

πρακτικού ενδιαφέροντος, που αντιστοιχεί σε ονομαστικό μέγεθος 
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μικρότερο από fi £σο με 20%, η ανωτέρω ταινία δεν μπορεί να 

χρησιμοποιηθε ί ως μέσο πραγματοπο ίησης του ελέγχου που αναφέραμε 

προηγουμένως. Μπορεί να χρησιμοπο ιηθε ί μόνον ως μ ια ένδειξη του 

μεγέθους των αποκλίσεων των δ ιαφόρων καμπύλων του διαγράμματος από 

την διαγώνιο των 45 μοιρών. 

Επιπλέον, από τον τρόπο κατασκευής των διαγραμμάτων προκύπτει 

ότι,- τα σημεία που βρίσκονται δεξιά της διαγωνίου των 45 μοιρών 

αντιστοιχούν σε ονομαστικό μέγεθος μεγαλύτερο του πραγματικού, ενώ 

το αντίθετο συμβαίνει στα σημεία που βρίσκονται αριστερό: απο την 

ανωτέρω διαγώνιο. Για όλους τους ελέγχους που εξετάσαμε, για κάθε 

τιμή του ονομαστικού μεγέθους (επιπέδου στατιστικής σημαντι­

κότητας) βρήκαμε το αντίστοιχο πραγματικό μέγεθος, με τον τρόπο 

που έχουμε ήδη αναφέρει. Τα ζεύγη των τιμών του ονομαστικού και· 

πραγματικού μεγέθους, που προέκυψαν με αυτό τον τρόπο, 

απεικονίσθησαν στο διάγραμμα με την μορφή μιας καμπύλης. Με βάση 

τα διαγράμματα αυτά. καλύτερος πρέπει να θεωρηθεί εκείνος ο 

έλεγχος, του οποίου η καμπύλη απέχει σχετικά λιγότερο από την 

γραμμή των 45 μοιρών για το εύρος των . τιμών του επιπέδου 

σημαντικότητας που χρησιμοποιούνται συχνότερα στην εφαρμοσμένη 

έρευνα, δηλαδή για τιμές του επιπέδου σημαντικότητας μεταξύ του 

0.01 και του 0.10. Ωστόσο, τα διαγράμματα που κατασκευάσαμε μας 

παρέχουν πληροφορίες για την συμπεριφορά των εξεταζομένων ελέγχων 

σε κάθε επίπεδο στατιστικής σημαντικότητας μικρότερο από ή ίσο με 

20%. Είναι προφανές ότι οι κλίμακες μέτρησης και του ονομαστικού 

και του πραγματικού μεγέθους των ελέγχων ήσαν ίδιες. 

Κατά την εκτέλεση των Monte Carlo πειραμάτων κατασκευάστηκαν 

έξι διαγράμματα, ένα για κάθε πείραμα. Τα Διαγράμματα 6.1, 6.2 και 

6.3 απεικονίζουν την απόδοση των εναλλακτικών μορφών του ελέγχου 

της εξώγενειας των βοηθητικών μεταβλητών, όταν ο βαθμός 

υπερταυτοποίησης ισούται με 2, ενώ η συμπεριφορά των εναλλακτικών 

μορφών του ανωτέρω ελέγχου, όταν ο βαθμός υπερταυτοποίησης είναι 

7, παρουσιάζεται στα Διαγράμματα 6.4, 6.5 και 6.6. 

Στα Διαγράμματα 6.1, 6.2 και 6.3 όλες οι καμπύλες έχουν 

μεγάλα τμήματα τους έξω από τα όρια της συμμετρικής ταινίας των 

διαγραμμάτων. Οι καμπύλες που αντιστοιχούν στους ελέγχους 

υπερταυτοποίησης, Sargan και Basmann βρίσκονται μέσα στην ταινία 
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ΔΙΑΓΡΑΜΜΑ 6.1 

ΔΙΟΡΘΩΣΕΙΣ ΜΕΓΕΘΟΥΣ ΤΟΥ ΕΑΕΓΧΟΥ ΕΞΩΓΕΝΕΙΑΣ ΤΩΝ ΒΟΗΘ. ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ 

1 = 2, Τ = 50 και- Α = .5 

Identif 
Edglden 
Sargan 
EdgSarg 
Basmann 
EdgBasm 
CorFish 

.05 .1 

Nominal Size of the Test 
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ΔΙΑΓΡΑΜΜΑ 6.2 

ΑΙ0ΡΘ2ΣΕΙΣ ΜΕΓΕΘΟΥΣ ΤΟΥ ΕΛΕΓΧΟΥ ΕΞΩΓΕΝΕΙΑΣ ΤΩΝ ΒΟΗΘ. ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ 

1 - 2, Τ -= 100 και, Α = .5 

.05 .1 .15 

Nominal Size of the Test 
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ΔΙΑΓΡΑΜΜΑ 6.3 

ΔΙΟΡΘΩΣΕΙΣ ΜΕΓΕΘΟΥΣ ΤΟΥ ΕΛΕΓΧΟΥ ΕΞΩΓΕΝΕΙΑΣ ΤΩΝ ΒΟΗΘ. ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ 

1 = 2, Τ = 200 και Α = .5 

.05 .1 .15 

Nominal Size of the Test 
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ΔΙΑΓΡΑΜΜΑ 6.4 

ΔΙΟΡΘΩΣΕΙΣ ΜΕΓΕΘΟΥΣ ΤΟΥ ΕΛΕΓΧΟΥ ΕΞΩΓΕΝΕΙΆΣ ΤΩΝ ΒΟΗΘ. ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ 

1 = 7, Τ = 50 Kat Α = .5 

Identif 
Edglden 
Sargan 
EdgSarg 
Basmann 
EdgBasm 
CorFish 

-ι 1 Γ 1 1 r-

.05 .1 .15 

Nominal Size of the Test 
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ΔΙΑΓΡΑΜΜΑ 6.5 

ΑΙΟΡΘΩΣΕΙΣ ΜΕΓΕΘΟΥΣ ΤΟΥ ΕΛΕΓΧΟΥ ΕΞΩΓΕΝΕΙΑΣ ΤΩΝ ΒΟΗΘ. ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ 

1 = 7, Τ = 100 καυ Α = .5 
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ΔΙΑΓΡΑΜΜΑ 6.6 

ΔΙΟΡΘΩΣΕΙΣ ΜΕΓΕΘΟΥΣ ΤΟΥ ΕΛΕΓΧΟΥ ΕΞΩΓΕΝΕΙΑΣ ΤΩΝ ΒΟΗΘ. ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ 

1 = 7, Τ = 200 και Α = .5 

0. 

Identif 
Edglden 
Sargan 
EdgSarg 
Basmann 
EdgBasm 
CorFisn 

_^ , J j , , , — , j - "i 1 Ï r r— 1 1 1 r 

0. .uo .15 .c 
Nominal Size of the Test 
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για ονομαστικό μέγεθος μικρότερο από 5%. Αντίθετα, οι καμπύλες των 

κατά Edgeworth διορθωμένων ελέγχων κείνται εκτός της συμμετρικής 

ταινίας για κάθε πρακτικό: χρησιμοποιούμενο επίπεδο στατιστικής 

σημαντικότητας. Επομένως, χρησιμοποιώντας τις ιδιότητες της 

συμμετρικής ταινίας που συζητήθησαν πιο πριν, συμπεραίνουμε ότι τα 

Διαγράμματα 6.1, 6.2 και 6.3 επιβεβαιώνουν τις πληροφορίες του 

Πίνακα 6.1. Έτσι, από τα ανωτέρω διαγράμματα φαίνεται πως , για 

επίπεδο στατιστικής σημαντικότητας μεγαλύτερο από 8% περίπου, ο 

κατά Cornish-Fisher διορθωμένος έλεγχος του Basmann είναι 

καλύτερος από τους αδιόρθωτους ελέγχους υπερταυτοποίησης, Sargan 

και Basmann, ενώ το αντίθετο συμβαίνει για επίπεδα σημαντικότητας 

μικρότερα από 8% περίπου. Επιπλέον, από τα ανωτέρω διαγράμματα 

γίνεται φανερό πως οι κατά Edgeworth διορθωμένοι έλεγχοι έχουν την 

χειρότερη απόδοση. Η αυίηση του δείγματος έχει ως αποτέλεσμα την 

μείωση των αποκλίσεων μεταΐΰ των πραγματικών μεγεθών των διαφόρων 

ελέγχων, γεγονός που είναι αναμενόμενο με βάση την στατιστική 

θεωρία. Τέλος, από τα Διαγράμματα 6.1, 6.2 και 6.3 φαίνεται πως το 

πραγματικό μέγεθος των κατά Edgeworth διορθωμένων ελέγχων είναι 

μεγαλύτερο από 5% όταν το ονομαστικό τους μέγεθος είναι μηδέν. Το 

γεγονός αυτό μπορεί να αποδοθεί, όπως έχουμε ήδη πεί, μόνον στην 

ύπαρίη μεγάλων τμημάτων των δε~§ ιών ουρών των κατά Edgeworth 
ζ 

προσεγγίσεων των χ και F κατανομών, τα οποία προσδίδουν αρνητικές 

"πιθανότητες" στις τιμές των αντιστοίχων στατιστικών. Ακόμα, το 

πραγματικό μέγεθος του κατά Cornish-Fisher διορθωμένου ελέγχου του 

Basmann είναι μεγαλύτερο από 2% περίπου όταν το ονομαστικό του 

μέγεθος είναι μηδέν, γεγονός που οφείλεται στην παραγωγή αρνητικών 

διορθωμένων στατιστικών του Basmann από την κατά Cornish-Fisher 

μέθοδο διόρθωσης. 

Στα Διαγράμματα 6.4, 6.5 και 6.6 μόνον οι καμπύλες που 

αντιστοιχούν στους ελέγχους Sargan και Basmann και στον κατά 

Cornish-Fisher διορθωμένο έλεγχο του Basmann έχουν μεγάλα τμήματα 

μέσα στην συμμετρική ταινία, ενώ οι καμπύλες που αντιστοιχούν 

στους κατά Edgeworth διορθωμένους ελέγχους κείνται έ"§ω από αυτήν 

για κάθε επίπεδο στατιστικής σημαντικότητας μεγαλύτερο από 1%. 

Σύμφωνα με τις ιδιότητες της συμμετρικής ταινίας, τα 

Διαγράμματα 6.4, 6.5 και 6.6 δείχνουν πως, για όλα τα μεγέθη 

209 



δείγματος Kau για όΛα τα χρησιμοποιούμενα επίπεδα στατιστικής 

σημαντικότητας, ο έλεγχος του Sargan αποδίδει ικανοποιητικά:. 

Επιπλέον, ο κατά Cornish-Fisher διορθωμένος έλεγχος του Basmann 

έχει καλή απόδοση για δείγματα 50 και 100 παρατηρήσεων, ενώ η 

απόδοση του αδιόρθωτου ελέγχου του Basmann βελτιώνεται 

συστηματικά, καθώς το δείγμα μεγαλώνει. Επομένως, τα Διαγράμ­

ματα 6.4, 6.5 και 6.6 επιβεβαιώνουν τις πληροφορίες του 

Πίνακα 6.1. Ακόμα, όπως Θα περιμέναμε, με την αύ"ξηση του μεγέθους 

του δείγματος παρατηρείται μείωση των αποκλίσεων μετα"§ύ των 

πραγματικών μεγεθών των διαφόρων ελέγχων. Τέλος, από τα 

Διαγράμματα 6.4, 6.5 και 6.6 φαίνεται ότι οι κατά Edgeworth 

διορθωμένοι έλεγχοι του Sargan και του Basmann παρουσιάζουν 

σημαντικά προβλήματα υπερδιόρθωσης, σε αντίθεση με τον κατά 

Edgeworth διορθωμένο έλεγχο υπερταυτοποίησης και τον κατά 

Cornish-Fisher διορθωμένο έλεγχο του Basmann. Πρέπει, όμως, να 

σημειωθεί ότι η αύξηση του μεγέθους του δείγματος μειώνει 

σημαντικά την σοβαρότητα του ανωτέρω προβλήματος. 

Από τα Διαγράμματα 6.1 ως 6.6 και τον Πίνακα 6.1 συμπε­

ραίνουμε ότι, η κατά Cornish-Fisher μέθοδος διόρθωσης είναι 

σημαντικά καλύτερη από την κατά Edgeworth μέθοδο διόρθωσης του 

μεγέθους των ελέγχων εΐωγένειας των βοηθητικών μεταβλητών που 

ε"1ετάσο:με. Επιπλέον, παρατηρούμε ότι, γενικά, καθώς το μέγεθος του 

χρησιμοποιουμένου δείγματος αυξάνεται, βελτιώνεται η απόδοση όλων 

ελέγχων που μελετήσαμε. Το γεγονός ότι σε πολλές περιπτώσεις οι 

κατά Edgeworth και κατά Cornish-Fisher διορθωμένοι έλεγχοι 

αποδίδουν χειρότερα από τους αντιστοίχους αδιόρθωτους ελέγχους και 

το γεγονός ότι πολλές φορές οι τοπικά ακριβείς (locally exact) 

έλεγχοι είναι χειρότεροι από τους αντιστοίχους ασυμπτωτικούς, ήσαν 

μη αναμενόμενα και πρέπει να λαμβάνονται σοβαρά υπόψη στην 

εφαρμοσμένη στατιστική και οικονομετρική έρευνα. Τέλος, η μείωση 

των αποκλίσεων των πραγματικών μεγεθών των αδιόρθωτων από τα 

πραγματικά ιιεγέθη των αντιστοίχων διορθωμένων ελέγχων, καθώς το 

δείγμα μεγαλώνει, επιβαιβεώνει την θεωρητική προσδοκία ότι n 

σημασία των διαφόρων διορθώσεων του μεγέθους των ελέγχων 

εΐωγένειας των βοηθητικιΰν μεταβλητών πρέπει, λογικά, να μειώνεται, 

καθώς το μέγεθος του δείγματος τείνει στο άπειρο. 
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6. 7 ΤΕΛΙΚΕΣ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ 

ΚΛε ίνοντας αυτό το κεφαλαίο θεωρούμε αναγκαίο να αναφέρουμε 

μερικές τελικές παρατήρησε ις σχετικό: με τα αποτελέσματα των 

τυχαίων πειραμάτων που παρουσιάσαμε πιο πριν. 

Από τα τυχαία πειράματα που πραγματοποιήσαμε φαίνεται ότι, 

για διαρθρωτικές εΊισώσεις που χαρακτηρίζονται από μικρό βαθμό 

υπερταυτοποίησης, οι καλύτεροι έλεγχοι της εΐωγένειας των 

βοηθητικών μεταβλητών είναι οι αδιόρθωτοι έλεγχοι υπερ­

ταυτοποίησης, Sargan και Basmann, για επίπεδο στατιστικής 

σημαντικότητας μικρότερο από 8% περίπου, ενώ για μεγαλύτερα 

επίπεδα σημαντικότητας ο κατά Cornish-Fisher διορθωμένος έλεγχος 

του Basmann είναι ο καλύτερος, ανεΐάρτητα από το πόσο μικρό είναι 

το χρησιμοποιούμενο δείγμα. Από τα πειράματα που διενεργήσαμε 

μπορούμε, επιπλέον, να συμπεράνουμε ότι, για διαρθρωτικές 

εξισώσεις με μεγάλο βαθμό υπερταυτοποίησης, το μέγεθος του 

χρησιμοποιουμένου δείγματος επηρεάζει την ποιότητα της απόδοσης 

των διαφόρων μορφών του ελέγχου της εΐωγένειας των βοηθητικών 

μεταβλητών. Έτσι, σε πολύ μικρά δείγματα είναι προτιμότερη η χρήση 

του μη διορθωμένου ελέγχου του Sargan ή του κατά Cornish-Fisher 

διορθωμένου ελέγχου του Basmann, ενώ καθώς το δείγμα μεγαλώνει, ο 

αδιόρθωτος έλεγχος του Basmann γίνεται, τελικά, ο καλύτερος. 

Τέλος, από τα πειράματα που εκτελέσαμε προκύπτει ότι, σε πολλές 

περιπτώσεις οι κατά Edgeworth και κατά Cornish-Fisher διορθωμένοι 

έλεγχοι καθώς και οι τοπικά ακριβείς (locally exact) έλεγχοι δεν 

έχουν την αναμενόμενη απόδοση, γεγονός που πρέπει να λαμβάνεται 

σοβαρά υπόψη στην εφαρμοσμένη έρευνα. 

Μελετώντας τις κατά Cornish-Fisher διορθώσεις κατανοούμε ότι, 

η υπερδιόρθωση του στατιστικού του Basmann, δηλαδή" η παραγωγή 

αρνητικών κατά Cornish-Fisher διορθωμένων στατιστικών του Basmann, 

είναι δυνατόν να συμβεί μόνον αν το αδιόρθωτο στατιστικό του 

Basmann πάρει πολύ μεγάλη τιμή, γεγονός που ισοδυναμεί με σχεδόν 

βέβαιη απόρριψη της μηδενικής υπόθεσης. Επιπλέον, ένα αρνητικό 

διορθωμένο στατιστικό του Basmann αποτελεί ένδειξη πως το μέγεθος 

του δείγματος είναι πολύ μικρό σε σχέση με τις παρατηρούμενες 

συσχετίσεις και συνεπώς οι ασυμπτωτικές μέθοδοι δεν μπορούν να 

εφαρμοστούν. Σε τέτοιες περιπτώσεις δεν χρειάζεται να διορθώνουμε 
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το στατιστικό του Basmann για να διενεργήσουμε τον έλεγχο. 

Αντίθετα, σε περιπτώσεις κατά τις οποίες το αδιόρθωτο στατιστικό 

του Basmann παίρνει τιμές "κοντά" σττιν κριτική τιμή, το κατά 

Cornish—Fisher διορθωμένο στατιστικό του Basmann δεν παρουσιάζει 

το πρόβλημα της υπερδιόρθωσης. Λαμβάνοντας υπόψη την μορφή" των 

κατά; Cornish-Fisher διορθώσεων και εφόσον το στατιστικό TOXJ 

Basmann παίρνει πάντα μικρότερη τιμή" από τα αντίστοιχα στατιστικά 

υπερταυτοποίησης και Sargan, είναι φανερό πως τα κατά 

Cornish-Fisher διορθωμένα στατιστικά υπερταυτοποίησης και Sargan 

μπορούν να πάρουν αρνητικές τιμές, ακόμα και σε περιπτώσεις κατά 

τις οποίες τα αντίστοιχα αδιόρθωτα στατιστικά παίρνουν τιμές 

"κοντά" στην κριτική τιμή. ΑυττΊ είναι η αιτία για την οποία δεν 

εξετάσαμε πειραματικά τη συμπεριφορά των κατά Cornish-Fisher 

διορθωμένων στατιστικών υπερταυτοποίησης και Sargan. 

Το ανωτέρω πρόβλημα υπερδιόρθωσης μπορεί να εμφανιστεί με την 

μορφή αρνητικών "κριτικών τιμών" και στην περίπτωση των κατά 

Edgeworth διορθώσεων όταν το μέγεθος του δείγματος είναι μικρό. 
2 

Ωστόσο, η χρήση της F, αντί της χ , κατανομής αναμένεται να 

μειώνει την πιθανότητα τέτοιας υπερδ ιόρθωσης, εφόσον οι κριτικές 

τιμές της F κατανομής είναι μικρότερες από τις κριτικές τιμές της 

χ κατανομής. 

Στην εφαρμοσμένη έρευνα, η χρήση των κατά Edgeworth και κατά 

Cornish-Fisher διορθώσεων, όπως εΐειδικεύθησαν σε αυτό το 

κεφάΛαιο, είναι πάρα πολύ απΛή (βλ. την σχετική συζήτηση του 

Κεφαλαίου 3). Για αυτό θεωρούμε ότι, οι ανωτέρω διορθώσεις, 

οποτεδήποτε αναμένεται να αποδώσουν ικανοποιητικά, μπορούν να 

γίνουν ένα χρήσιμο εργαλείο στην εφαρμοσμένη έρευνα για τον έλεγχο 

της εΐωγένειας των βοηθητικών μεταβλητών ενός οικονομετρικού 

συστήματος. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7 

ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 

Στην διατριβή αυχήν αναπχύχθησαν με μεθόδους χης 

εκλεπχυσμένης ασυμπχωχικής θεωρίας χοπικά ακριβείς (locally exact) 

καχά Edgeworth και καχά Cornish-Fisher διορθώσεις του μεγέθους των 

ελέγχων t και F, γ ια χις περιπχώσεις καχά χις οποίες χο 

γενικευμένο γραμμικό υπόδειγμα (generalized linear model) 

εκχιμάχαι με χην χριίστι ενός μικρού δείγματος. Αυχές οι διορθώσεις, 

οι οποίες προέκυψαν από προσεγγίσεις με χις t-Student και F 

κατανομές, ανχίσχοιχα, συγκρίθησαν με χις κατά Edgeworth 

διορθώσεις που πρόχειναν οι Rothenberg (1984b), (1988) και Magee 

(1989) χρησιμοποιώνχας προσεγγίσεις με χις ασυμπχωχικές καχανομές 

(κανονική και χ , ανχίσχοιχα) . Όλες οι ανωτέρω διορθώσεις 

εΊειδ ικεύθησαν αναλυχικά για τις περιπτώσεις αυχοσυσχέχισης πρώχου 

βαθμού, εχεροσκεδασχικόχπχας π χυχαίων συνχελεσχών και 

υποδειγμάτων φαινομενικό ασυσχέχισχων παλινδρομήσεων (S.U.R.). 

Καχαβλήθηκε ιδιαίχερτι προσπάθεια έχσι ώσχε να πάρουμε απΛούς 

λειχουργικούς χύπους που να χρησιμοποιούν, όσο αυχό είναι δυναχό, 

ποσόχηχες που έχουν -ήδη υπολογισθεί καχά χην εκχιμηχική 

διαδικασία. Για χις δύο πρώχες εξειδικεύσεις η σχεχικτΊ απόδοση χων 

διαφόρων μεθόδων διόρθωσης χου μεγέθους χων ελέγχων t και F 

διερευνήθηκε με μεθόδους Monte Carlo. 

Από χα Monte Carlo πειράματα που διενεργήσαμε φαίνεχαι όχι, 

για χην περίπχωση χου γραμμικού υποδείγμαχος με αυχοσυσχέχιση 

πρώχου βαθμού, οι χοπικά ακριβείς (locally exact) καχά Edgeworth 

διορθώσεις χου μεγέθους χων ελέγχων t και F είναι καλύχερες για 

μικρές και ενδιάμεσες χιμές χου |ρ|, π.χ. |ρ| = .1 ή .5, ενώ οι 

καχά Edgeworth διορθώσεις από χις ασυμπχωχικές καχανομές (κανονική 

και χ ) αποδίδουν καλύχερα για χιμές χου Jpj κονχά σχην μονάδα. 

Επιπλέον, από χα χυχαία πειράμαχα προκύπχε ι όχι, οι χοπικά 

ακριβείς καχά Cornish-Fisher διορθώσεις χου μεγέθους χων ελέγχων t 

και F αποδίδουν καλύχερα από χις ανχίσχοιχες τοπικά ακριβείς καχά 

Edgeworth διορθώσεις, σχεδόν πανχού σχον παραμεχρικό χώρο. 

Ακόμα, για χην περίπχωση χου γραμμικού υποδείγμαχος με 

εχεροσκεδασχικό στοχαστικό όρο, οι τοπικά ακριβείς (locally exact) 
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κατά Edgeworth διορθώσεις του μεγέθους των t και F ελέγχων είναι, 

γενικά καλύτερες από τις συνήθεις κατά Edgeworth διορθώσεις, που 

χρησιμοποιούν προσεγγίσεις από τις ασυμπτωτικές κατανομές 
2 

(κανονική και χ , αντίστοιχα) , όπως προκύπτει από την Monte Carlo 

προσομοίωση του ανωτέρω υποδείγματος. Επιπλέον, το πείραμα δείχνει 

ότι οι τοπικά ακριβείς κατά Cornish-Fisher διορθώσεις του μεγέθους 

των ελέγχων t και F αποδίδουν καλύτερα από τις αντίστοιχες τοπικά 

ακριβείς κατά Edgeworth διορθώσεις, σχεδόν παντού στον παραμετρικό 

χώρο. 

Τα αποτελέσματα αυτών των Monte Carlo πειραμάτων δεν 

επηρεάζονται από αλλαγές του μεγέθους του χρησιμοποιουμένου 

δείγματος, υπό την προϋπόθεση πως το δείγμα δεν είναι υπερβολικά 

μεγάλο. Αντίθετα, καθώς το μέγεθος του δείγματος τείνει στο 

άπειρο, η σημασία των διαφόρων διορθώσεων αναμένεται να μειώνεται, 

ενώ βελτιώνεται η ποιότητα των αδιόρθωτων ασυμπτωτικών ελέγχων. 

Επιπλέον, σε αυτήν την διατριβή παρουσιάσαμε ελέγχους της 

εξωγένειας των βοηθητικών μεταβλητών (instrumental variables) ενός 

οικονομετρικού συστήματος. Χρησιμοποιώντας ασυμπτωτικές μεθόδους 

δεύτερης τάξης προσέγγισης, αναπτύξαμε αναλυτικά εναλλακτικές 
2 

μεθόδους διόρθωσης των ανωτέρω ελέγχων από προσεγγίσεις με την χ 

ή την F κατανομή. Και σε αυτήν την πεοίπτωση προσπαθήσαμε να 

καταλήξουμε σε όσο το δυνατόν απλούστερους αναλυτικούς τύπους και 

χρησιμοποιήσαμε Monte Carlo μεθόδους για να διερευνήσουμε την 

απόδοση των προτεινομένων ελέγχων και των διορθώσεων του μεγέθους 

τους σε μικρά δείγματα. 

Από τα τυχαία πειράματα που πραγματοποιήσαμε φαίνεται ότι, 

για διαρθρωτικές εξισώσεις που χαρακτηρίζονται από μικρό βαθμό 

υπερταυτοποίησης, οι καλύτεροι έλεγχοι της εξωγένειας των 

βοηθητικών μεταβλητών, για επίπεδο στατιστικής σημαντικότητας 

μικρότερο από 8% περίπου, είναι αυτοί που βασίζονται στα μη 

διορθωμένα στατιστικά υπερταυτοποίησης. Sargan και Basmann. Για 

μεγαλύτερα επίπεδα σημαντικότητας ο κατά Cornish-Fisher 

διορθωμένος έλεγχος του Basmann είναι ο καλύτερος, ανεξάρτητα από 

το μέγεθος του χρησιμοποιουμένου δείγματος. Επιπλέον, για 

διαρθρωτικές εξ ισιώσεις με μεγάλο βαθμό υπερταυτοποίησης, η ποιό­

τητα της απόδοσης των διαφόρων μορφών του ελέγχου της εξωγένειας 
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των βοηθητικών μεταβλητών επηρεάζεται από το μέγεθος του 

χρησιμοποιουμένου δείγματος. Σε πολύ μικρά δείγματα είναι 

προτιμότερο να χρησιμοποιείται ο αδιόρθωτος έλεγχος του Sargan ή ο 

κατά: Cornish-Fisher διορθωμένος έλεγχος του Basmann. Αντίθετα, 

καθώς το δείγμα μεγαλώνει, ο αδιόρθωτος έλεγχος του Basmann 

γίνεται, τελικό:, ο καλύτερος. Το γεγονός ότι, σε πολλές 

περιπτώσεις οι κατά Edgeworth και κατά Cornish-Fisher διορθωμένοι 

έλεγχοι καθώς και οι τοπικά ακριβείς (locally exact) έλεγχοι δεν 

έχουν την αναμενόμενη απόδοση, πρέπει να λαμβάνεται σοβαρά υπόψη 

στην εφαρμοσμένη έρευνα. 

Όπως έχουμε ήδη αναφέρει, κατά την συ'ζήτηση των αποτελεσμάτων 

των Monte Carlo πειραμάτων που εκτελέσαμε. το ενδεχόμενο της 

υπερδιόρθωσης του F στατιστικού, δηλαδή" του υπολογισμού ενός 

αρνητικού κατά Cornish-Fisher διορθωμένου F στατιστικού, 

αποδείχθηκε πάρα πολύ σπάνιο. Μελετώντας τις κατά Cornish-Fisher 

διορθώσεις κατανοούμε ότι, ένα αρνητικό κατά Cornish—Fisher 

διορθωμένο F στατιστικό μπορεί να προκύψει μόνον αν το σύνηθες F 

στατιστικό πάρει πολύ μεγάλη τιμή". Το γεγονός αυτό σημαίνει ότι 

ένα αρνητικό κατά Cornish-Fisher διορθωμένο F στατιστικό 

ισοδυναμεί με σχεδόν βέβαιη απόρριψη της μηδενικής υπόθεσης. 

Επιπλέον, ένα αρνητικό κατά Cornish-Fisher διορθωμένο F στατιστικό 

μπορεί vcc θεωρηθεί ως ένδει?η πως το μέγεθος του χρησιμοποιουμένου 

δείγματος είναι πολύ μικρό σε σχέση με τις παρατηρούμενες 

συσχετίσεις και, επομένως, οι ασυμπτωτικές μέθοδοι δεν μπορούν να 

εφαρμοστούν. Σε τέτοιες περιπτώσεις δεν χρειάζεται να διορθώνουμε 

το F στατιστικό για να διενεργήσουμε τον έλεγχο. Αντίθετα, στις 

περιπτώσεις με το περισσότερο πρακτικό ενδιαφέρον, κατά τις οποίες 

το σύνηθες F στατιστικό παίρνει τιμές "κοντά" στην κριτική τιμή, 

το κατά Cornish-Fisher διορθωμένο F στατιστικό δεν αναμένεται να 

είναι αρνητικό. Λαμβάνοντας υπόψη την μορφή των κατά 

Cornish-Fisher διορθώσεων και εφόσον το F στατιστικό παίρνει πάντα 

2 

μικρότερη τιμή από το αντίστοιχο χ στατιστικό, είναι προφανές ότι 

το ενδεχόμενο ενός αρνητικού κατά Cornish—Fisher διορθο.ιμένου χ 

στατιστικού είναι πιθανότερο από το ενδεχόμενο ενός αρνητικού κατά 

Cornish-Fisher διορθωμένου F στατιστικού. Επομένως, το πρόβλημα 

της υπερδιόρθωσης είναι ο"ξύτερο για το χ στατιστικό. Δηλαδή, 
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2 

ακόμα και σε περιπτώσεις κατά τις οποίες το σύνηθες χ στατιστικό 

παίρνει τιμές "κοντά" στην κριτική τιμή, είναι. δυνατόν το κατά 
2 

Cornish-Fisher διορθωμένο χ στατιστικό να πάρει αρνητική τιμή, 

καθιστώντας δυσκολότερο το έργο του ελέγχου της ' μηδενικής 

υπόθεσης. Αυτός είναι, ο Λόγος που δεν εξετάσαμε πειραματικά τη 
2 

συμπεριφορά του κατά Cornish-Fisher διορθωμένου χ στατιστικού. 

Το ανωτέρω πρόβΛημα υπερδιόρθωσης μπορεί να εμφανιστεί με την 

μορφή αρνητικών "κριτικών τιμών" και στην περίπτωση των κατά 

Edgeworth διορθώσεων, όταν το μέγεθος του δείγματος είναι μικρό. 
2 

Και σε αυτήν την περίπτωση η χρήση της F, αντί της χ , κατανομής 

μειώνει την πιθανότητα τέτοιας υπερδιόρθωσης, διότι οι κριτικές 

τιμές της F κατανομής είναι μικρότερες από τις κριτικές τιμές της 

χ̂  κατανομής. 

Στην εφαρμοσμένη έρευνα, η χρήση των κατά Cornish-Fisher 

διορθώσεων, όπως 'ε"ξε ιδ ικεύθησαν στην διατριβή αυτή, είναι πάρα 

πολύ απλή. Από την στιγμή που θα υπολογισθούν, τα κατά 

Cornish-Fisher διορθωμένα στατιστικά του γενικευμένου γραμμικού 

υποδείγματος μπορούν να χρησιμοποιηθούν ακριβώς όπως τα αντίστοιχα 

συνήθη στατιστικά του κλασσικού γραμμικού υποδείγματος. Τα ίδια 

ισχύουν και για τα κατά Edgeworth διορθωμένα χωρία εμπιστοσύνης, 

όπως αυτά μπορούν να εξειδικευθούν με βάση τα αποτελέσματα των 

προηγουμένων κεφαλαίων. Επομένως, οι ανωτέρω διορθώσεις μπορούν να 

γίνουν ένα χρήσιμο εργαλείο στην εφαρμοσμένη στατιστική και 

οικονομετρική έρευνα για όλες τις ειδικές περιπτώσεις του 

γενικευμένου γραμμικού υποδείγματος. Ακόμα, οποτεδήποτε αναμένεται 

να αποδώσουν ικανοποιητικά, οι κατά Cornish-Fisher διορθώσεις 

μπορούν να χρησιμοποιηθούν στην εφαρμοσμένη έρευνα για να 

βελτιώσουν το πραγματικό μέγεθος των ελέγχων της εΐωγένειας των 

βοηθητικών μεταβλητών ενός οικονομετρικού συστήματος. 

Η δυνατότητα εφαρμογής των κατά Cornish-Fisher διορθώσεων 

στην εμπειρική έρευνα αναυένεται να είναι μεγάλη για δύο επιπλέον 

λόγους. 

Πρώτον, υπάρχουν σημαντικές δυνατότητες να ενσωματωθούν. με 

σχετικά χαμηλό κόστος, οι ανωτέρω διορθώσεις στα γνωστά 

οικονομετρικά προγράμματα. Αυτό συμβαίνει διότι, με την καταβολή 

όχι υπερβολικά μεγάλης προσπάθειας, είναι δυνατόν να εκφράσουμε 216 



τις κατά Cornish-Fisher διορθώσεις του μεγέθους διαφόρων 

στατιστικών ελέγχων σε όρους ποσοτήτων. OL περισσότερες από τις 

οποίες υπολογ όζοντα ι κατά την διαδικασία εκτίμησης του 

χρησιμοποιουμένου οικονομετρικού υποδείγματος. Έτσι, καθίσταται 

εύκολη η μετατροπή των υπαρχόντων οικονομετρικών πακέτων, θα ήταν, 

μάλιστα, σκόπιμο να υπολογίζονται από τα οικονομετρικό: προγράμματα 

τόσο τα αδιόρθωτα όσο και τα διορθωμένα στατιστικά και να αφήνεται 

στον χρήστη η δυνατότητα της επιλογής και η δικαιολόγηση της, κατά 

περ ίπτώση. 

Δεύτερον, όπως φαίνεται από την περίπτωση που μελετάται στο 

Κεφάλαιο 6, μπορούν να αναπτυχθούν κατά Cornish-Fisher διορθώσεις 

του μεγέθους διαφόρων στατιστικών ελέγχων και για οικονομετρικά 

υποδείγματα πιο περίπλοκα από το γενικευμένο γραμμικό υπόδειγμα. 

Συνεπώς, μπορούμε να αναμένουμε ότι είναι θέμα χρόνου η εμφάνιση 

παρόμοιων αποτελεσμάτων για περισσότερο σύνθετα, και επομένως 

ρεαλιστικότερα, οικονομετρικά προβλήματα. Η επιλογή των 

συγκεκριμένων οικονομετρικών προβλημάτων και η ανάπτυΐη των 

αντιστοίχων μεθόδων είναι οπωσδήποτε το αντικείμενο μελλοντικών 

ερευνών και γι αυτόν τον λόγο "ξεφεύγει από τους σκοπούς αυτής της 

διατριβής, θεωρούμε, όμως. αναγκαίο να τονίσουμε ότι, η ανάπτυΐη 

των κατά Cornish-Fisher διορθώσεων TO\J μεγέθους διαφόρων 

στατιστικών ελέγχων πρέπει να γίνεται με γνώμονα τις ανάγκες της 

εμπειρικής οικονομικής έρευνας, έτσι ώστε να δοθούν περισσότερα 

εργαλεία σε εκείνους τους ανθρώπους που κάνουν την εμπειρική 

εργασία στα οικονομικά. 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ A 

ΕΡΓΑΛΕΙΑ ΤΗΣ ΕΚΛΕΠΤΥΣΜΕΝΗΣ ΑΣΥΜΠΤΩΤΙΚΗΣ ΘΕΩΡΙΑΣ 

Α. 1 ΕΙ ΣΑΓΩΓΗ 

Στα παραρτήματα που ακολουθούν δίνονται οι αποδείξεις των 

Λημμάτων, θεωρημάτων και προτάσεων αυτής της διατριβής. Σε αυτός 

τις αποδείξεις γένεται συχνή αναφορά σε μερικούς ορισμούς. Λήμματα 

και θεωρήματα που για Λογούς πρακτικής ευκολίας συνοψίζονται στο 

παράρτημα ατ,ιτό. Οι αποδείξεις των αποτεΛεσμάτων του παρόντος 

παραρτήματος βρίσκονται στα κείμενα που δίνονται σε παρενθέσεις. 

Έστω χ μια απεικόνιση από τον χώρο πιθανοτήτων (Ω, Α, Ρ) σε 

έναν πεπερασμένων διαστάσεων γραμμικό χώρο με νόρμα (S, | · ||) και 

έστω Β η κΛάση των Borei συνόΛων του S που επάγονται (induced, 

sets) από την νόρμα |•|. Αν η χ είναι μετρήσιμη (measurable), 

δηΛαδή αν χ (Β) e Α, τότε η χ καλείται ένα τυχαίο στοιχείο του 

S. Έτσι, αν S = R (η πραγματική ευθεία) , η χ είναι μια τυχαία 

μετα&Λητή, αν S = R
n
, η χ είναι ένα τυχαίο διάνυσμα και αν 

S = L(Rn, R
m
) (ο χώρος των γραμμικών τεΛεστών από το R

n
 στο R') , η 

χ είναι μια τυχαία μήτρα. 

Συμβολίζουμε με Ι ένα δεδομένο σύνολο δεικτών, που, χωρίς να 

χαθεί η γενικότητα, μπορούμε να το θεωρήσουμε ίσο με το ανοικτό 

διάστημα (0, 1). Λέγομε ότι μια συΛΛογή χ (τ e Ι) τυχαίων 

στοιχείων του S είναι ορισμένη στον χώρο πιθανοτήτων (Ω, Α, Ρ) αν 

όΛες οι απεικονίσεις χ είναι μετρήσιμες (βλ. Billingsley (1968), 

σελ. 228-230). 

Α. 2 ΣΤΟΧΑΣΤΙΚΕΣ ΤΑΞΕΙ Σ ΜΕΓΕΘΟΥΣ 

ΟΡΙΣΜΟΣ Α. 1 : Έστω χ (τ e Ι) μια συλλογή (collection) τυχαίων 
'Κ 

σ τ ο ι χ ε ί ω ν του S. Αέγομε ό τ ι το χ = ο(1) καθώς τ—>0, αν 

Ρ lim χ = 0 . Επίσης, λέγομε ό τ ι το χ ε ί ν α ι φραγμένο κατά 

π ι θ α ν ό τ η τ α ή χ = 0 ( 1 ) καθώς τ—>0, αν γ ι α κάποιο τ e l και γ ι α 

κάθε ε > 0. υπάρχει δ = δ(ε) > 0. τ έ τ ο ι ο ώστε 

Ρ**[|xj > δ] < ε, (Α.1) 

για όλα τα τ < τ . Επίσης, λέγομε ότι χ = Ω(1), αν για κάποιο 

τ e Ι και για κάθε ε > 0, υπάρχουν δ = δ (ε) > 0 και 
ο ι *• 

δ = δ (ε) > 0, τέτοια ώστε 
2 2 
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[s t S | jxj| < ö j > 1-e. P r 5 < IIχ II < 5„ > 1-e, (A. 2) 

για όλα τα τ < τ . Χρησιμοποιώντας τον συμβολισμό: 0 = ο, 0 = 0 , 
ζ 

0 = Ω, U t a κάθε σ υ ν ά ρ τ η σ η h : Ι—>R "γράφουμε 

χ = 0. (h (τ) ) , αν χ / h (τ) = 0. (1) ( i = 1, 2, 3) . (Ά. 3) 

(Μαγδαληνός, Μ.Α. ( 1 9 8 3 ) , σ ε λ . 2 4 , 25) 

ΟΡΙΣΜΟΣ Α. 2 : Μια σ υ λ λ ο γ ή χ ( τ e Ι ) ε ί ν α ι - σ υ ν ε χ ή ς αν γ uà κ ά π ο ι ο 

τ <Ξ Ι κ α ι γ uà ολα τ α δ > 0, ο 

l i m P r | | | x ^ + g - x j l > δ 1 = 0, (Α.4) 

γ ι α όλα τ α τ < τ . 

(Μαγδαληνός, Μ.Α. (1983), σελ. 25) 

ΘΕΩΡΗΜΑ Α. 1 : Έστω χ (τ e Ι) μ uà συνεχής συλλογή τυχαίων μεταβλη­

τών, θεωρούμε την ακολουθία s = 1/n, (n = 1, 2,...). Τότε: 

(i) Η συλλογή χ είναι τάΊης 0.(1) καθώς το τ »Ό. αν και μόνον αν 
ν χ. 

η ακολουθία χ είναι τά?ης 0.(1) καθώς το n >οο, για i = 1, 2. 3. 

(ii) Η συλλογή χ συγκλίνει κατά κατανομή σε μια τυχαία μεταβλητή 

χ καθώς το τ >0, αν και μόνον αν η ακολουθία χ συγκλίνει κατά 
S 

κατανομή στο χ καθώς το n »co. 

(Μαγδαληνός, Μ.Α. (1983), σελ. 26, Theorem 2.1) 

ΟΡΙΣΜΟΣ Α. 3: Για κάθε συλλογή στοχαστικών ποσοτήτων (βαθμωτά, 

διανύσματα ή μήτρες) Υ (τ e Ι) του S, που είναι ορισμένη στον 

χώρο πιθανατήτων (Ω, Α, Ρ), λέγομε ότι είναι τάϋης ω(χ
ν
) και 

γράφουμε Υ = ω(τ
υ
) , αν γ ια δεδομένο n > 0 υπάρχει ένα 0 <ε < co, 

τέτοιο ώστε 

Pr ΓίΓ^ΛΊΐ
 y
 ^

l n x ) G
] - ο (τ"). <

Ά
·

5
) 

κ.άθως το τ—»0, όπου | · | είναι η Ευκλείδια νόρμα. Αν η (Α. 5) ισχύει 

κάθε n > 0, τότε γράφουμε Υ = ω(οο) . Η χρήση αυτής της τάΊης 

ι . ̂ . », Λ Cï ~*. e·"-» ΐ^ι ' " <—^ . Λ "\ .-* », ,~ 4 ~f~ *·*· • . . • j j •»— Λ Λ , ̂ ~ •», Λ » ( /A *—» ,4t -r~ · s-** > ^ »'t ̂ % .^^-Τ-Λ \ f S~T' < • I 1S f^ r-* 

ποσότητες διαφέρουν κατά μια ποσότητα τάΊης ω(τ~), τότε κάτω από 

γενικές συνθήκες η συνάρτηση κατανομής της μιας αποτελεί ένα 

ασυμπτωτικό ανάπτυγμα της συνάρτησης κατανομής της άλλης, με ένα 
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σφάλμα τά"§ης Ο (τ"). Επιπλέον, οι τάίεις ω(·) και 0(·) έχουν τις 

ίδιες Λειτουργικές (operational) ιδιότητες. 

(Μαγδαληνός, Μ.Α. (1983), σεΛ. 28 και 

Μαγδαληνός, Μ.Α. (1991), σελ. 5) 

ΘΕΩΡΗΜΑ Α. 2: Έστω (S, || - | ) ένας n-διάστατος γραμμικός χώρος με 

νόρμα και χ , y , ζ (τ e Ι) συλλογές τυχαίων στοιχείων του S, που 
'Χ. Τ; ΤΤ 

είναι ορισμένες στον χώρο πιθανοτήτων (Ω, Α, Ρ). Τότε: 

(ί) Η συλλογή χ = (χ ,...,χ ) είναι τάΊης to(q) αν και μόνον αν 

οι συνιστώσες συλλογές τυχαίων μεταβλητών χ. ( i = 1, 2, . . . , η) 

ε ίναι τά'ξης ω (q) . 

(ii) Αν Ι!χ - ζ II < Μ < αο (με πιθανότητα 1) και χ = u(q) τότε και 

το ζ = u(q) . 
TT 

(iii) Υποθέστε ότι ο S είναι ο γραμμικός χώοος των τετραγωνικών 
k 

μήτρων. Αν για κάποιο k > 0, y = ζ + τ'χ και επιπλέον 

χ --• oj(q) , ζ = u(q) , τότε έ~ξω από ένα σύνολο με πιθανότητα o(^) 

ισχύε ι 

y
- 1
 = (ζ + τ "χ )

 _ 1
 = ω(ς) . (Α. 6) 

*χ: "C Ύ 

(ίν) Μια συλλογή της οποίας οι συνιστώσες είναι πολυώνυμα, με 

φραγμένους συντελεστές, ενός συνόλου τυχαίων μεταβλητών τάίης ω(ς) 

είναι επίσης τάΊης u)(q) . 

(ν) Αν υπάρχει κάποιο τ e Ι τέτοιο ώστε για όλα τα τ < τ η 

ροπογεννητρια συνάρτηση του τυχαίου στοιχείου χ e S να υπάρχει, 

τότε η συλλογή χ (τ e Ι) είναι τά"ξης ω (co) . 
•κ 

(vi) Αν χ = ω(ρ), y = ω(q) και s = min(ρ,q), τότε 

χ + y = ω ( s ) , χ y = ω ( s ) . ( Α. 7 ) 

(vii) Έ σ τ ω u (t = 1, 2, . . . , Τ) μια ακολουθία ανεξάρτητων και 

ισόνομων τυχαίων στοιχείων του S, με μέσο 0 και Ε ( j|u j|
q+
 ) < co για 

(Α.8) 

2 

(viii) Έστω χ μια χ μεταβλητή με ν βαθμούς ελευθερίας και τ μια 

ασυμπτωτική παράμετρος τέτοια ώστε ν »co καθώς το τ »0 . Τότε 

κ ά π ο ι ο q > 0 

Τ 

^ == Σ u t/jT 
Τ = 1 

καθώς τ ο τ — 

. Τότε 

= C ü ( q ) , 

ι / Γ Η - 7 
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(χ/ν) * = ω(οο) , (Α.9) 

καθώς το τ *0. 

(Μαγδαληνός, Μ.Α. (1983). σεΛ. 29, 30, Lemma 2.1 ως Lemma 2.7 και 

Μαγδαληνός, Μ.Ά. (1991) , Theorem 1) 

Α. 3 ΣΤΟΧΑΣΤΙΚΑ ΑΝΑΠΤΥΓΜΑΤΑ ΚΑΙ ΑΣΥΜΠΤΩΤΙΚΕΣ ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΕΙΣ 

ΟΡΙΣΙΜΟΣ Α. 4: Λέγομε ότι μια συλλογή τυχαίων στοιχείων Υ (τ e Ι) 

του S δέχεται ένα στοχαστικό ανάπτυγμα, αν υπάρχει μια συμβιβαστή 

(conformable) ακολουθία συλλογών Υ . (ί = 1, 2,...) τέτοια ώστε, 
-CL 

για ό λα τα Ρ = Ο, 1, 2.. .. 

ρ 

Υ = Σ τΎ . + τ
ρ
 ω (Ρ) . (Α. 10) 

(Μαγδαληνός, Μ.Α. (1983), σελ. 30 και 

Μαγδαληνός, Μ.Α. (1991), σελ. 6) 

ΟΡΙΣΜΟΣ Α.5: Λέγομε ότι η συνάρτηση f έχει ένα στοχαστικό 

ανάπτυγμα αν υπάρχει μια ακολουθία συναρτήσεων f. ( ί = 0 , 1,...), 

τέτοιες ώστε 

ρ 

f (τ) = £ τ f. (τ) + 0(τ
ρ+1
) (Ρ = 0 , 1 , 2 , . . . ) . (Α.11) 

L 
ν = 0 

Τότε λέγομε ότι το f (τ) είναι μια ασυμπτωτικη προσέγγιση πρώτης 

τάίης της συνάρτησης f(τ), το f (τ) + τί (τ) είναι μια ασυμπτωτικη 

προσέγγιση δεύτερης τάίης της συνάρτησης f(τ), κ.ο.κ. 

(Μαγδαληνός Μ.Α. (1983), σελ. 217) 

ΛΗΜΜΑ Α. 1 : (Ι) Όταν οι ποσότητες που μας ενδιαφέρουν (εκτιμητές η 

στατιστικά ελέγχου) είναι ρητές συναρτήσεις των δεδομένων, τα 

στοχαστικά αναπτύγματα τους μπορούν να βασιστούν στο "γεωμετρικό 

ανάπτυγμα" μιας μήτρας. 

Έστω Χ (τ « Ι) μια συλλογή (μη) στοχαστικών τετραγωνικών 
'Κ 

ι ι η τ π ι Α ν Η Γ > Ί ' n i i v i / S Î M n i i v π σ i i i r r i i - n i R i i t t n i i n r r ι ι ι ί τ Λ ί Τ Κ Τ Γ Φ Ι Λ Γ 1 Τ Ο T" vO Κ" CTI. 

έστω Y (τ € Ι) μια συλλογή συμβιβαστών (conformable) τυχαίων 

τετραγωνικών μητρών. Αν, για κυ,ιιοιον ακ&ραιο αριθμό ρ, Λ ~ ω^Ρ; 

και Υ = ω(ρ), τότε έΐω από ένα σύνολο με πιθανότητα ο(τ
ρ
), 

_ Ρ 

(Χ +τΥ ) * = Γ (-^Τ/Χ
-1
 + τ

ρ+±
ω(ρ) , (Α. 12) 

i = 0 
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όπου D = Χ *Υ . Η (Ά. 12) εΊακολουθεί να οσχϋε u και. όταν τα Χ Kau 

Υ eCvau βαθμωτά, αντί γ uà τετpaγωvuκές μήτρες. ÇTJOUKCÎ, σε αυτήν 

την περίπτωση το Χ θα πρέπεu να μην συγκAίvεu στο μηδέν. 

(II) Όταν ou ποσότητες που μας εvδuaφέpoυv είvau πεpuσσóτεpo 

ποΑύπΑοκες συνάρτησεuç των δεδομένων, τα στοχάστηκα αναπτύγματα: 

τους μπορούν να ßaσuστoύv στο κατά Taylor ανάπτυγμα αυτών των 

συναρτήσεων. Το τυπικό πρόβΑημα προϋποθέτεu την ύπαρίη μuaç 

μετpησuμης συνάρτησης f (ζ , λ ) e S, που είvau opuσμέvη σε έναν 

πapaμετpuκó χώρο θ = ΓχΛ, όπου τα ζ <Ξ Γ Kau Λ <Ξ Λ είvau συΑΑογές 

στoχaστuκώv Kau μη στοχασ^κών στouχείωv, avτίστouχa. 

Έστω Γ, Λ υποσύνοΛα ενός δuavυσμaτuκoύ χώρου πεπερασμένων 

δuaστdσεωv. θεωρούμε την συλλογή" των στoχaστuκώv στouχείωv 

ζ = γ + τ
ρ
ω(ς) « Γ (Ρ, q > 0) (Α.13) 

-e 

Kau την συλλογή των μη στoχaστuκώv στouχείωv 

Α = λ + ο(1) <ε Λ. (Α.14) 
Τ; 

Με δεδομένη κάθε συνάρτηση f : ΓχΛ »S , γράφουμε f, (χ-γ, Α ) 

γ uà τον k-τάΐης όρο του Taylor αναπτύγματος της συνάρτησης 

f (χ, Α ) περί, το σημείο (γ, Α ) . 

θεωρούμε την μετpήσuμη συνάρτηση 

f: ΓχΛ >S (Α.15) 

Kau υποθέτουμε óτu, γ uà κάποuov aKépauo s 2: 2, όΑες ou μεpuκές 

παράγωγοu (ως προς το Γ) τάίης μuκpóτεpης ή ίσης του s υπάρχουν 

Kau είvau συνεχείς σε μ uà πεpuoχη' του (γ, Α ) <Ε ΓχΛ. Τότε, με 

δεδομένες τuς συΑΑογές (Α.13) Kau (Α.14) έχουμε 

m-i 

f(z , λ ) - E f ίζ -γ, Α ) + τ
ρ
"ω(ς), (Α.16) 

γ uà όλα τα m < s-1. 

(Μαγδαληνός, Μ.Α. (1983), σεΑ. 33, Lemma 2.8 Kau 

ΜαγδαΑηνός, Μ.Α. (1991), Corollary 1, Corollary 2) 

Α. 4 ΤΥΠΙΚΑ (FORMAL) ΚΑΤΑ EDGEWORTH ΑΝΑΠΤΥΓΜΑΤΑ 

ΟΡΙΣΜΟΣ Α. 6: Έστω χ μ uà τυχαία μεταβλητή με συνάρτηση πυκνότητας 

f (χ) . Η χαρακτηρ u o ^ ^ συνάρτηση της χ είvau ο μετaσχημaτuσμóς 

Fourier (F) της f (χ) , δηλαδή 
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+ 00 

cp(s) = F[f (χ)] = e
3X
f(x)dx, (A. 17) 

—00 

όπου s = it, i = J~— 1 . Αυτό ισοδυναμεί με T O να πούμε ότι η f (χ) 

είναι ο αντίστροφος μετασχηματισμός Fourier (F ) της cp(s), δηλαδή 

f (χ). = F
-1
[(p(s)] . (Α.18) 

Οι συναρτήσεις f (χ) , tp(s) είναι ένα 'ζεύγος του μετασχηματισμού 

Fourier και όταν δίνεται η μια η άΛλη είναι μονοσήμαντα ορισμένη. 

Μερικές γνωστές ιδιότητες της ένα προς ένα απεικόνισης 

f (χ) «—> (p(s) δίνονται στο ακόλουθο Λήμμα. 

ΛΗΜΜΑ Α. 2: Αν φ (s) =
 F
[f (x)] (Βλ. (Α.17)), τότε 

a φ (s) +a φ (s) <—>a f(x)+af(x) (a, a e R) , 
1 1 2 T 2 1 1 2 2 1 2 

s tp(s) <—>(-l) f (x) , 

χ 

ip(s) /s«—> f ( a ) d a , (A.19) 

-oo 

φ ' ( s ) - « — > x f ( x ) , φ (s/a)-«—>af (ax) . 

(Μαγδαληνός, M.A. ( 1 9 8 3 ) , σεΛ. 3 4 , 3 5 , Lemma 2 . 9 ) 

ΛΗΜΜΑ Α. 3 : Αν τ ο n x l δ ι ά ν υ σ μ α b κ α τ α ν έ μ ε τ α ι ως N(0,G) κ α ι 1 ε ί ν α ι 

έ ν α σ τ α θ ε ρ ό δ ι ά ν υ σ μ α τ έ τ ο ι ο ώστε 1'Gl = 1, τ ό τ ε γ ι α κάθε μ ε τ ρ ή σ ι μ η 

συνάρτηση f κ α ι κάθε ( π ι θ α ν ώ ς μ ι γ α δ ι κ ό ) α ρ ι θ μ ό s , 

E [ e s L ' b f ( b ) ] = <p(s)E[f ( b + μ ) ] , (Α.20) 

- 2 / 2 όπου φ ( s ) = e , μ = s G 1 . 

(Μαγδαληνός, Μ.Ά. ( 1 9 8 3 ) , σ ε λ . 2 9 4 , Lemma G.3) 

ΟΡΙΣΜΟΣ Α. 7: Γ ι α κάθε σ τ α τ ι σ τ ι κ ό (συνάρτηση των δ ε δ ο μ έ ν ω ν ) y , 

ο ρ ί ζ ο υ μ ε τ ο ν τ ε λ ε σ τ ή 

Ε 2 ( γ ) = E [ e 3 L ' b y ] / t p ( s ) (Α. 21) 

κ α ι τ η ν δ ε σ μ ε υ μ έ ν η α ν α μ ε ν ό μ ε ν η τ ι μ ή 
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E i (y) = E ( y | b ) . (A.22) 

Ε ί ν α ι φανερό ό τ ι 

E [ e s L ' b y ] = V ( s ) E 2 [ E i ( y ) ] . (A.23) 

i. 

Επιπλέον, γράφουμε: y = χ, αν χ = Ε. (y) (i = 1, 2) . 

ΛΗΜΜΑ Α.4: Έστω G, Q συμμετρικές βετικά ημιορισμένες ηχη μήτρες, 

τέτοιες ώστε 

detG * 0, QGQ = Q, r = trQG, (Α.24) 

5 ένα ηχΐ διάνυσμα και γ = δ 'Ωδ. Γ ι α κάθε (πιθανώς μιγαδικό) 

αριθμό s ορίζουμε 

( l - 2 s ) ± . μ = ( t - l )GQö, Σ = G+(t-l)GQG, 

φ (s) = ( l - 2 s ) e 
Γ , γ 

(Α.25) 

Αν χ ε ί ν α ι ένα N(0,G) διάνυσμα, z ένα Ν (μ. Σ) δ ιάνυσμα και f μ ια 
μετρήσιμη συνάρτηση, τότε 

E[e
.<x

+
«'a<x

+
*>

f(x)
j

 = φ
^

( 3 ) Ε
| "

ί ( ζ )
]

< (Α
.26) 

υπό την έννοια ότι. αν υπάρχει το ένα μέλος της ισότητας, τότε 

υπάρχει και το άλλο και ε (Ι να ι ίσα. 

(Μαγδαληνός, Μ.Α. (1983), σελ. 309, Lemma Η.2) 

ΟΡΙΣΜΟΣ Α.8: Γ ιά κάοε στατιστικό (συνάρτηση των δεδομένων) y, 

ορίζουμε τόν τελεστή" 

[
ab'ab η / 

e ° °y A (s)- (Α.27) 

και την δεσμευμένη αναμενόμενη τιμή 

Ε (y) = E(y|b ). (Α.28) 

Ε ί ν α ι φανερό ό τ ι ισχύε ι 
τ- s b ' d b -| 

E e > ° ° y = φ Γ ^ ( s ) E 2 [ E ± ( y ) ] . (Α.29) 

i 

Ε π ι π λ έ ο ν , γράφουμε y = χ, αν χ = Ε. (y) ( i = 1, 2) . 

ΛΗΜΜΑ Α. 5: Γ ι α την μη κεντρική χ πυκνότητα, f (χ) , ισχύε ι η 
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ταυτότητα 

xf (χ) = rf (χ)+γί (x). (Α.30) 

(Μαγδαληνός, Μ.Α. (1983). σεΛ. 312. Lemma Η.3) 

ΛΗΜΜΑ Α. 6: Αν u είναι ένα Ν(Ο,Ι) διάνυσμα και Ν μ ta ταυτοδύναμη 

μήτρα βαθμού L, τότε 

E[e
3 U
'

N u
(u'Nu)

r
] = <P

L
(s) t

r
L(L+2) · • · [ L+2(r-l)] , (Α.31) 

όπου φ (s) = (l-2s) , t = l/(l-2s). 

(Μαγδαληνός, Μ.Α. (1983), σεΛ. 329. Lemma Η.7) 

ΛΗΜΜΑ Α.7: Έστω Ι('), i(
-
) οι συναρτήσεις κατανομής και 

πυκνότητας, αντίστοιχα, μιας τυπικής κανονικής μεταβλητής. 

Συμβο A t "ζουμ ε με Ι (·), i (") τις συναρτήσεις κατανομής και 
Τ-π Τ-π 

πυκνότητας, αντίστοιχα, μιας t μεταβλητής με Τ—n βαθμούς 

εΛευθερίο:ς. Αποδεικνύεται ότι ισχύουν οι σχέσεις: 

Ι (χ) = Ι (χ) - (1/4)τ
2
(1+χ

2
)χί (χ) + 0(τ*), 

Τ-η 

i (χ) = i (χ) + Ο (τ
2
) , 

Τ-η 

(Α.32) 

όπου τ = Τ 

(Fisher. R.A. (1925), σεΛ. 109-112) 

Α.S ΕΓΚΥΡΟΤΗΤΑ ΤΩΝ ΚΑΤΑ EDGEWORTH ΑΝΑΠΤΥΓΜΑΤΩΝ 

ΘΕΩΡΗΜΑ Α.3: Έστω C η κλάση όλων των κυρτών (convex) Borei συνόλων 

του R
n
. Επιπλέον, χ , y είναι δυο συλλογές τυχαίων διανυσμάτων, 

ορισμένες στον χώρο πιθανοτήτων (2, Α, Ρ), με συναρτήσεις 

κατανομής F , G , αντίστοιχα, τέτοιες ώστε 
-e ν 

γ = χ + T7
k+1
u)(k) , (Α. 33) 

καθώς το τ >0. Αν υπάρχει μια ομαλή (smooth) προσθετική 

(additive) συνάντηση Ψ , τέτοια ώστε για όλα τα Ά <= C 

F (A) = Ψ, (A) + o(T
k
) (Α.34) 

-e k 

τότε 

G (A) = F, (A) + o(T
k
) . (A.35) 

k+A 

Επιπλέον, αν το υπόλοιπο στην (Α.33) είναι τ u(k+l) και η (Α.34) 
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ισχύει ομοιόμορφα στο C, τότε η (Α. 35) ισχύει ομοιόμορφα στο C. 

(Μαγδαληνός, Μ.Α. (1991) , Theorem 2) 

Το θεώρημα που ακολουθεί είναι- αρκετό γ ta την διαπίστωση της 

εγκυρότητας των κατά Edgeworth αναπτυγμάτων στις περισσότερες 

οικονομετρικές εφαρμογές. 

ΘΕΩΡΗΜΑ Α. 4: θεωρούμε την συλλογή των τυχαίων διανυσμάτων 

y = χ + τς (χ) <Ξ R
n
, όπου χ είναι ένα N(0,G) διάνυσμα και 

•ν ν 

q : Rn
 >R

n
 είναι μια πολυωνυμική συνάρτηση πεπερασμένου βαθμού 

των στοιχείων του διανύσματος χ. Επιπλέον, έστω ότι: 

(i) Η μήτρα G είναι μη ιδιάζουσα και συγκλίνει σε μια μη ιδιάζουσα 

μήτρα καθώς το τ >Ό . 

(ii) Οι συντελεστές της q είναι τυχαίες μεταβλητές ανεξάρτητες 

του χ, τάξης u)(k) και έχουσες απολύτως συνεχή (absolutely 

continuous) κατανομή. 

(iii) Η k+1 απόλυτη ροπή (absolute moment) του q (χ) είναι 

φραγμένη. 

Τότε, η τυπική (formal) Edgeworth κατανομή μήκους k (με k όρους) 

προσεγγίζει την κατανομή του y με ένα σφάλμα τάξης ο (τ ) 

ομοιόμορφα για όλα τα Borei σύνολα του R . 

(Μαγδαληνός, Μ.Α. (1991) , Theorem 4) 

Για τις τυπικές τύπου Edgeworth προσεγγίσεις σε όρους της 
2 

μη κεντρικής χ κατανομής δεν υπάρχουν γενικά αποτελέσματα. Ένα 

ειδικό αποτέλεσμα που επαρκεί για πολλές οικονομετρικές εφαρμογές 

δίνεται στο ακόλουθο θεώρημα. 

ΘΕΩΡΗΜΑ Α. 5: θεωρούμε την συλλογή των τυχαίων μεταβλητών 

y = (χ+δ) Ό(χ+δ) + xq (χ), όπου δ είναι ένα σταθερό διάνυσμα, χ 

είναι ένα N(0,G) διάνυσμα και q : R
n
 >R είναι μια πολυωνυμική 

συνάρτηση πεπερασμένου βαθμού των στοιχείων του διανύσματος χ. 

Επιπλέον, έστω ότι: 

(1) Οι μήτρες G, Q είναι συμμετρικές θετικά ημιορισμένες nxn 

μήτρες, τέτοιες ώστε 

detG * 0, QGQ - Q, r = trGQ (Α.36) 

και οι οποίες, καθώς το τ-—>0, συγκλίνουν σε πεπερασμένες (finite) 

μήτρες που ικανοποιούν την (Α.36). 

(ii) Οι συντελεστές της q είναι τυχαίες μεταβλητές ανεξάρτητες 
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του χ, τάΊης u(k) και, έχουσες απολύτως συνεχή (absolutely 

continuous) κατανομή. 

( i i i ) Η k+1 απόλυτη ροπτΊ ( a b s o l u t e moment) του q (χ) ε ίναι . 

φραγμένη. 

Τότε, π τυπική (formal) τύπου Edgeworth κατανομή μήκους k (με k 

όρους) προσεγγίζει την κατανομή του y με ένα σφάλμα τοϊξης ο (τ ) 

ομοιόμορφα για όλα τα Borei σύνολα του R. 

(Μαγδαληνός, Μ.Α. (1991), Theorem 5) 

Α.6 ΜΕΡΙΚΑ ΧΡΗΣΙΜΑ ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ 

ΛΗΜΜΑ Α. 8: Αν χ είναι, ένα Ν(Ο,Σ) διάνυσμα και, Α, Β, C σταθερές 

συμμετρικές μήτρες, τότε 

Ε(χ'Αχ) = trAS, 

Ε(χ'Αχχ'Βχ) = (trAI)(trBI)+2(trA2BZ), (Α.37) 

E(x'Axx'Bxx'Cx) = (trAZ)(trB2)(trCZ) + 2(trAZ)(trBXCS) + 

+ 2(trBZ)(trAZCS) + 2(trCZ)(trAZBE) + 8(trAZBZCZ). 

(Magnus and Neudecker (1979), σελ. 389) 

ΛΗΜΜΑ Α. 9: Αν V είναι μια Τχΐ μήτρα, ou γραμμές της οποίας είναι 

ανεΐάρτητα Ν(0,Ο διανύσματα και Ά είναι μια συμβιβαστή 

(confomable) μήτρα, τότε 

E(V'AV) = (trA)C, E(VAV') = (trCA) I , 

τ 

E(VAV) = A'C, E(V'AV') = CA', (Α.38) 

E(V'VAW) = T(trCA)C + T(T+1)CAC. 

(Μαγδαληνός, Μ.Α. (1983), σελ. 263, Lemma Ε.1) 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Β 

ΑΠΟΔΕΙΞΕΙΣ ΤΟΥ ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ a 

Ορίζουμε τον GLS εκτιμητή" του β όταν η μήτρα Ω είναι, γνωστή: 

β=(ΧΏΧ)
_ 1
ΧΏγ (Β.1) 

Χρησιμοποιώντας το θεώρημα του Basu (ΒΛ. Rothenberg (1984a), 

(1984b)) Kau τους ορισμούς (2.2) και (Β.1), μπορούμε να δείξουμε 

ότι τα γ και β-ß κατανέμονται ανεξάρτητα από το β. 

ΛΗΜΜΑ Β. 1: Ισχύει ότι 

ß=ß+Ta(b+Tb„), (Β.2) 

όπου 

b=4T(ß-ß)/o, b*=T(ß-ß)/a. (Β.3) 

Ε π ι π Λ έ ο ν , ι σ χ ύ ο υ ν ο ι σ χ έ σ ε ι ς : 

b=GX'2u/fT, b - N ( O . G ) , όπου G = ( X ' 2 X / T ) " 1 

κ α ι (Β.4) 

b„=GX'2Mu, όπου G = ( X ' 2 X / T ) _ 1 κ α ι Μ = Ι - Χ ( Χ Ώ Χ ) " 1 Χ ' 2 . 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ: Α ν τ ι κ α θ ι σ τ ώ ν τ α ς τ η ν ( 2 . 1 ) σ τ ι ς ( 2 . 2 ) κ α ι (Β.1) β ρ ί σ κ ο υ μ ε 

β= ( Χ ' ΩΧ) _ 1Χ ' Ω ( Χβ+συ.) = β+ ( Χ ΏΧ) _±Χ Ώσυ. ( 3 . 5 ) 
κ α ι 

ß=(X '2X)" 1 X'ß(Xß+ou)=B+(X 'ßX)" 1 X'ßou . (Β. 6) 

Χρησιμοποιώντας την (2.5) και αντικαθιστώντας τις (Β.5) και (Β.6) 

στους ορισμούς των b και b^, βρίσκουμε: 

(i) bHT(ß-ß)/o=,fr(X'ßX)~1X'aou/o=irT(X^X/T)~
1X'2u/T= 

= (ΧΏΧ/Τ) - 1ΧΏυΑΓΤ=σΧΏυ.ΑΓΤ\ (Β. 7) 

όπου 

G=(X'2X/T)" 1 =A~ 1 . (Β. 8) 

Α Γ Γ Λ Τ* 1 <""* ι ι Π Λ ί ] < ί π ρ ι Γ» -ΓΓίΛ ι * ÌT-TS-\F\C· ι* -ν t ΐ / Π - τ Λ / - ; Ι Ι - Τ Ρ ç ? y r . i t u e / ^ τ - » 

ια~Ν(0,Ω
-1
) . (B.9) 

3 

Από την (Β.7), και εφόσον τα b και b είναι περιττές συναρτήσεις 

του u, παίρνουμε 
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E(b)=GX'2E(u)//T=0 Kau συνεπώς E(b
3
)=0. (Β.10) 

ΕπιπΛέον, κάνοντας χρήση των (Β. 7), (Β.8) καί (Β.9) βρίσκουμε 

Cov(b) -Ε (bb ' ) =Ε(GX'2uu'2XG/T) =GX Ώ Ε (uu ') 2XG/T=GX '22
-i
2XG/T= 

=GX'2XG/T=G(Χ'2X/T) G=GG~
1
G=G=A~

1
. (Β . 11) 

Επομένως, ισχύει, ότι 

b~N(0,G). όπου G=A
-1
=(X'2X/T)

_1
. (Β.12) 

( i i ) b * -Τ ( ß-ß) /σ=Τ Γβ+ (ΧΏΧ) _±Χ ' 2 σ υ - β - ( Χ ΏΧ) _±Χ '2συ~| / σ = 

= τ [ ( Χ ' 2 Χ ) ~ 1 Χ ' Ω υ . - ( Χ Ώ Χ ) _ 1 Χ ' 2 Χ ( Χ Ώ Χ ) ~ 1 Χ ' 2 υ . | = 

=Τ Γ(Χ Ώ Χ ) - 1 Χ Ώ [Ι-Χ(Χ Ώ Χ ) - 1 Χ ' 2 ] u l =Τ (Χ ΏΧ) - 1 Χ'2Mu= 

(ΧΏΧ/Τ) 1X'2Mu=GX'2Mu, (Β.13) 

όπου 

G=(X'2X/T)
 1
=Α~

1
, Α=Χ'2Χ/Τ και Η=Ι-Χ(ΧΏΧ) *X'2. (Β . 14) 

Από τους ορισμούς των b και. b* και τον ορισμό του τ βρίσκουμε ότι 
— 2 " — 

Tab=ß-ß Kau τ ob^=ß-ß. Επομένως, έχουμε 

Tob+T2ab*=To(b+Tb*)="ß-ß+ß-]i=ß-ß =*· β=β+τσ (b+xbÄ ) . (Β.15) 

QED 

ΛΗΜΜΑ Β. 2: Γ ι α τ ι ς μ ή τ ρ ε ς G και, G, που ο ρ ί σ τ η κ α ν στο Λήμμα Β . 1 , 

ι σ χ ύ ε ι η σχέση 

G = G + T G * , (Β.16) 

όπου 

G =JT(G-G)= Σ G.5.+T Σ Σ G. . 6 δ . + ω ( τ 2 ) 
. ι . ι- . . VJ ι J 
ν = i ν = 1 j = i 

κ α ι (Β.17) 
G.= -GA.G κ α ι G..=G(A.GA- 4 Α..) G. 

1 / 2 

Ο ρ ί ζ ο υ μ ε τ ο n x l δ ι ά ν υ σ μ α k = e / ( e ' G e ) , όπου e ε ί ν α ι έ ν α n x l 

g. .=k'G. .k . Ι σ χ ύ ο υ ν ο ι σ χ έ σ ε ι ς 

•Λ Μ. Vi 

g=l+Tg^ κ α ι g - £ g . 6 . + i J] Σ g. .5. δ.+ω ( τ 2 ) . (Β. 18) 
V = l l = l j = l 
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ΑΠΟΔΕΙΞΗ: Χρησιμοποιώντας τους ορισμούς (2.5), (2.7) και (Β.14) 

και εφαρμόζοντας το Λήμμα Α.1 (II) παίρνουμε 

ô Ά dzA 

Α=Α + 
i = i 3 γ. 

ν. δ • δ - ' ο * ^ &** 

= ι j = ι Ô | . 3 | . 
("&.-"&· ) (γ - γ .) + ω ( τ ) = 

= A + E M l - l ) + ^ Ε £ Α . . ( ϊ . - ΐ ) ( ϊ - γ . ) + ω ( τ 3 ) 
V 1. 1- £* . -̂J ΐ- L J J 

L= 1 1 = 1 ) = i 

("Χ- " I f . ) 
M L I . M M 

=A + Ε Α. τ + 4 Ε Ε Α. .τ 
L= 1 L = i J = 1 

<VV ( VV 
τ 

+ ω ( τ ) = 

•Κ Χ Μ 

=Α+τ Ε Α. 5.+^· τ 2 Ε Ε Α. .δ. δ + ω ( τ 3 ) = Ά + τ Δ , 
. 1 . 1 . 2 . . I - J 1 - J 
\. = 1 ι = 1 ] = i 

( Β . 1 9 ) 

ό π ο υ 
•Ά - V. Ά 

δ = ( γ - γ . ) / τ κ α ι Δ= E Α.5.+ 4 τ Ε Ε Ά. .0. δ.+ω ( τ 2 ) . 
\. \- \- ι- ι- Ζ . 4 ι· J 

L = .1 1 = 1 J = i 

( Β . 2 0 ) 

Χρησιμοποιώντας το Λήμμα Α.1 (Ι) βρίσκουμε 

Α~
1
=(Ά+τΔ)"

1
=Α"

1
-τ(Α"

1
Δ)

1
Ά"

1
+τ

2
(Α

_1
Δ)

2
Α

_1
+ω(τ

3
) = 

=Α 4 - τ Α *ΔΑ S T 2 A
 1ΔΑ *ΔΑ Α + ω ( τ 3 ) ( Β . 2 1 ) 

_ 4 ^ 

κ α ι χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ώ ν τ α ς τ ι ς ι σ ό τ η τ ε ς G=A κ α ι G=A π α ί ρ ν ο υ μ ε 

G ' " Ì = G - T G A G + T 2 G A G A G + U ( τ 3 ) = G - T G ( Δ-τΔ6Δ) G+ω ( τ 3 ) (Β.22) 

Αντικαθιστώντας στην (Β.22) το Δ από την (Β.20). κάνοντας 

απΛες πράΊεις και χρησιμοποιώντας το θεώρημα Α.2 συμπεραίνουμε ότι 

Μ •Ά M r -

G=G-T E GA.G5.+τ E E 
i. = 1 i = l j = i 

G(A.GA. - ±- A. ,)G 
1- j 2 1-J 

δ . δ . + ω ( τ ) 

•Ά M M 

= G + T E G . ö . + τ 2 E E G. , δ . δ . + ω ( τ 3 ) 
1 = 1 L = 1 J = 1 

= G + T 

ό π ο υ 

E G .ö .+τ E E G. . δ . δ . + ω ( τ ) 
i = 1 i = l j = l 

=G+TG Ä , ( Β . 2 3 ) 

GA=<fT(G-G) = E G ; Ö ; + T E E 6 ; ; δ ; δ ; + ω ( τ 2 ) , 
V. = 1 i = 1 j = 1 

( B . 2 4 ) 

G. = -GA.G κ α ι G. =G(A.GA. - =r A. .) G . 
L \. Lj t. j A t-J 
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Από την (Β. 23) Kau τους ορισμούς των G* , k, g, g,,., g. και g.. 

βρίσκουμε 

k'Gk=k' (G+xG*)k=k'Gk4^k*G*k =*· g= 

όπου 

e'Ge 

e'Ge 
+τg

x
=l+τg

x 

>-j 

(B.25) 

g =k'G*k=k' Γ E G.5.+τ Ε Σ G. δ. δ.+ω(τ
2
) ]k= 

* * |_ *-' L L " LJ L J
 J 

L = ί j = 1 
L = i 

• Σ g.s.+τ Σ Σ g. .δ.δ.+ω(τ
2
) . 

L = 1 L = i j = i 

(Β.26) 

QED 

ΛΗΜΜΑ Β 3: Από τον ορισμό (2.6) έχουμε ότι δ=τ |~JTcL +d +ω(τ)] = 

=d +ω(τ) . Ορίζουμε το βαθμωτό δ και το κχΐ διάνυσμα 

δ=Γ(δ. ). "1 , έτσι ώστε δ=(δ , δ') '. Από τον ορισμό 
* <- L 1 . - 1 , . . . , x J Ο χ 

υ π ο δ ε ί γ μ α τ ο ς μας έ χ ο υ μ ε ό τ ι : 

τ ο υ 

( i ) Ε ( δ ' ) = (τμ , τ μ ' ) =*• Ε ( δ ) =τμ κ α ι Ε ( δ * ) = τ μ =» Ε ( δ . ) = τ μ . , 
Ο Ο Ο Χ Γ- L I . 

(Β.27) 

όπου μ=Γ(μ. ). 1 . ΕπιπΛέο 
*- L L = l , . . . , * t - l 

V , 

( i i ) Ο ο ν ( δ ) = Ε ( δ δ ' ) = 

λ Λ'' ο 

=* Ε ( δ δ ) = Ε ( δ )=λ , Ε ( δ δ . ) = Ε ( δ . δ ) λ ., Ε ( δ . δ . ) = Λ . . , 
Ο Ο Ο Ο O L L O O L L J L J 

(Β.28) 

όπου Λ=Γ(λ. ). ] κ α ι Λ=Γ(Λ. .) . . "Ι . 
L L L = ± , . . . , X J L LJ L , J = 1 , . . . , X J 

Ο ρ ί ζ ο υ μ ε τ η ν π ο σ ό τ η τ α s. =GX Ώ . Mu/TT. Γ ι α κάθε μ ή τ ρ α Q ισχύουν 

τ α ακόΛουδα α π ο τ ε λ έ σ μ α τ α : 

E ( s . s ' ) = G X ' ß . ΓΩ"1-Χ(ΧΏΧ)~1Χ'1$2.ΧΘ/Τ, E ( Ì O = 0 , E ( b ? ) - 0 , 
L J L > - -> J * X 

i t X * 

E ( b * b ' ) = Ε Σ A..G(A. -Α.ΘΑ.)Θ+0(τ 2) , E ( b x ö ) = 0 + Ο ( τ 2 ) , 
X X * - ' * - ' LJ L J L J x O 

L = 1 j = 1 

E ( G * ) - x [ Σ G.M.+ E E G. Λ ] + 0 ( τ ) , 
Χ 1. *-> ^ , . *•* * - LI L J J 

L = 1 l = l j = l 

•Λ. -Λ 

E(G*QG„)= Ε Σ λ. .G.QG.+OU) , 
L = 1 J = i 

E ( G * 5 o ) = Ε λ ο ΐ Θ ι + 0 ( τ ) ' E < G x Q b x ) = 0 + O U ) κ α ι E ( b * g * ) = 0 + 0 ( τ ) 

(Β.29) 

όπου οι διάφορες ποσότητες έχουν ήδη οριστεί 
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ΑΠΟΔΕΙΞΗ: 

CID ΑΝΑΜΕΝΟΜΕΝΕΣ ΤΙΜΕΣ 

(i) Εφόσον οι μήτρες G, Ω και Ω. είναι συμμετρικές, παίρνουμε 

Ε ( s s ' ) =Ε ΓβΧ 'Ω Muu 'Μ Ώ XG/Tl =GX Ώ. ME (uu ' ) M ' Ω . XG/T= 

=ΘΧΏ.ΜΩ
_1
Μ'2.ΧΘ/Τ. (Β. 30) 

L J 

Ό μ ω ς , αηό τ η ν (Β.14) π ρ ό κ υ π τ ε ι ό τ ι 

ΜΩ-1Μ ' = [Ι -Χ ( Χ 'ΩΧ) _1Χ Ώ ] Ω_± [Ι -ΩΧ ( Χ ΏΧ) _1Χ ' ] = 

= [Ω" ± -Χ(ΧΏΧ) _ 1 Χ'] [ Ι - Ω Χ ( Χ Ώ Χ ) ~ 1 Χ ' ] = Ω " 1 - Χ ( Χ Ώ Χ ) - ± Χ ' . (Β. 31) 

Αντικαθιστώντας την (Β. 31) στην (Β.30) βρίσκουμε 

E(s.s')=GX'ß. ΓΩ^-ΧίΧΏΧί^Χ'ΐΩ.Χβ/Τ. (Β.32) 

(ii) To s. είναι περιττή συνάρτηση του u και τα δ και δ. είναι 

άρτιες συναρτήσεις του u. Επομένως, το s. είναι ασυμπτωτικά 

ασυσχέτιστο με τα δ , δ , V i . Ισχύει 
Λ
 ^ Ο Ι

 Λ 

Χ'ΩΜ=Χ'Ω[ΐ-Χ(Χ
/
ΩΧ)""

1
Χ'Ω]=ΧΏ-Χ'Ω=0 

και συνεπώς 

b
#
=GX'SMu=GX'S2Mu-GX'S2Mu=GX' (Ω-Ω)Μιι. (Β. 33) 

Από το Λήμμα Α.1 (II) και την (2.4) έχουμε 

Λ 0
 (γ.-γ.) 

Χ. Ο \1 -Λ 1. Ι 

Ω=Ω+Γ {%.-%.) +ω(τ' 2) =Ω+ V Ω. τ + ω ( τ 2 ) = 
_, V V L . ι τ 

ι= ι σ γ u= ι 
i 

»e =Ω+τ Γ Ω. δ . + ω ( τ Ζ ) => 
I I 

1 = 1 

=> Ω-Ω=τ Γ Ω. δ . + ω ( τ 2 ) . (Β. 34) 
L I . 

ι = 1 

Από τ ο Λήμμα Β.2 έ χ ο υ μ ε ό τ ι 

β=β+τσ* => G=G+oj(x) . (Β. 35) 

Από τις (Β.33), (Β.34) και (Β.35) έπεται ότι 

b =GX'pc Γ Ω. 5.+ω(τ
2
)ΐΜιι= Σ τ (G+ω (τ) ) Χ Ώ.Μιιδ.+ω (τ2

) = 
ν = ι 1 = 1 

= E (GX'2.Mu/JT )δ.+ω(τ
2
)= Σ S.Ö.+ÜJU2) . (Β.36) 

ν = 1 i = 1 
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Εφόσον το s. είναι περιττή συνάρτηση του u καυ το δ. είναι άρτια 
3 

συνάρτηση του u, τα b^ και b* είναι περιττές συναρτήσεις του u 

Kau, επειδή ιι~Ν(0,Ω ), παίρνουμε 

E(b
#
)=-0 και. E(b*)=0. (Β.37) 

CUD ΔΕΣΜΕΥΜΕΝΕΣ ΑΝΑΜΕΝΟΜΕΝΕΣ ΤΙΜΕΣ 

( i ) Χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ώ ν τ α ς την (Β.36) π α ί ρ ν ο υ μ ε 

χ χ χ χ 

E ( b * b ; ) = E [ ( Ε 3 δ + ω ( τ 2 ) ) ( Ε s . δ . + ω ( τ 2 ) ) ' ] = Ε [ Ε Ε s δ. s ' δ . + ω ( τ 2 ) ] = 
ι = ι L ν j = i J J i = i j = i v u J J 

X X X X 

= E Σ E ( s . s ' ö . ö . ) + 0 ( ^ ) = Ε Σ E ( s . s ' ) E ( ö . ö . ) + O U 2 ) , (Β.38) 
l = l j = i L = i j = 1 

δ ι ό τ ι τ α s . , δ. ε ί ν α ι σ-αυμπτωτικά α σ υ σ χ έ τ ι σ τ α , γ ι α κάθε i . Εφόσον 

E ( s . s ' ) = G X ' ß . ΓΩ - 1-Χ(Χ'ΩΧ)_ 1Χ'ΐΩ.ΧΘ/Τ= 

=G |"X ' Ω. Ω_1Ω.Χ/Τ- ( Χ Ώ . Χ/Τ) ( Χ 'ΩΧ/Τ) - ± ( Χ Ώ .Χ/Τ) 1G-

=G(A* -A.GA.)G. (Β. 39) 
ι-J ι- J 

κάνοντας χρήση των ορισμιόν του υποδείγματος μας βρίσκουμε 

X X ,,, 

E(b*b')= Ε Ε Ά..G (Α. -A.GA.)G+0U
2
)=E +0(τ

2
) , (Β.40) 

, • ,
 L

J >· j ι. j 1 

ν = 1 j = i 

X X * 

όπου E = E E Λ. .G (A. -A.GA.)G. 
i . . <-J ι- J i- J 

L = i j = 1 

(ii) To s. είναι περιττή συνάρτηση του u και επειδή ιι~Ν(0,Ω ) 

έπεται ότι E(s.)=0. ΕπιπΛέον, καθώς το s. είναι ασυμπτωτικά 
χ. V. 

ασυσχέτιστο με τα δ , δ. , V i, από την (Β. 36) έπεται ότι-ο 

:
2
) 

Ι = ί i = 1 

E(b*5 )=Ε[( Ε 3.δ.+ω(τ
2
))δ 1= Ε Ε (3.δ.δ ) +0(τ

2
) = 

* Ο »- L L Ο-· L V Ο 

Χ 

= EE(s.)E(ö.ö )+Ο(τ2
)=0+Ο(τ

2
) . (Β.41) 

" ι. ι. Ο 
i = 1 

( i i i ) Από τ ο ν ο ρ ι σ μ ό τ ο υ G* π α ί ρ ν ο υ μ ε ό τ ι 

Χ X X 

E ( G * ) = E [ Ε G.ö.+τ Ε Ε β . . δ . δ . + ω ( τ 2 ) ] = 
1 = 1 i = l j = i J J 

X X X 

= E G . E ( 6 . ) + T E E β . . Ε ( δ . δ . ) + 0 ( τ 2 ) = 
l· = 1 t = i j = l 

X X X 

= τ ( E G ^ L + E E ο . . Λ . . ) + 0 ( τ 2 ) = τ ( Ε 2 ΐ + Ε 2 2 ) + 0 ( τ 2 ) = 
t = i i = i j = i 
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=τΕ + 0 ( τ 2 ) , (Β. 42) 
ζ 

•st χ Χ 

όπου Ε =Ε +Ε , Ε = Γ Θ.μ. κ α ι Ε = Σ Σ G. .Λ... 
2 2 1 2 2 2 1 *-" Ι. ι. 2 2 1.1 t i 

L = 1 t. = 1 j = 1 

(iv) Χρησιμοποιώντας την (Β.24) παίρνουμε 
Χ Χ 

E(G*QG*)=E[( EG.5.+u(T)]Q(( Σ G.5 +ω (τ) ) ] = 
i. = 1 j = 1 

χ χ χ χ 

=Ε[( Σ G.5.)Q( Ε6.δ.)+ω(τ)]-Ε Σ Ε (δ.δ .) G.QG +0 (τ) = 
v = 1 J = l L = 1 j = 1 

X X 

= Σ Σ Λ.-G.QG.+0(T)=E +0(τ) , (Β.43) 
• . - .

 L
J "·

 J 3 

L = ι J = ι 

κ X 

όπου Ε = Σ Σ λ. G.QG.. ΕπιπΛέον, 
3
 • - *

 V
J
 ν J 

ν = 1 j = 1 
(ν) E(G*ö )=Ε[( EG.5.+u(T))5l=E[EG.5.5+u(T)] = 

* Ο L ι. l· Ο-· ι- L ν Ο J 
i = 1 i = 1 

X X 

= Σ G.E(5.5 )+0(τ)= Σ G. Λ .+0(τ)=Ε +0(τ) , (Β.44) 
1 = 1 ί. = 1 

χ 

όπου Ε = TG.Â .. 
4 ^ ι. Οι. 

i = 1 

(vi) Από τις (Β.36) και (Β.24) βρίσκουμε 

χ χ 

E(G*Qb*)=E[( Σ β^+ω(τ))Ω( Σ s.ö +ω (τ2
) ) ] = 

X X X X 

=E[( Σ G.5.)Q( Σ 3.δ.).+ω(τ)]- Σ Σ G.E (s .) Ε (δ.δ .)+0 (τ) = 
ν = 1 J = l i = l j = l 

=0+0(τ), (Β.45) 

διότι E(s. )=0, αλλά και το s. είναι ασυμπτωτικά ασυσχέτιστο με τα 

δ. και δ.. 

*- J 

(vii) Τέλος, κάνοντας χρήση των (Β.26) και (Β.36) βρίσκουμε 
Χ Χ X X 

E(b*g*)=E[( Σ 3.δ.+ω(τ
2
)) ( Σ g.ô.+ω (τ) ) ]=Ε Γ Σ Σ s.o. g .6 .+ω (τ) ] = 

* * L *-·
 L

 ,. . J J
 J L

. . i- i- J J
 J 

1 = 1 j = l
J J

 i. = l j = l 

X X 

= Σ Σ E(s.)g.E(5.5.)+0(.-c)-0+0(T) , (Β.46) 
V = 1 J = 1 

ο ΐ ό τ ι £ \ 5 . /—0 κ α ι u l u l i , κ α ι τ ο s. ε ^ ν α ι ασυμπτιοτικ^χ α σ υ σ χ Ό τ ι ο τ ο με 

τ α δ. κ α ι δ . . 
ι J 

QED 

ΛΗΜΜΑ Β. 4: Αν A=dvecü/dy ' κ α ι δ = Γ ( δ ) · 1 α π ο δ ε ι κ ν ύ ε τ α ι ό τ ι 
* U ι t = i , . . . , X J 
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λ ' 

Λ 

= l i m 
τ ><χ> 

1 

2 
- ( ν β σ Ω - 1 ) Ά/Τ 

- - Α'(νβσΩ * ) / Τ - Α'(Ω-1® Q~i)A/T 
2 2 

— 1 

( Β . 4 7 ) 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ: Α κ ο λ ο υ θ ώ ν τ α ς χ ο ν B r e u s c h ( 1 9 8 0 ) έ χ ο υ μ ε ό τ ι η μ ή τ ρ α 

π λ η ρ ο φ ο ρ ί α ς τ ο υ δ ι α ν ύ σ μ α τ ο ς (σ , γ ' ) ' , π ο υ τ η ν σ υ μ β ο λ ί ζ ο υ μ ε μ ε Ι , 
χ* 

είναι 

Γ 2~\ 
σ 

γ 
L J 

'-το-* 
2 

- σ~ Α * ( ν β σ Ω ) 
2 Β Β 

ό π ο υ 

- σ 2 ( v é c u 1 ) Ά 
2 Β Β 

- Α ' (Ω *® Ω * ) Α 
2 Β Β Β Β 

( Β . 4 8 ) 

Ω =Ω 
Β 

κ α ι ( Β . 4 9 ) 

Α =ôwecQ / ο γ ' = ά ν β ο Ω / θ γ ' = ( # ν β ο Ω / # ν β σ Ω ) (£νβοΩ/«?γ ' ) = 
Β 3 

= -[(Ω')
_1
® Ω^^νβσΩ/^' = -(Ω

-1
® Ω

_1
) ovecti/dy ' , 

διότι η μήτρα Ω είναι, συμμετρική 

αποτελέσματα: 

Ισχύουν τα ακόλουθα 

(i) (νβσΩ
-1
) Ά = -(νβσΩ) ' (Ω *® Ω *) âvecQ/â^ ' = 

Β Β 

= -[(Ω
-1
® Ω

_±
)νβσΩ] 'dvecQ./ô^ ' = 

= -[νβσ(Ω_1
ΩΩ

-1
)] 'dvectt/d*{ ' = 

= -(νβσΩ
-1
) '0νβσΩ/^ ' . (Β.50) 

(ii) Όμοια βρίσκουμε 

Α'(νβσΩ
_1
) = -(dvecü/dt ') 'νβσΩ_±

. (Β.51) 

Β Β 

( i i i ) Τ έ λ ο ς , 

Α ' ( Ω ~ 4 ® Ω - 1 ) Α = ( ^ ν β σ Ω / < ? γ ' ) ' ( Ω - 1 ® Ω -*) (Ω®Ω) ( S ^ ® Ω~*) ό ^ / β ο Ω / ^ ' = 
Β Β Β Β 

= (3νβσΩ/<?γ ' ) ' ( Ω - 1 ® Ω"1) <?νβσΩ/<?γ ' . ( Β . 5 2 ) 

Σ υ μ β ο λ ί ζ ο υ μ ε A=àvecu/â^ ' . Γ ν ω ρ ί ' ζ ο υ μ ε ό τ ι γ ι α κ ά θ ε m x l 

δ ι ά ν υ σ μ α Q ι σ χ ύ ε ι η σ χ έ σ η 

2 3 5 



ΤΤ(Θ-Θ)—>Ν(0, (Ι (θ)/Τ)"
1
) , (Β.53) 

δηλαδή η ασυμπτωτική μήτρα συνδιακυμάνσεων του διανύσματος €) είναι. 
-1 

ίση με (Ι(θ)/Τ) . Επομένως, η ασυμπτωτική μήτρα συνδιακυμάνσεων 

του διανύσματος (σ ,γ')' δίνεται από την σχέση 

TT 

Γ ~ Ζ Ζ - , 

σ -σ 

γ-γ 
U J 

—»Ν ο, ι. [Π/1 (Β. 54) 

Χρησιμοποιώντας τις (Β.48), (Β.54), τα αποτελέσματα (i), (ii) 

και (iii) και τον ορισμό του υποδείγματος μας βρίσκουμε ότι 

ασυμπτωτικά ισχύει 

AsCov 

iT(Ô2-o2) 

<ίΤ( γ-γ) 

1 -4 

- σ 
2 

- σ
 2
(vec£2 *) 'Μ/Τ 

2 

- - σ
 2
Λ' (vec2

 ±) /Τ - Λ ' (Ω~
 ±
® Ω *) Α/τ 

2 2 

— 1 

=*· AsCov =AsCov 
4Τ(σ

2
-σ

2
)/σ

2 

4Τ(γ-γ) 

- (vecQ
 4
) Μ/Τ 

2 

- Λ ' (νβσΩ
 1
) /Τ - Α ' (Ω *® Ω - 1

) Α/Τ 
2 2 

(Β.55) 

όπου AsCov είναι η ασυμπτωτική μήτρα συνδιακυμάνσεων. Από την 

(2.6), τον ορισμό του τ και εφόσον δ=(δ ,δ*') ' βρίσκουμε 

lim d =δ =* 
1 

Τ Μ» 

Λ λ' 
ο 

λ Λ 
= lim E(d dp- lim Ε(δδ') 
Τ >00 Τ »00 

= lim AsCov 
Τ >00 

(Β.56) 

Οι (Β.55) και (Β.56) συμπληρώνουν την απόδειΐη. 

QED 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ ΤΟΥ ΛΗΜΜΑΤΟΣ 2. 1: Ένουμε ορίσει το διάνυσμα k=e/(e'Ge) 
i/2 

236 



και έχουμε ήδη α π ο δ ε ί Ί ε ι ό τ ι γ ια τ α β και g ισχύουν τ α αναπτύγματα 

ß = ß+xo(b+Tb^) (ΒΛ. Λήμμα Β.1) και- g = l + r g y (βΛ. Λήμμα Β. 2 ) , όπου ο ι 

δ ιάφορες ποσότητες έχουν ήδη ο ρ ι σ τ ε ί στα α ν τ ί σ τ ο ι χ α . Λήμματα. 

Επιπλέον, από τον ορισμό του υ π ο δ ε ί γ μ α τ ο ς μας έχουμε 

δ = ( σ 2 - σ 2 ) / τ σ 2 = ( σ 2 / σ 2 - 1 ) / τ =» σ 2 /σ 2 -1+τδ . (Β. 57) 

ο ο 

ΤέΛος, κάτω από την μηδενική υπόθεση (2.10) ισχϋει ότι e 'ß-e =0. 

Συνεπώς, αντικαθιστώντας τα προηγούμενα αποτελέσματα στο 

στατιστικό (2.11) και εφόσον g=k'Gk, παίρνουμε 
ι i/2 

. 1/1 ο θΊλ'ΐαι e ' 
Ο­

ι 1/2 

. fé • τσ ( D+τΰ . ι ι/ι ο e'ii'iai ei 
-ΐ/2 

t=[e' (ß+xo(b+xb#) )-eQ]/[ o
2e ' (ΧΏΧ)_1

β]
: 

= [e'ß-eo+e^a(b+^*)]/[ o
2e ' (X'SX)_1e]: 

= [(e V(e'Ge)1/2)TT\o(b+^)/a]/[(a2/a2)e' (Χ ΏΧ/Τ) _±
e/e 'Gej

: 

=k' (b+^)/[(o
2
/o

2
)k'Gk]

±/2
= 

,1/2 
=k' (b+i;b*)/[(l+T5

o
) (l+xg*)] =k'(b+Tb*)D, (B.58) 

όπου 

0=[(1+τδ
ο
) (l+Tg,)]-

1
~=[(l+x5

o
+Tg

A
+T

2
5
o
g,]~

1
''

2
= 

= [ΐ+τ(δ^+τδ
ο?
,)]~

1/2
=(1+τΨ)~

ικ2 

και (Β.59) 

Ψ=δ 4^*+τδ g* . 

ο ο " 

Αναπτύσσοντας κατά Taylor και χρησιμοποιώντας το 

Λήμμα Ά.1 (II) έχουμε 

ϋ=(1+τΨ)"
1/2
 = 1-(1/2)τΨ+(3/8)τ

2
ψ
2
+ω(τ

3
) . (Β.60) 

Αντικαθιστώντας από την (Β.59) στην (Β.60) και χρησιμοποιώντας το 

θεώρημα Α.2, βρίσκουμε 

ο = 1 - ( 1 / 2 ) τ ( δ + 5 * + τ δ α * ) + ( 3 / 8 ) τ 2 ( δ +g*+x5 σ* ) 2 + ω ( τ 3 ) = 
Ο χ Ο χ Ο Ο χ 

= 1 - ( 1 / 2 ) τ ( δ +g*+x5 g*) + ( 3 / 8 ) τ 2 ( δ +g*)2+io(V3) = ο χ ο χ ο 
2 

l - T ( 5 0 + g w ) / 2 + x [(3/8) ( 5 o + g # ) - δ ^ / 2 ] + ω ( τ " ) 

2 3 

i 2 
ί ta « ι ι 
\.JLJ . \J J. J 

όπου 

D =(δ + g * ) / 2 και D = ( 3 / 8 ) ( δ + g * ) 2 - 6 g*/2. (B.62) 
1 Ο x 2 O x O x 
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Αντ ικαθιστώντας από την (Β. 61) στην (Β. 58) Kau κάνοντας χρήση 

του θεωρήματος Α.2, βρίσκουμε 

t-ik'b+xk'b*) (1-τΌ + Λ )+ω(τ
3
) = 

" 1 2 

-k'b+TÎk'b^-k'bD )+x2(k'bD -k'b^D )+ω(τ3
) = 

* 1 2 * 1 

=t +xt +xZt +ω(τ
3
), (Β.63) 

O l 2 

όπου 

t =k'b=e'b/(e'Ge)
±/2
, 

ο 

t =k'b*-k'bD «k'b*-(l/2)k'b(5 +g, 
1 * 1 * ο * 

(Β.64) 

t =k'bD -k'b^D = ( l/8)k'b Γ3 (δ +g*)2-4ö gÄl- ( 1/2) k 'b* (δ +g„ 
2 2 * 1 l - o Ο * -I * Ο * 

= -(l/2)k'b„(öo-(-g^)+(l/8)k'b[3(ö
2
j+g

2)+2oog^] . 

Στο Λήμμα Β. 2 ορίσαμε τις ποσότητες g., g.., G., G., και k. 

Χρησιμοποιώντας τους ορισμούς αυτών των ποσοτήτων και τους 

ορισμούς (2.12), (2.13) και (2.14) βρίσκουμε: 

(i) g.=k'G.k= -k'GA.Gk = -e'GA.Ge/e'Ge= -1.. (Β.65) 
L U L V l· 

(ii) Επειδή 

g. =k'G. .k=k'G(A GA- ^ A. .)Gk, 

κ α ι ο ρ ί ζ ο ν τ α ς 

g*=k'G(A*.-A.GA.)Gk, 

έ χ ο υ μ ε 

g* -g. =k 'G(A* -2A.GA.+A. ./2)Gk-k 'GC. .Gk=e 'GC. .Ge/e ' G e - 1 . .. (B.66) 

ΔΕΣΜΕΥΜΕΝΕΣ ΑΝΑΜΕΝΟΜΕΝΕΣ ΤΙΜΕΣ 

Από την (Β.26) έπεται ότι 
Χ ît Μ. Χ. 

g
2
=[ Σ ?δ.+ω(τ)] Γ Ε 9δ.+ω(τ)]= Ε Σ 9.g,δ.δ.+ω(τ) . (Β.67) 

1. = 1 J = 1 L = 1 J = 1 

Κάνοντας χρήση του ορισμού του υποδείγματος μας, των αποτελεσμάτων 

που έχουμε ήδη αποδείξει και του Ορισμού Α.7 βρίσκουμε τα ακόλουθα 

αποτελέσματα: 

(ί) t /T+t -k'b*/T-(l/2)k'b(ö +g„,)/T-(l/2)k'b* (δ +g* ) + 
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+ ( 1/8) k ' b [3 ( 5 2 + g 2 ) +25 g j = 

X X X 

- k ' b # / - c - ( l / 2 ) k ' b [ 5 o + Σ ϊ ^ + τ Σ Σ g ^ ö . S . + j / T -

- ( l / 2 ) k ' ( b * ö o + b * g * ) + 

X X X i 

+ ( l / 8 ) k ' b [ 3 ( 6 * + Σ Σ g l g . 6 l 5 . ) + 2 Σ g i 5 . 5 û ] + u ( x ) = 
i = 1 j = 1 L = i 

1 X X X 

- - ( l / 2 ) k ' b P c p +τ Σ g-μ.+τ Σ Σ g. .λ. . ] / τ + 
L " ο " L U *"" LJ L J J 

L = l i = l j = l 
x x χ 1 

+ ( l / 8 ) k ' b [ 3 ( A + Σ Σ g.g.A..)+2 Σ g./\. ] + 0 ( τ ) -
L Ο *-" . L j L I ν l Û - J 

L = 1 J = 1 L = 1 
1 . χ χ „ χ . 

= φ k ' b [ Σ Σ Λ. ·(# g.g.-g..)+ Σ g. (4 λ·η~Μ.) + 
2 L . . IJ 4 L j LJ . *-· L Ζ LO L 

+ | Λ ο _ ^ ο ] + 0 ( τ ) · (Β. 68) 

( i i ) t 2 = [k ' b * - ( 1/2) k ' b (5 Q +g* ) ] [b^'k- ( 1/2) b "k ( 5 Q + g * ) ] = 

= k ' b * b ; k + ( l / 4 ) ( k ' b ) z ( 5 % g ^ + 2 5 o g „ ) - k ' b A ( 5 Q + g * ) b ' k = 

X X X 

= k ' b * b ; k + ( l / 4 ) ( k ' b ) 2 ( 5 2 + Σ Σ ? < ? . ° δ . + 2 Σ g.6.5 ) -
* * O L I L I L L O 

L = ± j = ± L = l 
1 

- k ' b * ( 5 o + g V k . ) b ' k + u ( T ) = 

1 χ X * 

- Σ Σ λ. .k'G(A. .-A.GA.)Gk+ 
. _ . Λ ^ J <-J ι- J 
L = 1 j = 1 

X X X 1 

+ (1/4) (k 'b) ' - [A + Σ Σ λ. .g.g.+2 Σ g. Λ . / Ι + Ο ί τ ) -
l - O LJ L J L LO-· 

L = i j = i L = 1 
1 χ χ ^ . X X X 

= Σ Σ A. g. .+ i ( k ' b ) 2 j > + Σ Σ Λ. .g.g.+ 2 Σ g.A. ] + 0 ( τ ) . (Β.69) 
. . 1-1 V J 4 L 0 . L J L J . " L L O - J 
i = l j = l V = 1 j = 1 L = l 

ΕΥΡΕΣΗ ΤΗΣ ΧΑΡΑΚΤΗΡΙΣΤΙΚΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 

Έ σ τ ω s έ ν α ς φ α ν τ α σ τ ι κ ό ς α ρ ι θ μ ό ς . Χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ώ ν τ α ς τ ο Λτήμμα Ά. 3 

γ ι α 1 ί,σον με k , τ ο ν Opi-σμό Α.7 και εφόσον b ~ N ( 0 , G ) , β ρ ί σ κ ο υ μ ε τ α 

ακοΛουΟα οττοτε/νοσματα: 

(α) μ=sGk =*• k ' (b+μ) =k ' b + s k 'Gk=k ' b + s . Έ τ σ ι . 

E 2 ( k ' b ) = E ( e s k ' b k ' b ) / c p ( s ) = E ( k ' (b+μ) ) =E (k ' b + s ) =k Έ (b) + s = s => 
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=> k'b = s (Β.70) 

(β) (k' (b+μ) )
2
=(k'b+s)

2
=(k'b)

2
+2(k'b)s+s

2
. Έτσι., 

E ((k'b)
2
) =E (e

3k
 '

b
 (k'b)

 2
) /φ (s) =E ( (k ' (b+μ) )

 2
) = 

2 

=E ((k'b)
 2
 + 2 (k'b) s+s

2
) =k Έ (bb ' ) k + 2sk Έ (b) +s

2
= 

=k 'Gk+s
2
 = l+s

2 
(k'b)

2
 = 1+s

2
. (B.71; 

Από τα αποτεΑέσματα (Β.68) και (Β.69) και Λαμβάνοντας υπόψη τις 

(Β.70) και (Β.71) παίρνουμε 

1 

2 ( t / τ + τ + s t 2 / 2 ) = 2 ( t /x+t ) + s t 2 = 
1 2 1 1 2 1 
1 VC X >t 

=k-b[ E Σ A. . ( I g.g-g..)+ Σ g. ( i Λ. -μ.)+ | A - M J + 
L
 L I 4 L j L J " L ,£ LO L 4 ο o - J 

L = l J = i t = i 
f™ VC VC VC VC VC ^ 

+ s | Σ Σ A..g*.+ i ( k ' b ) 2 [ A + Ε Σ A..g.g.+2 E g - A j l + O 

2 χ χ ^ χ 

= s [ Ε Ε Α. .(g.g.+g. -g. .) + E 3. ( Α. -μ. ) + A -μ 1 + 
ν = 1 J = 1 ι = 1 

3 χ χ χ 2 

+ - Ι - Γ Σ Σ Α. .g.g.+2 Ε S.A. +Α 1 + 0 ( τ ) = 
4 L . . l-j V J . *-" L LO Ο - 1 

2 

(τ) = 

L = l j = i 

=sn +s π + 0 ( τ ) , 
1 2 

ν = 1 

(Β.721 

όπου 
X X ou 

π = Ε Σ Α. .(g.g.+g. -g..) + E 3. ( Α. -μ. ) + Λ - μ Λ 
1 . . LJ l - j L J LJ . *-' L LO ' L Ο · θ 

L = 1 J = 1 - - ' 
L = 1 

κ α ι (Β.73) 

π,= 4 [ Σ Σ Κ.3.3.+2 Ε S-Α. +Λ 1 . 
2 4 U . . LI L J . *-' 1. LO Ο-· 

L = 1 J = 1 L = l 

Έστω φ (s) π χαρακτηριστική συνάρτηση της τυπικής κανονικής 

κατανομής. Λαμβάνοντας υπόψη τις (Β.63), (Β.72) και (Β.73) Kau τον 

Ορισμό Α. 7 βρίσκουμε ότι, η χαρακτηρ ιστική συνάρτηση του 

στατιστικού (2.11) είναι 

( p t ( s ) = E ( e 9 t ) = E 

Γ 2 3 τ 
| < t + t t + t t >+<*<<« > I 
L Ο 1 2 -I 

=E 

2 -ι 
3 t 3 < t t -i-Ti t > 

Ο 1 2 
e e + 0 ( τ ) = 

r s t 

-Ε[. °[ 1+s (Tt +TZt ) + - | - ( T t + x 2 t ) 2 Ί I +0 ( τ 3 ) = 
1 2 2 1 2 ' ' 1] 
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r a t 

=E 

s t r 
Ο 

+ 0 ( τ )= 

a t -ι 

e ° [ l + T s t i + T 2 s ( t 2 + s t ^ / 2 ) ] +0(τ 3 ) = 

1+ ~- s[2(t±/T+t 2+st^/2)] 1 
2 -, 

=<p(s) 1+ - j - s E 2 [ 2 ( t i / x + t 2 + s t ^ / 2 ) ] +0(τ 3 ) = 
2 

=φ (s) + —^— s ( s n +s π ) φ ( s ) + 0 ( τ ) , 

Ζ ι 2 

οπότε, χρησιμοποιώντας το ΛτΊμμα Α. 2, διαιρώντας δια -s και 

αντιστρέφοντας τον μετασχηματισμό Fourier, παίρνουμε 
2 

-φ (s) /s= -φ (s) /s- -^-(sn +s π ) φ (s) +0 (τ ) #• 

2 

=* F (x)=I (χ) ξ-Γπ H (χ)+π H (x)li (χ)+0(τ
3
) = 

t ^ «- 1 i 2 3 - J 

2 

= I(x) ^-fn x+n (x
3
-3x)]i (x) +0(T 3

) = 
2
 L
 1 2

 J 

2 

= 1 (χ) ^-Γ(π -3n ) +n x
2
]xi (χ) +0(τ

3
) . 

Ζ
 u

 1 2 2 -I 

Είναι εύκολο να ελέγξουμε ότι, το στατιστικό 

t =t +xt +T
2
t 

* Ο 1 2 

ικανοποιεί τις υποθέσεις του Θεωρήματος Α.4, dpa 
Prit* < x)=F (χ)+ο(τ

2
) . 

χ
 t 

Επιπλέον, η F (·) είναι μια ομαλή (smooth) συνάρτηση (βλ. 

Μαγδαληνός (1991), Lemma 3). Άρα το Θεώρημα Α.3 συνεπάγεται ότι 

Pr(t < x)=Pr(t^ < χ)+ο(τ ) =F (χ)+ο(τ*") . (Β.74) 

Στην πράΐη μπορούμε να πάρουμε ακόμα μιαν τάΐη μεγέ-Θους στο 
3 

ασυμπτωτικό ανάπτυγμα του t = t A + u ( T ) (βλ. ( Β . 6 3 ) ) , οπότε το λάθος 

στην (Β.74) γ ί ν ε τ α ι 0 ( τ ) , δηλαδή έχουμε 
2 

P r ( t < χ) =1 (χ) — Γ(π - 3 π ) + π χ 1 χ ι ( γ ) + η ί τ Ì =# (Β,75) 

τ Γ / „ 

όπου Η (χ) , Η (χ) είναι το πρώτο και το τρίτο Chebyshev—Cramer 

πολυώνυμο, αντίστοιχα, και 
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1 * * * 

+ i =π - 3 π = 2 Ε λ. .(g.g.+g. -g..) + Ε 3. (Α. - μ . ) + Λ -μ -
ί = 1 J = l 

Χ Χ 

1 = 1 

κ 

- Ι E E Α. g.g. - | Σ 5 · λ · Λ - i Ä + 
4 i-i ν ι Ζ L LO 4 ο 

i = 1 j = 1 ι. = 1 
•Λ -Χ. X X ^ Χ Χ 

•• Ρ = τ Σ Ε λ. .g.g.+ Ε Ε Α..(g. - g . . ) - Ε 9.μ.~ =r E 9.λ. + 
L = 1 j = 1 1. = 1 J = 1 L = i L = 1 

+ -τ Λ - μ - ~ = 
4 ο * ο 2 
. κ κ x x χ . κ 

= i E E 1.A..1.+ E ( E A..l..) + E 1-U.+ 4 Σ LA. + 
4 . *"* ι- i-J J . . J i - i - J . i - i - 2 . L LO 

L = l j = l L = 1 j = l i. = ι i. = ι 

(B.77) 

δ υ ό τ υ Λ. . = A . Σ η μ ε ι ώ σ τ ε ότι. ΤΟ E · Α.. 1.. ε ί ν α ι , ΤΟ j -öuay tovoo 
IJ J l ^ L = 1 JL LJ 

στοιχείο της μήτρας AL. Άρα, από την (Β.77) παίρνουμε 

Ρ -1 'Al/4+tr(AL)+l 'μ+1 ' Λ/2+( λ -2)/4-μ
ο
=-

=tr(AL)+l 'Λ 1/4+1 ' (μ + Α/2) -μ
ο
+ ( A

Q
-2) /4 . (Β. 78) 

Επίσης, 

Ρ + \ =π =• hi Σ Ε Α. .g.g+2 Ε ?-Α. +Α ] ^ 
Ζ Ζ 2 4 " - L J L J L LO Ο-" 

Ι = 1 j = 1 1 = 1 

- κ χ Χ 

+ ρ
,

=
 ζί Σ Σ Α. g.g+2 Ε g Α. + Α -2] = 

2 4 *- LJ L ι " ι. ιΟ Ο
 J 

ί = 1 j = 1 1 = 1 
= hi Σ Ε ΙΑ .1.-2 Ε ΙΑ. +Λ -2] = 

4
L
 i-1-JJ V LO Ο

 J 

L = 1 j = l L = l 

= (1 'Λ1-2.1 Ά+Λ -2)/4. (Β.79) 

ο 

QED 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ ΤΟΥ ΠΟΡΙΣΜΑΤΟΣ 2.1: Από το Λήμμα 2.1 και- την (2.17), 

αναπτύσσοντας κατά Taylor τις Ι(i ) και i ( i ) περί το ί , 

Βρίσκουμε 
2 

P r ( t < i * ) = I ( i * ) 5 - [ ( ρ +1/2) + (ρ + 1/2) ( i * ) 2 ] i * i ( i * ) + 0 ( T 3 ) = 
<χ <χ Ζ ·- 1 2 <χ -> <χ οι 

2 

° I ( i )+ - 4 - [ ( Ρ + 1 / 2 ) + ( ρ + 1 / 2 ) £ "U Ì U ) -
<χ 2 L 1 2 οι-1 οι « 

(P i+l/2) + (P2+l/2) |"£Ä+-|-[(P l+l/2) + (P2+l/2) i2Ji 1 

2 4 2 



\i + - £ - [ ( P + l / 2 ) + ( p + l / 2 ) i 2 ] i ] · 

• i i ( i )+ - ^ - [ ( P + l / 2 ) + ( p + l / 2 ) £ 2 ] i i * U )1+0(τ 3 ) = 

2 

= I ( t )+ - ? - [ ( P + l / 2 ) + ( p ^ + l / 2 ) i l 2 ] i i ( i ) -
« 2 i- 1 2 oc-1 oc oc 

2 

τ T-[(P + l / 2 ) + (p + l / 2 ) i li i ( £ ) + 0 ( τ ) = 
2 L 1 2 ot-1 « 

= I ( i ) + 0 ( τ 3 ) = 1 - α + 0 ( τ 3 ) . (Β.80) 
oc 

QED 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ ΤΟΥ ΘΕΩΡΗΜΑΤΟΣ 2. 1 : Έ χ ο υ μ ε ήδη α π ο δ ε ί ί ε ι ό τ ι κόπτω από τ η ν 

υ π ό θ ε σ η ( 2 . 1 0 ) τ ο σ τ α τ ι σ τ ι κ ό ( 2 . 1 1 ) έ χ ε ι è v a σ τ ο χ α σ τ ι κ ό α ν ά π τ υ γ μ α 

τ η ς μ ο ρ φ ή ς 

t = t + r t +τ t +ω(τ ) , 
Ο 1 2 

όπου t =e'b/(e'Ge)
:L/2

=k't)
/
 b=GX'S2u/<fT, k=e/ (e 'Gè)1/2. 2ς εκ τούτου 

ο 

το κατά Cornish-Fisher διορθωμένο στατιστικό (2.18) έχει το 

στοχαστικό ανάπτυγμα 
~ 2 

t=t +Tt +T
2
t +ω(τ

3
) ~Γ(ρ +1/2)+(Ρ +1/2) (t +xt + Λ +ω(τ

3
))

2
"}· 

Ο 1 2 2
 L

 1 2 0 1 2
 J 

• (t +xt +T
2
t +ω(τ

3
) ) = 

O l 2 

=t +xt +T
Z
t -τ

2
Γ(ρ +1/2) +(Ρ +l/2)t

2
"jt /2+ω(τ

3
)-

Ο 1 2
 L

 1 2 .CM Ο 

=t +xt +T
2
(t -t )+ω(τ

3
) , (Β. 81) 

O l 2 3 

όπου 

t
3
=[(P

i
+l/2)+(P

2
+l/2)t

2
Jt

o
/2. (Β. 82) 

Από τον ορισμό του διανύσματος b είναι φανερό ότι τα b και b 

είναι περιττές συναρτήσεις του u και επομένως ισχύουν οι σχέσεις 

E(k'b)=0 και E[(k'b)
3
]=0. 

Επιπλέον, από τους ορισμούς των k και b και εφόσον E(bb')=G, 

παίρνουμε 

E(k'bb'k)=k'E(bb')k=k'Gk=e'Ge/e'Ge-1. 

Κάνοντας χρήση του Λήμματος Α.3 για 1 ίσον με k, του Ορισμού Α.7 

και των προηγούμενων αποτεΛεσμόπτων Βρίσκουμε ότι 
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(α) M=sGk =*· k ' (b+M)=k 'b+k 'p=k 'b+sk 'Gk=k 'b+s . Έτσι, , 
[ - S t η r s k ' b -J 

E e ° t o =E e k ' b =φ(s)E [k ' (b+μ)]=φ(s)E(k 'b+s)=sc j>(s) , (Β.83) 

(β) ( k ' (b+μ) ) 3 = ( k ' b + s ) 3 = ( k 'b) 3 + 3 (k 'b) 2 s + 3 (k 'b) s 2 + s 3 . Έ τ σ ι , 

ρ s t -ι ρ sic ' b -ι 

E e ° t > E e (k 'b) 3 =tp(s) E [(k ' (b+μ) ) 3 ] = 

= c p ( s ) E [ ( k ' b ) 3 + 3 ( k ' b ) 2 s + 3 ( k ' b ) s 2 + s 3 ] = ( p ( s ) (3s+s 3 ) . (B.84) 

Έστω s ένας φανταστικός αριθμός και φ (s), ip(s) ou 

χαρακτηριστικές συναρτήσεις τοιι στατιστικού (2.11) και μιας 

τυπικής κανονικής μεταβλητής, αντίστοιχα. Από τις (Β. 81), (Β.83) 

και (Β. 84) και το Λήμμα 2.1 έπεται ότι n χαρακτηριστική συνάρτηση 

του στατιστικού (2.18) είναι 

2 3 

[ -ι r s. ft + ^ t + τ: <t - t > 1 +<a ( t ) τ 

e 9 t ] = E [ e ί ο * 2 3 ] = 
t 

r s t s F -et H 
Ο il 

e e 

==E|e ° r i + s ( T t + T 2 ( t - t ) ) + s 2 ( T t +TZ(t - t ) ) 2/2~ll+0 (τ 3 ) = 

I L 1 2 3 1 2 3 J 

= E | e ° [ l + s t i + T 2 s ( t , > + s t 2 / 2 ) ] | - E | e ° T 2 s t 3 1 + 0 (τ 3 ) = 

=tp t(s) - T 2 s E | e ° [ (p ± +l/2) t Q + ( P 2 + l / 2 ) t 3 J / 2 | + 0 ( T 3 ) = 

-<p t (s)- ~- S [ " ( P I + 1 / 2 ) S + - ( P 2 + 1 / 2 ) ( 3 s + s 3 ) U ( s ) + 0 ( T 3 ) . (B.85) 

Χρησιμοποιώντας τα Λήμματα Α.2 και 2.1, διαιρώντας την (Β.85) δια 

-s και αντιστρέφοντας τον μετασχηματισμό Fourier, βρίσκουμε 

-φ (s) /s= -cp
t
 (s) /s + 

t 

+ -~Γ[(Ρ
ι
 + 1/2)+3(Ρ

2
 + 1/2)]Ξ+(Ρ

2
+1/2)3

3
1φ(3)+0(τ

3
) * 

2 
st s [-et +t (t -t ) ] 

. Ο il 2 3' 
+0(τ

3
) 

Pr(t < x) =Pr(t < x) + 
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2 

Γ[(ρ + l / 2 ) + 3 ( p + 1 / 2 ) ] H (x) + (P + 1 / 2 ) H ( χ ) ] ΐ ( χ ) + 0 ( τ 3 ) = 

= P r ( t < x)+ - Ϊ - Γ [ ( P I + 1 / 2 ) + 3 ( P 2 + 1 / 2 ) ] X + ( P 2 + 1 / 2 ) ( x 3 - 3 x ) | i ( x ) + 0 

2 

= P r ( t < x ) + - 5 - Γ ( Ρ + 1 / 2 ) X + ( P + l / 2 ) x 3 ] i ( χ ) + 0 ( τ 3 ) = 
2 L i 2 J 

2 

= 1 (χ) ξ-Γ(Ρ + 1 / 2 ) + ( P + 1 / 2 ) χ 2 ] χ ί ( χ ) + 
2 L 1 2 -> 

2 
X + - 4 - Γ ( Ρ + 1 / 2 ) + ( Ρ + 1 / 2 ) χ ] χ ϊ ( χ ) + 0 ( τ ) = 1 ( χ ) + 0 ( τ ) , (Β.86) 
2 L 1 2 J 

όπου Η (χ) , Η (χ) ε ί ν α ι τ ο πρώχο κ α ι χο τ ρ ί , χ ο C h e b y s h e v - C r a m e r 
1 3 

πολυώνυμο, ανχί,σχοιχα, και Ι(·), i(') είναι οι συναρχήσεις 

κατανομής και πυκνόχηχας, αντίστοιχα, μιας τυπικής κανονικής 

μεταβλητής. Η εγκυρότητα της ασυμπτωτικής προσέγγισης (Β. 86) 

αποδεικνύεται ακριβώς όπως σχην απόδειΊη του Λήμματος 2.1. 

QED 

ΑΠΟΑΕΙΞΗ ΤΟΥ ΛΗΜΜΑΤΟΣ 3. 2: Από χα Λήμματα Α.7 και 2.1 έπεται όχι 
2 

P r ( t < χ ) = 1 ( χ ) ί - [ ( Ρ ι + 1 / 2 ) + ( Ρ 2 + 1 / 2 ) χ 2 ] χ ΐ ( χ ) + 0 ( χ 3 ) = 

2 2 

= 1 ( χ ) + - ^ - ( l + x 2 ) x i ( x ) ί - [ ( Ρ , + 1 / 2 ) + ( Ρ + 1 / 2 ) χ 2 ] χ ί ( χ ) + 0 ( τ 3 ) = 
τ-n 4 2 L -ΐ 2 J 

2 

= 1 ( χ ) - - ξ - Γ ( Ρ + l / 2 - l / 2 ) + ( p , + l / 2 - l / 2 ) x 2 ] x i ( χ ) + 0 ( χ 3 ) = 
T - n 2 L 1 2 J T - n 

2 

==I (x) 5 - ( P + p x 2 ) x i ( x ) + 0 ( x 3 ) . (B.87) 
T - n ζ 1 2 T - n 

Η εγκυρότητα της ασυμπτωτικής προσέγγισης (Β. 87) προκύπτει, από την 

εγκυρότητα της ασυμπχωχικής προσέγγισης χου Λήμμαχος 2.1. 

Αν είναι γνωσχό ότι χο γ ανήκει σε μια σφαίρα ακτίνας £), από 

χις (2.4) και (2.8) και χο Λήμμα Β. 4 έπεται όχι καβώς χο θ—>0 

ισχύουν χα ακόλουθα αποτελέσματα: 

Λ=0, λ=μ=0, μ =0 και Λ =2. (Β.88) 

ο ο 

Επο
Μ
ένως, από τις (Β.78), (Β.79) και (Β.88) έπεται ότι ρ =ρ =0, 

γεγονός που συνεπάγεται ότι το στατιστικό (2.11) κατανέμεται 

ακριβώς ως μια t μεταβλητή. 

QED 
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ΑΠΟΔΕΙΞΗ ΤΟΥ ΠΟΡΙΣΜΑΤΟΣ 2. 2: Από το Λήμμα 2.2 Kau την (2.20) , 

αναπτύσσοντας κατά Taylor τι. ς Ι (£ ) και i (£ ) περί το £ , 
Τ—η <χ Τ—η οι ot 

βρ ί σ κ ο υ μ ε 
2 

P r ( t < t ) = Ι (£ ) ? - [ P +Ρ U )z~\t i (£ ) + 0 ( τ 3 ) = 
ot T - n d ^ *- 1 2 οι J οι T - n οι 

2 

= 1 ( t )+ - ï - ( p +P £2) £ i (£ ) -
T - n <x Ζ ± 2 &. c*. Γ-η <x 

τ 2 Γ . . . r. , τ 2 , _ . . . 2 , . - - , 2 - | r t + _ Ξ ! ( Ρ + t * ) t 
οι Ζ 1 2 οι οι 

•Γρ+Ρ,Γί + - ^ - ( Ρ +Ρ £ 2 ) £ ] 2 1 Γ« 
I l 2 » - o t Ζ ι 2 οι OfrJ Ι Ι 

Γϊ, (£ )+ - ^ - ( Ρ + ρ , ί 2 ) f i ; (t ) Τ 
Ι Τ - η <χ Ζ i 2 οι οι Τ - η οι Ι 

2 

- Ι (£ )+ -4-(Ρ +Ρ,£ 2 ) £ i (£ ) -
Τ—π οι ^ 1 2 ο« οι Γ-η οι 

2 
17 -(ρ + ρ t 2 ) £ i (£ ) + 0 ( τ 3 ) = 
2 1 2 οι οι Τ - η οι 

= 1 ( ί ) + 0 + ( τ 3 ) = 1 - α + 0 ( τ 3 ) . (Β.89) 
Τ - η οι 

QED 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ ΤΟΥ ΘΕΩΡΗΜΑΤΟΣ 2. 3: Έ γ ο υ μ ε ήδη α π ο δ ε ί ξ ε ι , ό τ ι κάτω από τ η ν 

υ π ό θ ε σ η ( 2 . 1 0 ) τ ο σ τ α τ ι σ τ ι κ ό ( 2 . 1 1 ) έ χ ε ι έ ν α σ τ ο χ α σ τ ι κ ό α ν ά π τ υ γ μ α 

τ η ς μορφής 

2 3 
t = t +Tt +τ t + ω ( τ ) , 

Ο Ι 2 

όπου t = e ' b / ( e ' G e ) 1 / 2 = k ' b , b=GX ΏΙΙ/ΛΓΤ, k = e / ( e ' G è ) 1 / 2 . Ως εκ τ ο ύ τ ο υ ο 

τ ο κ α τ ά . C o r n i s h - F i s h e r δ ι ο ρ ΰ ω μ έ ν ο σ τ α τ ι σ τ ι κ ό ( 2 . 2 1 ) έ χ ε ι τ ο 

σ τ ο χ α σ τ ι κ ό α ν ά π τ υ γ μ α 
2 

t = t +Tt + T 2 t + ω ( τ 3 ) î - Γ ρ +ρ ( t x t + x 2 t + ω ( τ 3 ) ) 2 " | -
O 1 2 2

 L
 1 2 Ο 1 2 J • 

• (t +xt +T
2
t +ω(τ

3
) ) = 

O 1 2 

=t +xt +xzt -τ
2
(ρ +P t

2
)t /2+ω(τ

3
) = 

O i 2 1 2 Ο Ο 

-t +xt +xZ(t -t )+ω(τ
3
) , (Β. 90) 

Ο 1 2 3 

όπου 

t -(ρ +p t
2
)t /2. (Β. 91) 

3 1 2 Ο Ο 

Στην απόδειΊη του θεωρήματος 2.1 έχουμε δεί'Ιει ότι ισχύουν τα 

αποτελέσματα 
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E(k'b)=0, E[(k'b)
2
]=l και, E [(k 'b)

 3
]=0 , (B.92) 

τα οπο ta σε συνδυασμό με το Λήμμα Α. 3 συνεπάγονται, ότι 

(a) E|e
 0
t

o
|=sip(s) και (β) Ε je °t*|=(p(s) (3s+s

3
) . (Β.93) 

Έστω s ένας φανταστικός αριθμός και φ (s) , ip(s) ou 

χαρακτηριστικές συναρτήσεις του στατιστικού (2.11) και μιας 

τυπικής κανονικής μεταβλητής, αντίστοιχα. Από τις (Β.90) και 

(Β.93) και το Λήμμα 2.2 και κατά τρόπο όμοιο με αυτόν της 

απόδειίης του θεωρήματος 2.1 βρίσκουμε την χαρακτηριστική 

συνάρτηση του στατιστικού (2.21): 

2 3 
s [ t + -et +-e <t - t ) ]+Î»<-C >-φ_( 3 )=Ε[β 3 ΐ ]= Ε [β ° 1 2 3 ] 

t 
r 2 ι 

Γ s t 3 Γ-et +-K <t - t >] -, 

= E [e °e * 2 3 1+0(τ3) = 
st 

=cp t(s)—c 2sE|e ° ι = | + 0 ( τ 3 ) = 

=φ (s)—c 2 sE |e ° (Ρ t +ρ t 3 ) /21+0 ( τ 3 ) = 
t Ι 1 Ο 2 Ο Ι 

2 

= φ (s) ξ- sfp s+p ( 3 s + s 3 ) ] c p ( s ) + 0 U 3 ) .. (3.94) 
t Ζ *" 1 2 J 

Χρησιμοποιώντας τα Λήμματα Α.2, Α.7 και 2 . 2 , δ ι α ι ρ ώ ν τ α ς την (Β.94) 

δ ι α -s και αντ ιστρέφοντας τον μετασχηματισμό F o u r i e r , βρίσκουμε 
2 

-φ ( s ) / s = -(p t (s)/s+ - ^ - [ ( Ρ ι + 3 ρ 2 ) 3 + Ρ 2 3 3 ] φ ( 3 ) + 0 ( τ 3 ) =*> 

t 
2 

=> P r i t < x ) = P r ( t < χ)+ -4-Γ(Ρ + 3 Ρ >Η ( χ ) + Ρ Η (χ) "Ι i ( χ ) + 0 ( τ 3 ) » 
Ζ L 1 2 1 2 3 J 

2 

= P r ( t < χ)+ -5-Γ(Ρ +3ρ )x+P ( x 3 - 3 x ) ] i ( χ ) + 0 ( τ 3 ) = 
Ζ *- 1 2 2 J 

2 

- P r i t < χ) + - ί - ( ρ +Ρ χ 2) xi ( χ ) + 0 ( τ 3 ) = 
Ζ 1 2 Τ-π 

2 2 

= 1 (χ) ~(Ρ +ρ χ 2 ) x i , (χ)+ - ΐ - ( Ρ +ρ x 2 ) x i , ( χ ) + 0 ( τ 3 ) = 
Τ-π Ζ 1 2 Τ-π Ζ 1 2 Τ-π 

= 1 ( χ ) + 0 ( τ 3 ) , (Β.95) 
Τ-π 

όπου Η ( χ ) , Η (χ) ε ί ν α ι το πρώτο και τ ο τ ρ ί τ ο Chebyshev-Cramer 
1 3 

πολυώνυμο, αντίστοιχα, και Ι (·), i (*) είναι οι συναρτήσεις 
Τ-π Τ-π 
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κατανομής και πυκνότητας, αντίστοιχα, μ ιας t μεταβλητής με Τ-η 

βαθμούς ελευθερίας. Η εγκυρότητα της ασυμπτωτικής προσέγγισης 

(Β. 95) προκύπτει, από ττιν εγκυρότητα της ασυμπτωτικής προσέγγισης 

του Λήμματος 2.1. 

Εργαζόμενοι όπως στην απόδειξη του Λύματος 2.2 μπορούμε να 

αποδείξουμε ότι, αν είναι γνωστό πως το γ ανήκει σε μια σφαίρα 

ακτίνας θ, καθώς το θ—»0 ισχύει ότι ρ =Ρ =0., γεγονός που 

συνεπάγεται ότι το στατιστικό (2.21) ισούται με το στατιστικό 

(2.11) και κατανέμεται ακριβώς ως μια t μεταβλητή. 

QED 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ ΤΟΥ ΠΟΡΙΣΜΑΤΟΣ 2. 3: Από το Λήμμα 2.2 και το θεώρημα 2.2, 

αναπτύσσοντας κατά Taylor την Ι (t ) περί το t , βρίσκουμε 
Τ-η Ο Ο 

t -t -(τ
2
/2) (ρ +Ρ t*)t => 

Ο Ο 1 2 Ο Ο 

Ι (t )=Ι ft -(τ
2
/2) (Ρ +ρ t

2
)t Ί 

Τ-η Ο Τ-η !•• Ο 1 2 Ο Ο-! 

= 1 (t )-(τ
2
/2) (Ρ +Ρ t

2
)t i (t )+0(τ

3
) 

Τ-η Ο 1 2 Ο Ο Τ-η Ο 

=Pr(t < t )+0(τ
3
) => ο 

( Pr(t < t )=Ι (t )+0(τ
3
) 

Ο Τ-η Ο 

Pr(t > t )=1-Ι (t )+0(τ
3
) 

Ο Τ-η Ο 

(Β.96) 

QED 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ ΤΟΥ ΛΗΜΜΑΤΟΣ 2. 3: Το στατιστικό (2.27) γράφεται 

w=N/D, (Β.97) 

όπου 

N=/T(Hß-h) ' [H(X'aX/T)~±ii,Y'ifl?(m-i\)/σ2
 και ϋ=σ

2
/σ

2
. (Β.98) 

Από το Λήμμα Β.1 έπεται ότι 

b+Tb*=JT(ß-ß)/o. (Β.99) 

Οι (2.26) και (Β. 99) συνεπάγονται ότι 

H(b+Tb„) =4T(Hß-Hß) /oHT(Hß-h) /ο. (Β. 100) 

Από τις (2.14), (Β.98) και (Β.100) βρίσκουμε 

Ν-(ϊ>+τί>*) Ή ' (ΗβΗ'Γ^Η^+τ^) . (Β. 101) 

Ορίζουμε την μήτρα 
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Q=H' (HGH')
 4
H. (B.102) 

Από το Λήμμα Β. 2 παίρνουμε 

G=G+xG* =* HGH'=HGH'+xHG^H' (Β. 103) 

Kau χρησιμοποιώντας το Λήμμα Α.1 βρίσκουμε 

(HGH ' )
 _ 1
= (HGH ' )

 - 1
- τ (HGH ' )

 _ 1
 (HG*Η ' ) (HGH ' )

 _ 1
+ 

+^(HGH
,
r

1
(HG,

f
H') (HGH')

_1
(HG*H') (HGH ' )

 _ ±
+ω (τ

3
) => 

=» Η' (HGH')
_1
H=H' (HGH')

_1
H-i;H' (HGH ' )

 _ 1
HG*H ' (HGH')

_1
H+ 

+τ 2 Η' (HGH')_1HG^H' (HGH ' ) _1ΗΘΛΗ ' (HGH ' ) ~*Η+ω (τ 3 ) =Φ 

=* Q=Q—CQ.G1CQ+ZZQG1IQG1(Q+ÌJÌ{XB) . (Β. 104) 

Από τ ι ς (Β.101) και (Β.104) και το θεώρημα Α.2 έπεται ό τ ι 

N=(b+Tb*)'Q(b+-cb*) = 

= (b+Tb^) '(Q-TQG*Q-Ì-T2QG^QGAQ) (b+xb* ) +ω (τ 3) = 

=b'Qb-Tb'QG^Qb+^b'QGAQGAQb+2x-b'Qb>k-2T2b'QG^QbA + 

+ 2T3b 'QG* QG* Qb* +x2b;QbÄ-T3b;QG# Qb* +x*b*QG,(QG* Qb* +ω ( τ 3) = 

=b'Qb+τ(-b'QGAQb+2b'Qb>k)+τ2(b'QG^QGyfQb-2b'QG„Qb„-^·b;QbΛ)+ω(τ3) = 

=N +τΝ +τ2Ν +ω(τ3) , (Β. 105) 
Ο Ι 2 

όπου 

Ν =b'Qb, ο 

Ν4= -b'QG#Qb+2b'Qb#, (Β.106) 

N3=b 'QG*QG*Qb-2b 'QG*Qb*+b;Qb* . 

Από την (Β.57) παίρνουμε ό τ ι 

σ 2 /σ 2 =1+τδ , (Β.107) 

ο 
η οποία συνδυαζόμενη με την (Β.98) και το Λήμμα Α.1 (Ι) μας δίνει 

D=l+xô =#• 0_1
=(1+τδ )" =1-τδ +τ δ +ω(τ ) . (Β. 106) 

ο ο ο ο 

Συνεπώς, χρησιμοποιώντας τις (Β.97), (Β.105) και (Β.108) και 

το θεώρημα Α.2, το στατιστικό (2.27) γράφεται 

w=ND
_1
=(N +τΝ +τ

2
Ν ) (1-τδ +τ

2
δ

2
)+ω (τ

3
) = 

Ο 1 2 Ο Ο 

=Ν -τΝ δ +τ2Ν δ2+τΝ - Λ δ +τ*Ν δ 2+τ 2Ν -τ 3 Ν δ +τ4Ν δ 2 +ω(τ 3 ) = 
Ο Ο Ο Ο Ο 1 Ι Ο Ι Ο 2 2 0 2 0 
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=Ν +τ(Ν-Ν δ )+τ
2
(Ν δ

2
-Ν δ +Ν )+ω(τ

3
) = 

Ο i Ο Ο Ο Ο 1 Ο 2 

=w +Tw + T 2
W +ω(τ

3
) , (Β. 109) 

Ο 1 2 

όπου 

w =Ν =b'Qb, 
ο ο 

w =Ν -Ν δ - -b'QG*Qb+2b'Qb*-b'Qbö (Ε.110) 

w =Ν -Ν δ +Ν δ
2
= 

2 2 Ι Ο Ο Ο 

=b'QG*QG*Qb-2b'QG*Qb*+b;Qb*+b'QG*Qböo-2b'Qb*öQ+b 'Qbö
2. 

ΔΕΣΜΕΥΜΕΝΕΣ ΑΝΑΜΕΝΟΜΕΝΕΣ ΤΙΜΕΣ 

Από τον ορισμό του υποδείγματος μας και από τα Λήμματα Β.1 

και Β.3 παίρνουμε 

b~N(0,G) Kat b*~N(0,E +0(τ
2
) ) , (Β. Ill) 

όπου ou ποσότητες G και Ε έχουν ήδη οριστεί. Χρησιμοποιώντας τα 

αποτεΛεσματα του Λήμματος Β.3, το Λήμμα Α.8 και τις (Β.110) και 

(Β.111) βρίσκουμε: 

(i) Ε(ν )= -b'QE(G*)Qb+2b'QE(b*)-b'QbE(ô ) = 

= -Tib'QE Qb+b'QbW )+0(τ
2
), (Β.112) 

2 Ο 

(ì ί) Ε(w
2
)=b'QE(G*QG*)Qb-2b'QE(G*Qb*)+E(b;Qb*)+b 'QE(G*5Q)Qb-

-2b'QE(b*ö )+b'QbE(ö2)= 

=b'QE Qb+trQE +b'QE Qb+b'QbA +0(τ2
), (Β.113) 

3 1 4 Ο 

(ili) w2=(-b'QG*Qb+2b'Qb*-b'QbôQ)(-b'QG*Qb+2b'Qb*-b
#QböQ)= 

=b'QG*Qbb'QG*Qb+4b'Qb>vb;Qb+(b'Qb)
2ô2-

-4b'QG*Qbb 'Qb*+2b 'QG*öoQbb 'Qb-4b 'Qb*öQb 'Qb =s· 

=* E(w2)=b'QE(G^Qbb'QGA)Qb+4b'QE(b;b„)Qb+(b'Qb)
2E(ô2)-

-4b'QE(G#Qbb'Qb#)+2b'QE(G#6o)Qbb*Qb-4b'QE(bÄ5o)b'Qb-
>C VC 

= Σ Σ Λ. .b'QG.Qbb'QG.Qb+4b'QE Qb+(b'Qb)
2
A + 

. . i-j ι. j 1 Ο 

ι- = 1 J = 1 

+ 2b'Qbb'QE Qb+Οίτ
2
) . (Β. 114) 

ΕΥΡΕΣΗ ΤΗΣ ΧΑΡΑΚΤΗΡΙΣΊΠ ΚΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 

Από την (2.29) έπεται ότι 
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QGQ=H ' (HGH ' )
 _±
HGH ' (HGH ' )

 _1
H=H ' (HGH ' )

 -±
H=Q 

και (B.115) 

trQG=trH' (HGH ' )
 _1
HG=tr (HGH')

 _1
HGH'=trl =r . 

r 

Χρησιμοποιώντας το Λήμμα Α.4, για 5=0 και γ=0 και εφόσον b~N(0,G) 

βρίσκουμε τα ακόλουθα αποτελέσματα: 

μ=(t-l)QGδ=0 

και (Β.116) 

Σ - G + i t - D G Q G <+ Z Q = G Q + ( t - l ) G Q G Q = G Q + ( t - l ) G Q - t G Q , 

ό π ο υ 

t = ( l - 2 s ) " ± ( Β . 1 1 7 ) 

και s είναι οποιοσδήποτε φανταστικός αριθμός. Συνεπώς, 

trQAQ2=trQAQG+(t-1)trQAQGQG=trAQGQ+(t-1)trAQGQGQ= 

=trAQ+(t-l)trAQ=t(trAQ), (B.118) 

trQBQΣ=t(trBQ), (B.119) 

trQAQΣQBQΣ=trAQΣQBQΣÛ=trAQtGQBQtGQ=t2(trAQGQBQGQ)= 

=t2(trAQBQ). (B.120) 

Κάνοντας χρήση των (B.118), (B.119) και (B.120), του Ορισμού Α.8 

και του Λήμματος Α.8, βρίσκουμε 

ρ sb 'db -ι , 

(α) E 2 ( b ' Q A Q b ) = E e b 'QAQb / ( p r ( s ) - Ε ( ζ ' Q A Q z ) - t r Q A Q Z •*• 

2 

=» b 'QAQb = t ( t r A Q ) , ( B . 1 2 1 ) 

2 

(β) b ' Q B Q b = t ( t r B Q ) , ( B . 1 2 2 ) 

sb ' a b ρ s o Q O -J j 

( γ ) E 2 ( b ' Q A Q b b ' Q B Q b ) = E e b 'QAQbb 'QBQb \/Vr ( s ) = 

2 

2 

=E(z'QAQzz'QBQz)= 

=(trQAQZ){trQEQZ)+2(trQAQZQBQZ) ^ 

=>• b'QAQbb'QBQb = t*[(trAQ)(trBQ)+2(trAQBQ)]. (B.123) 

Από τα αποτελέσματα (Β.112), (Β.113) και (Β.114), τις σχέσεις 
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(Β.115) μέχρι και (Β.123), τον Ορισμό Α.8 και το ΛΠμμα Α.8 

παίρνουμε 

1 2 

w +w /τ = b'QE Qb+trQE +b'QE Qb+b'QGQbA -b'QE Qb-b'QGQbμ +0(x) = 

2 1 3 1 4 0 2 Ο 

2 2 

= t(trE Q)+trQE +t(trE Q)+t(trGQ)A -t(trE Q)-t(trGQ) μ +0(τ) = 
3 1 4 Ο 2 Ο 

2 

= trQE + t f t r E Q+trE Q - t r E Q+r ( Α -μ ) ] + 0 ( τ ) , (Β.124) 
1 L 3 4 2 0 0 - J 

1 κ χ. 

w
2
 = Ε Σ Α. .b'QG.Qbb'QG.Qb+4b'QE Qb+b'QGQbb'QGQbA + 

1 . 1 - j L J 1 Ο 

L= 1 j = 1 

2 

+ 2b'QGQbb'QE Qb+0(x 2 ) = 
2 >t >i 

= Σ Σ A. , t 2 ("( t rG.Q) ( t r G . Q ) + 2 ( t r G . Q G . Q ) l + 4 t ( t r E Q)+ 
< - = 1 J = 1 

+ t
2
 [(trGQ) ( trGQ) +2 ( trGQGQ) ] A

Q
+2t

2
 [(trGQ) ( trE^Q) +2 (trGQEjQ) ] + 

2 

+ 0 ( τ 2 ) = 

2 -χ. V-

2 _ - , • " — " — ' — , . , . ~ - • ' " + 
Ο 

i. = 1 j = 1 "" 

t 2 Σ Σ A. T ( t r G . Q ) ( t rG.Q)+2(t rG.QG.Q) ' l+4t ( t r E Q ) + t 2 r ( r + 2 ) A 
. . L J L 1- ' J ' - J J 1 < 

+ 2 t 2 ( r + 2 ) ( t r E Q ) + 0 ( τ 2 ) =» 
4 

2 ρ >e M. 

# w 2 / 4 t = t r E Q+t Σ Σ A. .(trG.Q) ( t r G . Q ) / 4 + 
1 1 . . . v j ν J 

Σ Σ λ.-
L = i j = l 

+ [ t r ( Σ Σ λ. .G.QG.)Q]/2+(r+2)rA / 4 + ( r + 2 ) ( t r E Q)/2 
κ >c 2 

+ 0 ( τ 2 ) = 
ι = 1 J = i 

2 

- t r E Q + t f s / 4 + ( t r E Q ) / 2 + ( r + 2 ) r A /4+ ( r+2) ( t r E Q) / 2 ] +0 (τ) , (Β.125) 
1 L 3 Ο 4 J 

όπου 

•χ. χ. 

Ξ = Σ Σ Α. (trG.Q) (trG.Q) . (Β.126) 

L = 1 J = 1 

Από την (Β. 117) έπεται ότι. 

(t-l)=2ts. (Β.127) 

Συνεπώς, από τις (Β.124), (Β.125) και (Β.127) παίρνουμε 
2 

w /τ+ν +sw*72=w /x+w +2st (w
2
/4t) =w /x+w - (wV4t)+t (w'/4t) = 

± 2 1. 1 2 i. 1 2 1 i 
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= t r E ± Q + t [ t r E 3 Q + t r E 4 Q - t r E 2 Q + r ( A 0 ~ M 0 ) ] -

- t r E Q - t r H / 4 + ( t r E Q)/2+(r+2) ( t r E Q)/2+r(r+2)A /4] + 
1 L 3 4 Ο J 

2 

+ t ( t r E Q ) + t 2 f H / 4 + ( t r E Q)/2+(r+2) ( t r E Q)/2+r(r+2)A / 4 ] + 0 ( τ ) = 
1 L 3 4 Ο J 

2 

= t f t r E Q+(trE Q ) / 2 - t r E Q-(trE Q ) r / 2 - r ( r - 2 ) Α /4-Γμ -Ξ/41+ 
1 - 1 3 2 4 Ο Ο J 

2 

+ t 2 f E / 4 + ( t r E Q ) / 2 + ( t r E Q ) ( r + 2 ) / 2 + r ( r + 2 ) Α / 4 ΐ + 0 ( τ ) = 
1 - 3 4 Ο J 

2 

= h t+h t
2
+0(x) , (3.128) 

1 2 

όπου 

h = trE Q+(trE Q)/2-trE Q-(trE Q)r/2-r(r-2)Λ /4-Γμ -Ξ/4, 
1 1 3 2 4 Ο Ο 

Kau (Β.129) 

h = Ξ/4+itrE Q)/2+(trE Q) (r+2)/2+r(r+2)λ /4. 
2 3 4 Ο 

Στην συνέχεια 8σ υποΛογίσουμε τα h και h . Χρησιμοποιώντας 

τις (2.12), (2.13), (2.14), (2.28), (2.29), (Β.24) και (Β.129) και 

τα Λήμματα Β.2 και Β.3 Βρίσκουμε 

•Χ. li ^ X X 

Ε -Ε = Σ Σ Α. ,G(A. -A.GA.)G- Ε Σ G- Α. = 
1 2 2 . ^ . *-• Lj LJ ν j . . LJ Lj 

L = l J = i 1 = 1 J = ± 

= Σ Σ A. [G (Α. -A.GA.) G-G..1-
L = 1 j - 1 

Σ Σ A. .[G(A. -A.GA.)G-G(A.GA-A. . / 2 ) G l 
l = 1 j = ι 

κ χ κ χ 

= Σ Σ A. .G (Α. -2A.GA.+A. ./2)G= Σ Σ Α. .GC. .G . (Β.130) 
V = 1 J = 1 Ι = 1 J = A 

Συνεπώς, 

( i ) h - t r E Q+(trE Q ) / 2 - t r ( E +E ) Q - ( t r E Q ) r / 2 -
1 1 3 2 1 2 2 4 

- r ( ( r - 2 ) A /4+μ )-Ξ/4= ο ο 

= t r ( E -E )Q+(trE Q ) / 2 - t r E Q-(trE' Q ) r / 2 - r ( ( r - 2 ) A /4+μ )-Ξ/4-
1 22 3 21 4 Ο Ο 

X X X X χ 

= Σ Σ Α. .trGC. .GQ+ ±- Σ Σ Α. .trG.QG.Q- Ε μ-trG.Q-
. LJ LJ 2 . . LJ L J . " n L V 

l = l j = l L = l J = 1 L = 1 
X - X X 

- C E A trG.Q-r( (r-2) A /4+μ ) - i Σ Σ A. .(trG.Q) (trG.Q) = 
2 O L L Ο Ο 4 . LJ L j 

L = l L = 1 J = 1 
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κ κ .. κ κ κ 

- Σ Σ λ. trGC. .GQ+ φ Ε Σ Α. .trGA.GQGA.GQ+ £M.trGA.GQ+ 
i = l ] = i i = l j = i t = ± 

•κ κ κ 

+ ζ χ: A .trGA.GQ-r( ( r - 2 ) Λ /4+μ ) - 4 Ε Σ Α. .(trGA.GQ) (trGA.GQ) = 
2 Οι. υ Ο ° 0 4 . . I.J ν J 

1 = 1 ι = 1 j = 1 

κ κ χ κ >c 

= Σ Σ Λ. . ( t r C . .Ρ)+ 4 Ε Σ λ. .(trA.PA.P)+ E u . ( t rA.P) + 
. . VJ I J Ζ . . LJ >- J ' l· I 
t = l j = l l = l j = l 1 = 1 

x . vc χ 

+ ζ E A . ( t r A . P ) - J Σ Σ λ. . ( t rA.P) ( t r A . P ) - r ( ( r - 2 ) Λ /4+μ )= 
L = 1 L = i j = i 

X X VC VC VC VC 

= Σ ( Σ Α.. ( t r C . .Ρ)) + Ε ( Ε Α.. ( t r D . . Ρ ) ) + Ε μ.<=.+ ξ- E A ^ . c -
j = 1 i = 1 j = 1 i = 1 i = 1 i = ± 

x κ 

- 4 Σ Σ e. Α. .e - r ( ( r - 2 ) Α /4+μ ) . (Β. 131) 
4 . . ι i j J ο ο 

Σημειώστε ότι τα Γ
 Χ
 Α.. (trC. .Ρ) και Ε * Α.. (trD. Ρ) είναι τα 

j-διαγώνια στοιχεία των μητρών AC και AD, αντίστοιχα, και συνεπώς 

από την (Β.131) παίρνουμε 

h =trAC+trAD+c'u+ ̂  C'A- 4 c'Ac
 r ( r

~
2 )
 A -rp = 

ι ^ 2 4 4 ο *o 

= t r [ A ( C + D ) ] - c ' A c / 4 + c ' μ + r [c ' Λ/2-μ - ( r - 2 ) Λ / 4 ] . (B.132) 

( i i ) h = S / 4 + ( t r E Q ) / 2 + ( t r E Q) ( r + 2 ) / 2 + r ( r + 2 ) A /4 = 
2 3 4 Ο 

= 4 Σ Σ A. .(trG.Q) ( t rG.Q)+ ì Ε Σ A. .trG.QG.Q+ 
4 . " . LJ V J 2 . VJ L J 

r + 2 * + V Σ A· . t r G . Q + r ( r + 2 ) A /4= 
2 . Οι v. ο L = 1 

vi ve x x 

4 Σ Σ Α. (trGA.GQ) (trGA.GQ) + φ Σ Σ Α. .trGA.GQGA.GQ-
1 = 1 J = l J l = l j = l 

- ^ ί ^ · E A . t rGA.GQ+r(r+2) A /4= 
2 o t t ο 

1 = 1 

- X X X X 

4 Σ Σ A. . ( t rA.P) ( t r A . P ) + 4 Σ Σ Α. .( t rA. PAP) -
4 . . „ vj ι- j 2 . _ VJ υ j 

ι = ι j = ι ν = ι j = ι 

r + 2 * 
2 ** " o i • l· ο 

i = 1 
x x , χ χ 

= 4 Σ Σ e. Α. .C.+ Ε ( Ε Α.. ( t r D . . Ρ ) ) -^f- E e. λ. -
i = l j = l J = 1 \. - 1 ν = 1 

+ r ( r + 2 ) A /4= ο 
1 '-Λ , 4 - ^ Τ Μ - , Ι r + 2 ο # TL , r ( r + 2 ) -

= -r c ' A c + t r ( A D ) - —-* 2c A+ -% A = 
4 4 4 ο 
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=tr(AD)+[c'Ac-(r+2) (2c'A-rA
Q
) ]/4. (B.133) 

Έστω s ένας φανταστικός αριθμός και φ (s) η χαρακτηριστική 
Γ 

2 

συνάρτηση μιας κεντρικής χ κατανομής με r βαθμούς ελευθερίας. 

Ισχύει ότι 

φ (s) = (l-2s)
_r/2

. (Β.134) 
Γ 

Οι (Β.117) κ α ι (Β.134) σ υ ν ε π ά γ ο ν τ α ι τ η ν σχέση 

tk(p (s) = ( l - 2 s r k ( l - 2 s ) ~ r / 2 = ( l - 2 s r < r + 2 k > / 2 = t p , (s) . (Β.135) 
r r+2k 

2 

Ε π ι π λ έ ο ν , από τ ο Λήμμα Α.5 γ ι α γ = 0, δηλαδή γ ι α τ η ν κ ε ν τ ρ ι κ ή χ 

κ α τ α ν ο μ ή , π α ί ρ ν ο υ μ ε 

xf ( x ) = r f (χ) 
r r+2 

κ α ι (Β.136) 

x 2 f ( x ) = r x f ( x ) = r ( r + 2 ) f ( χ ) . 
r r+2 r+4 

Χρησιμοποιώντας τις (Β.109), (Β.128), (Β.132), (Β.133), (Β.134) 

και (Β.135), τον Ορισμό Α.8 και εφαρμόζοντας το Θεώρημα του 

Taylor, βρίσκουμε την χαρακτηριστική συνάρτηση του στατιστικού 

(2.27) : 
2 3 2 

φ (s)-E|e 1-E|e ° *
 2

 ] -Ε Γ e °e *
 2

 ]+0(τ
3
) 

+0(τ
3
) 

e ].
Ε
[. " ' ' ]-

Ε
[. % * •]• 

[ 3 V 
Λ Ο· -Ο ·» ·"> 

e Γΐ + s ( τ ν +τ w ) +s (TW +τ w ) / 2 l 
Ι- 1 2 1 2 - 1 

[ s w -ι 

e ° [ 1 + T S W ± + X 2 S ( W 2 + S W 2 / 2 ) ] +0(τ3)=» 
=φ (s) Γΐ+τ 2 3Ε (w / τ + ν +sw 2 /2) 1+0 ( τ 3 ) = 

Γ >- 2 1 2 1 J 

=φ (s) Γΐ+τ 2 3(>ι t + h t 2 ) 1 + 0 ( T 3 ) -
r L 1 2 -J 

=φ ( s ) + T 2 s [ h φ (s) t + h φ (s) t 2 ] + 0 ( τ 3 ) = 
r *- ± r 2 r -• 

=φ ( s ) + x 2 s f h φ (s)+h φ (s) 1+0 (τ 3 ) , 
r *- 1 r+2 2 Γ+4 J 

ο π ό τ ε , χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ώ ν τ α ς τ η ν ( Β . 1 3 6 ) , τ ο Λήμμα Α . 2 , δ ι α ι ρ ώ ν τ α ς δ ι α 

- s κ α ι α ν τ ι σ τ ρ έ φ ο ν τ α ς τ ο ν μ ε τ α σ χ η μ α τ ι σ μ ό F o u r i e r , π α ί ρ ν ο υ μ ε 

- φ ( s ) / s = - φ ( s ) / s - T ["h φ ( s ) + h t p ( s ) " | + 0 ( x ) =*• 
ν r L 1 r+2 2 r+4 J 
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-»•F ( x ) = F ( x ) - x 2 [ h f ( x ) + h f ( χ ) ] + 0 ( τ 3 ) = 
w r <- 1 r + 2 2 r + 4 J 

=F (x)-T 2 fhxf (x)/r+h x2f (x) / r (r+2) ]+0(τ 3 ) = 
r <- 1 r 2 r J 

= F r ( x ) - T 2 ( V V T

X

i r ) ^ - f r ( x ) + 0 ( T 3 ) , 

όπου F ( · ) KŒL f ( · ) ε ί ν α ι ou σ υ ν ά ρ τ η σ ε ι ς κ α τ α ν ο μ ή ς κ α ι 
r r 

2 

πυκνότητας, αντίστοιχα, μιας χ μεταβλητής με r βαθμούς 

ελευθερ ί,ας. 

Είναι εύκολο να ελέγξουμε ότι, το στατιστικό 

± 
>Λ =W +TW +Τ W 
* Ο 1 2 

ικανοποιεί, τις υποθέσεις του θεωρήματος Α. 5, άρα 

PrCw* < x)=F (χ)+ο(τ
2
). 

Για r > 1 η F (·) είναι μια ομαλή (smooth) συνάρτηση (βλ. 

Μαγδαληνός (1991), Lemma 3). Άρα το θεώρημα Α.3 συνεπάγεται ότι 

Pr(w < x)=Pr(w* < X ) + O ( T Z
) = F ( Χ ) + Ο ( Τ

2
) . (Β.137) 

Στην πρά?η μπορούμε να κρατήσουμε ακόμα μιαν τά"ξη μεγέθους στο 
3 

ασυμπτωτικό ανάπτυγμα του W = W * + U ( T ) (βλ. (Β. 109)) , οπότε το λάθος 

στην (Β.137) γίνεται 0(τ ), δηλαδή έχουμε 

Pr(w < x)=F (χ)-τ
2
 (h +h — ^ - ) -^- f (χ)+0(τ

3
) . (Β. 138) 

r ΐ 2 r+2 r r 

Για r = 1 η εγκυρότητα της ασυμπτωτικής προσέγγισης (Β.138) μπορεί 

να βασιστεί, στο Λήμμα 2.1, διότι το στατιστικό του Wald είναι το 

τετράγωνο του t στατιστικού. 

QED 
ΑΠΟΔΕΙΞΗ ΤΟΥ ΠΟΡΙΣΜΑΤΟΣ 2.. 5: Από τ ο Λήμμα 2 . 3 κ α ι τ η ν ( 2 . 3 2 ) 

αναπτύσσοι 

παίρνουμε 

2* 2 * 2 

αναπτύσσοντας κατά Taylor τις F (χ ) και f (χ ) περί το χ , 
r οι r οι ο. 

: τ 3 ) = 
2 * 2 * 2 Γ 1 2 2 * 1 2 * 2 * 

P r ( w < * ) = F {χ ) - τ

ζ _ i + * χ \χ f ίχ ) + 0 (• 
<χ r οι j r r ( r + 2 ) <χ ι « r Λ 

Γ h h Ί 

= F ( χ ) + τ - — + ρ , . ί ? > χ \χ f (χ ) -
r <χ ι r r ( r + z ) et] et r ο·, 

r h h h h Ί 

2 1 , 2 r- 2 , 2 . 1 , 2 2 , 2 - , 

" τ [iF + r(r+2)fc~+T ( — + r(r+2) ^ O ] " 
h h r h h -, 

Γ 2 2 . 1 2 2 , 2 T L , 2 , , 2 , 1 , 2 2 . 2 2 . 1 

• [*<x+ T ( — +

 r(r+2) *J*J [ f r ( *« ) + T ( — + r(r+2) * J * « f r <*«> J + 
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+ 0 ( τ 3 ) = 

h h h h 
_ , 2 . 2 . 1 2 2 . 2 £ . 2 . 2 . 1 2 2 . 2 £ , 2 . , 

ΗΜχ^+τ < — + r ( r + 2 ) ^ ^ f

r ^ J - ^ ( — + r ( r + 2 ) *«>*«*,.<*«> + 

+ 0 ( τ 3 ) = 

=F ( χ * ) + 0 ( τ 3 ) = 1 - α + 0 ( τ 3 ) . (Β.139) 
Γ <x 

QED 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ ΤΟΥ ΘΕΩΡΗΜΑΤΟΣ Ζ. 3 : Εφόσον τ ο σ τ α τ ι σ τ ι κ ό ( 2 . 2 7 ) έ χ ε ι έ ν α 

σ τ ο χ α σ τ ι κ ό α ν ά π τ υ γ μ α τ η ς μορφής 
2 3 

w=w +τν/ +τ w + ω ( τ ) , 
Ο 1 2 

όπου w = b ' Q b , τ ο κ α τ ά C o r n i s h - F i s h e r δ ι ο ρ θ ω μ έ ν ο σ τ α τ ι σ τ ι κ ό ( 2 . 3 3 ) 
ο 

έ χ ε ι τ ο σ τ ο χ α σ τ ι κ ό α ν ά π τ υ γ μ α 

h h 
w=w +-rw +τ w + ω ( τ ) - τ Γ + , , „. (w +TW +τ w + ω ( τ ) ) ] • 

ο ι 2 L r r ( r + 2 ) ο ι 2 -" 

2 3 

• (w +~uw +τ w +ω ( τ ) ) = 
Ο Ι 2 

h i h 2 3 

=w +rw + τ w - τ ( + ;—p=rr- w ) w +ω ( τ ) = 
ο ι 2 r r ( r + 2 ) ο ο 

=w + w + T 2 ( w - w ) , (Β. 140) 
O l 2 3 

όπου 

h h 
w = ( — - + , * w )w . (B.141) 

3 r r ( r + 2 ) ο ο 

Έ σ τ ω s έ ν α ς φ α ν τ α σ τ ι κ ό ς α ρ ι θ μ ό ς . Η χ α ρ α κ τ η ρ ι σ τ ι κ ή συνάρτηση 

τ η ς κ ε ν τ ρ ι κ ή ς χ κ α τ α ν ο μ ή ς ε ί ν α ι η (Β.134) γ ι α τ η ν ο π ο ί α ι σ χ ύ ε ι η 

ι δ ι ό τ η τ α ( Β . 1 3 5 ) . Χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ώ ν τ α ς τ ο Λήμμα Ά.4 γ ι α γ = 0 , δ=0 κ α ι 

τ η ν α π ό δ ε ι ξ η τ ο υ Λήμματος 2 . 3 β ρ ί σ κ ο υ μ ε 

μ=(τ-1)ΘΩδ=0 

κ α ι (Β.142) 

2Q=tGQ =#· trQE=t trGQ=rt , 

Άρα, κάνοντας χρήση του Λήμματος Λ.8 παίρνουμε 

E(z'Qz)=trQZ=rt (Β.143) 

και 

E[(z'Qz)
2
]=E(z'Qzz'Qz)=(trQZ)(trQ2)+2(trQSQE)= 
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=t (trQG) t ( trQG) +2t
2
(trQGQG) =t

2
(trQG)

 2
+2t

2
(trQG) = 

=t
2
r

2
+2t

2
r=t

2
(r+2)r. (B.144) 

Συνεπώς, από το Λήμμα Ά.4, για γ=0 και 5=0, τις (Β. 134) , (Β.135), 

(Β.143) και (Β.144) παίρνουμε τα ακόλουθα αποτελέσματα: 

[
sw -ι ρ sb d b -ι 

e °w o =E e b ' Q b =ψΓ (s) E (ζ Ώ ζ ) =cpr ( s) r t = r c p r + 2 ( s ) (B.145) 
Kau 

t sw -ι r- 3b Qb -i 

e °w2 =E e ( b ' Q b ) 2 =cpr (s) E [ ( z ' Q z ) 2 ]=cp r ( s ) t Z ( r + 2 ) r = 
=r(r+2)cp ( s ) . " (Β.146) 

Σ υ μ β ο λ ί ζ ο υ μ ε με φ (s) και. φ (s) τ ι ς χ α ρ α κ τ η ρ ι σ τ ι κ έ ς σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς 
V Γ 

2 

τ ο υ σ τ α τ ι σ τ ι κ ο ύ ( 2 . 2 7 ) κ α ι μ ι α ς χ μ ε τ α β λ η τ ή ς με r βαθμούς 

ε λ ε υ θ ε ρ ί α ς , α ν τ ί σ τ ο ι χ α . Χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ώ ν τ α ς τ ο Λήμμα 2 . 3 , τ η ν (Β.140) 

κ α ι τ α α π ο τ ε λ έ σ μ α τ α (Β.145) κ α ι (Β.146) β ρ ί σ κ ο υ μ ε ό τ ι η 

χ α ρ α κ τ η ρ ι σ τ ι κ ή συνάρτηση τ ο υ σ τ α τ ι σ τ ι κ ο ύ ( 2 . 3 3 ) ε ί ν α ι 

2 3 

, , . ,-Ε[.»]^[. · ' · • ]-
r 2 ι 

Γ 3W s Î V +-V <ν -ν/ > |τ 

-Ε[Θ °e ± 2 3 1 
° f l+s(TW + T 2 ( W -w ) ) + S 2 ( T W + T 2 ( W -w ) ) 2 / 2 l | 

>- 1 2 3 1 2 3 J 

r 3W ι r 9 V -ι 

=E e [ I + S T W ^ + S T ( w + s w / 2 ) ] -E e S T w 

P S V -, 

r sv h h η 
=φ ( S ) - T 2 S E e ° ( — - w + , 2 w2) + 0 ( τ 3 ) = 

ν |_ r ο r ( r + 2 ) ο J 
h h

2 

= φ ν ( 3 ) - τ 2 3 [ - ^ Γ φ Γ + 2 ( 3 ) + r ( r ' 2 ) r ( r + 2 ) φ ^ (s) ] + 0 ( τ 3 ) = 

=φ ( s ) - τ s Th φ ( s ) + h φ (s) "1+0 ( τ ) , 
ν L 1 r+2 2 r+4 J 

ο π ό τ ε , χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ώ ν τ α ς τ η ν ( Β . 1 3 6 ) , τ ο Λήμμα Α . 2 , δ ι α ι ρ ώ ν τ α ς δ ι α 

- s κ α ι α ν τ ι σ τ ρ έ φ ο ν τ α ς τ ο ν μ ε τ α σ χ η μ α τ ι σ μ ό F o u r i e r κ α ι κ ά ν ο ν τ α ς 

χρήση τ ο υ Λήμματος 2 . 3 , π α ί ρ ν ο υ μ ε 

r 2 ι 
3W s Ι τ;ν +-Κ <ν - ν >| 

" + 0 ( τ 3 ) = 

3 V 

=Ε je ° ri+s(TW,+T2(w_-w_) ) + s 2 ( x w . + i 2 (w„-wj ) 2 / 2 l | + 0 ( τ 3 ) = 

3 W 

S T 2 W | + 0 ( τ 3 ) = 
z a "* J L 

S V 

=φ ( s ) - T 2 s E Ì e °w | + 0 ( τ 3 ) = 

2 5 8 



- ( p . ( s ) / s = - φ ( s ) / s + - u 2 ( h ( p ( s ) + h t p ( 3 ) Ί + 0 ( τ 3 ) =>• 

=> P r ( w < x ) = P r ( w < χ ) + τ 2 [ h f ( x ) + h f ( χ ) "1+0 ( τ 3 ) = 

·- 1 r + 2 2 r+<t -I 

=Pr(w < x ) + x 2 f h x f ( x ) / r + h x 2 f (x) / r ( r + 2 ) 1 + 0 ( τ 3 ) = 
L
 i r 2 r J 

2
 h h

2 

=Pr(w < χ)-τ
2
(-^ +

 r ( r
+

2
) x)xf

r
(x) + 

h h 

+τ
2
(-^ + r(r+2)

 X ) X f
 r

 ( x ) + 0 ( χ 3 ) = 

=F (χ)+0(τ
3
) , (B.147) 

r 

2 

όπου F (•) είναι η συνάρτηση κατανομής της χ κατανομής με r 

βαθμούς ελευθερίας. Η εγκυρότητα της ασυμπτωτικής προσέκλυσης 

(Β.147) αποδεικνύεται όπως ακριβώς εγκυρότητα της ασυμπτωτικής 

προσέγγισης του Λήμματος 2.3. 

QED 

ΛΗΜΜΑ Β. 5: Έστω F (·) , f (•) OL συναρτήσεις κατανομής και 
Γ Γ 

2 

πυκνότητας, αντίστοιχα, μιας χ μεταβλητής με r βαθμούς 
r Ι~ 

ελευθερίας. Επίσης, έστω F (·), f (·) οι συναρτήσεις κατανομής 
Τ-π Τ-π 

και πυκνότητας, αντίστοιχα, μιας F μεταβλητής με r και Τ-π βαθμούς 

ελευθερίας. Τότε ισχύουν οι σχέσεις: 
2 

F
r
 (x)=F (rx)+ -Î-(r-2-rx)rxf (τχ)+0(τ4

) 

και (Β.148) 

f
r
 (x)-rf (Γχ)+0(τ

2
) . 

T-n r 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ: Γ ν ω ρ ί ζ ο υ μ ε ό τ ι γ ι α τ ο σ τ α τ ι σ τ ι κ ό ( 2 . 2 7 ) ι σ χ ύ ε ι η σ χ έ σ η 

w • χ 2 , ( Β . 1 4 9 ) 
Τ »00

 Λ
Γ 

όπου Τ είναι το μέγεθος του δείγματος. Από το θεώρημα 2.3 

γνωρίζουμε ότι το στατιστικό (2.33) κατανέμεται, με ένα λάθος 

τάίης 0(τ") , ως μια χ~ μεταβλητή με r βαθμούς ελευθερίας, 

ανεξάρτητα από τις τιμές των h και h . Τα h4, h δίνονται από τις 

σχέσεις (Β.132) και (Β.133). Επιπλέον, από τον ορισμό του 

υποδείγματος μας και το Λήμμα Β.4 γνωρίζουμε ότι, όταν το γ είναι 

ένα γνωστό διάνυσμα 
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Λ=0, λ=μ=0, μ =0, Λ =2 (Β.150) 

ο ο 

και τα h και h δίνονται από τις σχέσεις 
1 2 

h r - 2 
h±= - r ( r - 2 ) / 2 •• -jr 1 j>— ' 

κ α ι (Β.151) 

h 2=r(r+2)/2 - - ^ ^ T = § · 

Σ υ ν ε π ώ ς , ό τ α ν τ ο γ ε ί ν α ι γ ν ω σ τ ό , τ ο σ τ α τ ι σ τ ι κ ό ( 2 . 3 3 ) , Λαμβάνοντας 

υπόψη τ ι ς ( Β . 1 5 1 ) , γ ί ν ε τ α ι 

w = w - T 2 [ - ( r - 2 ) / 2 + ( 1 / 2 ) W ] W + U ( T 4 ) = w + T 2 [ ( r - 2 ) / 2 - ( 1/2) ν ] ν + ω ( τ 4 ) =» 

=> w = w - T 2 [ ( r - 2 ) / 2 - ( l / 2 ) w ] w + c ü ( T 4 ) , (Β. 152) 

από την οποία προκύπτει ότι 

w=w+u)U-
2
) . (Β. 153) 

Χρησιμοποιώντας την (Β.153) και τα αποτελέσματα (Β.145) και 

(Β.146) (ΒΛ. την απόδειξη του θεωρήματος 2.3), παίρνουμε τα 

ακόλουθα αποτελέσματα: 

Γ
 2

 1 

[ -ι Γ s L V + Î » < - C > J -ι r 3 W -1 

e s v w =Ε e w =Ε e w +0 ( τ 2 ) = r i p r + 2 ( s ) + 0 ( τ 2 ) (Β. 154) 

κ α ι 
3 [ ν + ίύ<·ν > ] 

( i i ) E e s v w 2 =Ε e w2 =E e w2 +0 ( τ 2 ) = 

=r( r+2)cp ( 3 ) + 0 ( τ 2 ) . (Β.155) 

Έ σ τ ω 

v=w/ r=(Hß-h ) ' [H(X 'SX)~*H ' ]~ : t (Hß-h) / r a 2 (Β. 156) 

τ ο σ τ α τ ι σ τ ι κ ό τ ο υ Wald δ ι ο ρ θ ω μ έ ν ο γ ι α τ ο υ ς βαθμούς ε λ ε υ θ ε ρ ί α ς τ ο υ 

α ρ ι θ μ η τ ο ύ . Ό τ α ν η μήτρα Ω ε ί ν α ι γ ν ω σ τ ή , δ η λ α δ ή ό τ α ν τ ο δ ι ά ν υ σ μ α γ 

ε ί ν α ι γ ν ω σ τ ό , τ ο σ τ α τ ι σ τ ι κ ό (Β.156) κ α τ α ν έ μ ε τ α ι ως μ ι α F μ ε τ α β λ η τ ή 

με r κ α ι Τ-π βαθμούς ε λ ε υ θ ε ρ ί α ς . Έ σ τ ω 

y = r x ·*•=*• χ=γ/τ . (Β. 157) 

Τ ό τ ε 

P r ( v < x ) = P r ( w / r < x ) = P r ( w < r x ) = P r ( w < y) . (Β. 158) 
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Επιπλέον, θεωρώντας ότι η μήτρα Ω είναι γνωστή, έχουμε 

Pr(v < x)=F
r
 (χ) . (Β. 159) 
Τ-η 

Έστω s ένας φανταστικός αριδμός. Από τις σχέσεις (Β.152), 

(Β. 154) και. (Β. 155) και το Θεώρημα 2.3 βρίσκουμε ότι η 

χαρακτηριστική συνάρτηση του στατιστικού (2.27) είναι 

r " 2 / Λ
 4 ι 

9V -ι ρ 3 [v--e (<r-2>/2-<l/2>v) ν+ώ»<τ: >] 

φ ( s ) = E * 

=Ε e 

•Ε 

2 
3v-s [ -e (<r-2>/2-<l/2>w) ν] + 0 ( τ 4 ) = 

e ] - Ε [ . J-

| e s v
 [ 1 - S T 2 ( ( r - 2 ) / 2 - ( l / 2 ) w ) w ] l + 0 ( T * ) = 

-φ« ( s ) - T 2 s E | e 3 V ( (r-2) / 2 - ( 1/2) w) wl +0 (τ 4 ) = 

===;.!)_ ( s ) - T 2 S Γ ( r-2) reo (s) / 2 - r (r+2) φ ( s ) / 2 ] + 0 (τ*) 
«- r+2 r+4 J 

ν 

και δ ι α ι ρ ώ ν τ α ς δ ι α - s παίρνουμε 
2 

-φ ( s ) / s - - φ . ( s ) / s + - J - [ ( r - 2 ) r ( p , ( s ) - r ( r + 2 ) c p ( s ) ] + 0 ( x * ) . 
ν 2 L r+2 r+4- -I 

Χρησιμοποιώντας τις (Β.157), (Β.158) και (Β.159), τα Λήμματα Ά.2 

και Α. 5 και το Θεοίιρημα 2.3, αντιστρέφοντας τον μετασχηματισμό 

Fourier και χρησιμοποιώντας επιχειρήματα ανάΛογα με αυτό: του 

Λήμματος 2.3, μπορούμε να αποδείξουμε την εγκυρότητα της 

ασυμπτωτικής προσέγγισης: 

Pr(w < y)=Pr(w < y) + ~ - Γ ( Γ - 2 ) Γ Ϊ (y)-r(r+2)f (y) 1+0 (τ*)-
2. u r+2 r+·* J 

2 

=F (y)+ -I-(r-2-y)yf (y)+0(x*) **• 
r <s r 

2 

* Fr
 (x)=F (rx)+ -5-(r-2-rx)rxf (rx)+0(T

4
). (B.160) 

T-n r Ζ r 

Από την (B.160) έ π ε τ α ι ό τ ι 

F r (x)=F (rx)+0(T 2 ) . (Β.161) 
T-n r 

Παραγωγ ί'ζοντας την (Β. 161) ως προς χ παίρνουμε 

â Fr (χ) /9 χ = d F (rx)/α χ+0(τ 2 ) =* 
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=*· f
r
 (x)=rf (rx)+0(x

2
). (B.162) 

T—η r 

QED 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ TOY ΑΗΜΜΑΤΟΣ 2. 4: Χρησιμοποιώντας TO Λήμμα Β.5 τον ορισμό 

(2.35) και τις σχέσεις (Β.157) και (Β.158) βρίσκουμε 
2 

F (y)-F (rx)=F
r
 (χ) ^--(r-2-rx) rxf (rx)+0(i

4
) (B.163) 

r r T-n Z. r 

και χρησιμοποιώντας, επιπλέον, το Λήμμα 2.3 παίρνουμε 

h h 
Pr(v < x)=Pr(w < y) =F (y)-T^j—- + , , 2 y y f ( y ) + 0 ( T 3 ) 

1 2 

~F" + r(r+2) yJ-

r Π - h -ι 
( + s ) + ( - = — - -^5—) X Xf 

L r 2 r+2 2 J τ-η 

2 . r h . h_ 

rxf ( r x ) + 0 ( T ) = F x - n ( x ) - -x-(r-2-rx)rxf r (rx)-T 2 U ^ + r ( r + 2 ) rx 

=F^_n(x)-T 2 | ( - ^ + r o ^ ) + (^rx2— ^-)x |x f l _ (χ)+0(τ 3) 

- > P r ( v < x ) = F r (x)-T2(q +q x)xf r ( χ ) + 0 ( τ 3 ) , ( B . 1 6 4 ) 
T-n 1 2 T-n 

όπου 

q i = h i / r + ( r ~ 2 ) / 2 

και (Β.165) 

q =h / ( r + 2 ) - r / 2 . 
2 2 

H εγκυρότητα της ασυμπτωτικής προσέγγισης (Β.164) προκύπτει από 

την εγκυρότητα των ασυμπτωτικών προσεγγίσεων στα Λήμματα 2.3 και 

Β.5, ανωτέρω. 

Όταν το διάνυσμα γ είναι γνωστό, από το Λήμμα Β.4 και τους 

ορισμούς (2.4), (2.6) και (2.8) παίρνουμε 

Λ=0, Λ=μ=0, μ =0, Λ =2. (Β.166) 

ο ο 

Συνεπώς, όπως αποδείξαμε στην (Β.151), παίρνουμε 

h = -r(r-2)/^ 

και (Β.167) 

h =r(r+2)/2. 
2 

Επομένως, οι (Β.165) και (Β.167) συνεπάγονται ότι, όταν το 

διάνυσμα γ είναι γνωστό, οι παράμετροι q και q δίνονται από τις 
JL 2 

σχέσεις: 
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q -h /r+(r-2)/2- -(r-2)/2+(r-2)/2-0 

καυ (Β.168) 

q -h /(r+2)-r/2=r/2-r/2=Q 
2 2 

και ως εκ τούτου το στατιστικό (2.35) κατανέμεται ακριβώς ως μια F 

μεταβλητή με r και Τ-η βαθμούς ελευθερίας. 

QED 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ ΤΟΥ ΠΟΡΙΣΜΑΤΟΣ 2. 6: Από το Λήμμα 2.4 και την (2.38) , 
Γ * Γ * 

αναπτύσσοντας κατά Taylor τις F (F ) και f (F ) περί το F , 
T - n <x T - n oc <x 

π α ί ρ ν ο υ μ ε 

P r ( v < F * ) = F r ( F * ) - T 2 ( q +q F * ) F * f r
 ( F * ) + 0 ( T 3 ) = 

ot T - n o. 1 2 οι <x Τ - η οι 

= F r (F ) + T 2 ( q +q F )F fi (F ) -
Τ - η οι 1 2 οι οι Τ - η οι 

-T2Tq +q [f +x2(q +q f )F l i [χ +^2(q +q F ) F ] -
i l 2 L οι 1 2 ο ι οι-1 J L οι ι 2 ο ι a-* 

• [*fr (F ) + x 2 ( q +q x )F f ' r (F ) ] + 0 ( τ 3 ) = 
Ι Τ - η οι 1 2 οι οι Τ - η οι J 

= F r (F ) + x 2 ( q +q F ) F fr (F ) - x 2 ( q +q Γ ) F fr (F ) + 0 ( τ 3 ) = 
Τ - η οι 1 2 οι οι Τ - η οι 1 2 οι οι Τ - η οι 

= F r (F ) + 0 ( τ 3 ) = 1 - α + 0 ( τ 3 ) . (Β.169) 
Τ—η οι 

QED 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ ΤΟΥ ΘΕΩΡΗΜΑΤΟΣ 2. 4: Από τους ορισμούς (2.27) και (2.35) 

γνωρίζουμε ότι 

v-w/r. (Β.170) 

Εφόσον κάτω από την υπόθεση (2.26) το στατιστικό (2.27) έχει το 

στοχαστικό ανάπτυγμα 

2 , 3
S w=w +TTW +τ w +ω(τ ) , 

Ο 1 2 

όπου w =b'Qb, μπορούμε να δείξουμε ότι, κάτω από την ίδια υπόθεση, 

το στατιστικό (2.35) έχει ένα στοχαστικό ανάπτυγμα της μορφής 

ν=ν +τν +τ
2
ν +ω(τ

Γί
) , (Β. 171) 

Ο 1 2 

όπου 

ν =w /r=b'Qb/r. (Β.172) 

ο ο 
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Ε π ο μ έ ν ω ς , τ ο κατά. C o r n i s h - F i s h e r δ ι ο ρ θ ω μ έ ν ο σ τ α τ ι σ τ ι κ ό ( 2 . 3 9 ) έ χ ε υ 

τ ο σ τ ο χ α σ τ ι κ ό α ν ά π τ υ γ μ α 

ν = ν + τ ν +τ ν +ω(τ ) - τ Γς +q ( ν + τ ν + τ ν + ω ( τ ) ) 1 -
Ο 1 2 L^i ^ 2 Ο 1 2 J 

2 3 
• ( ν + τ ν +τ ν +ω ( τ ) ) = 

Ο Ι 2 

2 2 3 

=ν + τ ν +τ ν - τ (q +q ν ) ν + ω ( τ ) = 
Ο 1 2 1 2 Ο Ο 

= ν + τ ν + τ 2 ( ν - ν ) + ω ( τ 3 ) . (Β.173) 
Ο Ι 2 3 

όπου 
V = ( q +q V )V . (Β. 1.74) 

3 1 2 Ο Ο 

Έ σ τ ω s κ α ι s^ δύο φ α ν τ α σ τ ι κ ο ί α ρ ι θ μ ο ί με s ^ . = s / r . Κ α τ ' 

α ν τ ι σ τ ο ι χ ί α με τ ι ς ( Β . 1 1 7 ) , (Β.134) κ α ι (Β.135) έ χ ο υ μ ε ό τ ι 

t„ = ( l - 2 s * r \ 

cpr(s*) = ( l - 2 s * r r / 2 , (Β. 175) 

t*<P ( s * ) e ( P _ „ , < s * ) 

όπου φ (s
v
) είναι η χαρακτηριστική συνάρτηση της χ κατανομής με r 

βαθμούς ελευθερίας. Χρησιμοποιώντας το Λήμμα Ά.4 για γ = 0, δ=0, 

t=t* και s=s* και εφόσον b~N(0,G), κατ' αντιστοιχία προς την 

(Β.142). βρίσκουμε ότι 

μ=(τ*-1)ΘΩδ=0 

και (Β.176) 

ΣΩ=τ.
Λ
ΘΩ =» trQ2=t*trGQ=rt*. 

Κατ' αντιστοιχία προς τις (Β.143) και (Β.144) και κάνοντας χρήση 

του Λήμματος Α. 8 βρίσκο\;με ότι 

E(z'Qz)=rt* (Β.177) 

και 

E[(z'Qz)
2
]=tJ(r+2)r. (Β.178) 

Συνεπώς, από το Λήμμα Α.4, για γ=0 και δ=0, τις (Β.175), (Β.177) 

και (Β.178) βρίσκουμε τα ακόλουθα αποτελέσματα: 

<3/Γ>ν 

e ° ν 1 = Ε Γ β ° w / r i - 1- E Ì e °w 1= ì E Te * °w 1 

ρ s b O b η 
= Ì E e * b ' Q b M ? r ( s , ) E ( z ' Q z ) = 

£ cp r (s*)r t*=(P r + 2 (sJ=(p r + 2 (s / r ) (Β.179) 
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KŒU 
SV / Γ -ι „ r < s / r > v τ r 3 \ί 

( . . Λ _ Γ " ο 21 _ Γ 3 ν ο ' Γ

 2 / 2] 1 - Γ ^ Ο Zi 1 Γ 9 * V 0 2] 

d i ) E|^e voJ=EJ^e w / r J = — E|^e W Q J = — EJ^e WQJ 

p s b O b -ι 1 

= - ^ E e * ( b ' Q b ) 2 = —l— cpr ( s , ) Ε [ ( ζ 'Qz) 2 ] = 

= -L· ( P r ( s * ) r ( r + 2 ) t 2 = - ^ - φ Γ + 4 ( 3 , ) = -^ψ- t p r + 4 ( s / r ) . (Β. 180) 
r 

Από τ ο Λήμμα Ά. 5 γ uà γ = 0 κ α ι ^ t a y = r x π α ί ρ ν ο υ μ ε 

γι ( y ) = r f (y) =» ( r x ) f ( rx) =r f ( r x ) (B.181) 
r r + 2 r r + 2 

KŒL· 

y2f ( y ) = r ( r + 2 ) f (y) =#· ( r x ) 2 f ( r x ) = r ( r + 2 ) f ( rx ) =* 
r r + 4 r r + 4 

=• r x 2 f ( r x ) = ( r + 2 ) f ( rx ) . (B.182) 
r r+<* 

Σ υ μ β ο λ ί ζ ο υ μ ε με φ ( s ) , φ (s) τ ι ς χ α ρ α κ τ η ρ ο σ τ ι κ έ ς σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς 
ν r 

2 

του στατιστικού (2.35) και μιας χ αμετάβλητης με r βαθμούς 

ελευθερίας, αντίστοιχα. Χρησιμοποιώντας τις (Β.173), (Β.174), 

(Β.179) και (Β.180), το Λήμμα 2.4, το Λήμμα Β.5 και κατ' 

αντιστοιχία προς την απόδειΊη του θεωρήματος 2.3, βρίσκουμε ότι η 

χαρακτηριστική συνάρτηση του στατιστικού (2.39) είναι 
Γ 2 3 

s [ ν + · ϊ ν +-\: <ν —ν >+«»<'«; ) 
φ~ (s) 

ν 
[ -1 r" S L ν t X V + -ΧΪ ^ V — V ί + » Ι Χ Μ π 

·"]-=[· ° ' ' ' ]" 
r 2 ι 

[ 3 V 3 [ X V +'C <V - V > | -ι 

Ο 1 2 3 . . . 3 . e e + 0 ( τ ) = 
ρ 3V η 

= ( P v ( s ) - ^ s E e ° ν 3 + 0 ( τ 3 ) = 

[ 3V η 

e ° ( q ν +q ν 2 ) +0 ( τ 3 ) = 
Ι Ο 2 Ο Ι 

=φ ( s ) - T 2 s | V c p , ( s / r ) + q - ^ J - — φ ( s / r ) 1 + 0 ( τ 3 ) , 
ν Ι 1 r + 2 2 r r + 4 1 

οπότε, χρησιμοποιώντας τις (Β.181) και (Β.182), το Λήμμα Α.2, 

διαιρώντας δια -s και αντιστρέφοντας τον μετασχηματισμό Fourier, 

παίρνουμε 

-φ.(s)/s- -φ (s)/s+T
2
|qm (s/r)+q,

 r
*

2
 φ (s/r) +0(τ

3
) =* 

Τ
ν Ι 1 r+2 2 r r+4 J 

4 F . ( x ) = P r ( v < x ) n 2 f q r f ( r x ) + q r + 2 r f ( r x ) + 0 ( τ 3 ) = 
I 1 r + 2 2 r r + 4 J 
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q r x f ( r x ) + q r x 2 f ( r x ) 
[ 1 r 2 J 

=Pr(v < χ ) + τ ζ q r x f ( r x ) + q r x 2 f ( r x ) + 0 ( τ 3 ) 

= P r ( v < x ) + x 2 ( q + q x ) r x f ( r x ) + 0 ( x " ) = 
1 2 r 

=F
r
 (X)-T

2
(q +q χ)χί

Γ
 ( Χ) +χ

2
 ( q +q x) xrf (rx)+0(l

3
) = 

T-n 1 2 T-n 1 2 r 

=F
r
 (X)-T

2
(q +q X)xf

 Γ
 ( Χ) +χ

2
 ( q +q x) Xf * (χ)+0(χ

3
) = 

T-n 1 2 T-n 1 2 T-n 

=F
r
 (χ)+0(τ

3
), 

T-n 

όπου F
r
 (•), f

r
 (·) είναι οι συναρτήσεις κατανομής και 

Τ—η Τ-η 

πυκνότητας, αντίστοιχα, μιας F μεταβλητής με r και. T-n βαθμούς 

ελευθερίας. 

Το θεώρημα Ά.5 συνεπάγεται ότι η F.(·) είναι μια έγκυρη 
ν 

ασυμπτωτική προσέγγιση της συνάρτησης κατανομής των τριών πρώτων 

όρων του αναπτύγματος (Β.173) , με ένα σφάλμα τάξης ο(τ ) . Η F 

συνάρτηση πυκνότητας είναι φραγμένη - Άρα, η F συνάρτηση κατανομής 

και συνεπώς n F.(·) είναι μια ομαλή (smooth) συνάρτηση. Επομένως, 

το θεώρημα Α.3 συνεπάγεται ότι 

Pr(v < χ)-F. (χ)+ο(τ
2
)=Γ

Γ
 (χ)+ο(τ

2
). (Β.183) 

Τ-η 
ν 

Στην πράξη, διατηρώντας έναν ακόμα όρο στο ανάπτυγμα (Β.173) 

μπορούν 

δηλαδή 

3 

μπορούμε να δείξουμε ότι το σφάλμα στην (Β.183) είναι τάξης 0(τ ), 

Pr(v < x)=F
r
 (χ)+0(τ

3
). (Β.184) 

Τ-η 

Εργαζόμενοι όπως στην απόδειξη του Αήματος 2.4 μπορο\!)με να 

αποδείξουμε πως, όταν το διάνυσμα γ είναι γνωστό, ισχύει ότι 

q =q =0, γεγονός που συνεπάγεται ότι το στατιστικό (2.39) ισούται 

με το στατιστικό (2.35) και κατανέμεται ακριβώς ως μια F μεταβλητή 

με r και Τ-η βαθμούς ελευθερίας. 

QED 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ ΤΟΥ ΠΟΡΙΣΜΑΤΟΣ 2.7: Χρησιμοποιώντας το Λήμμα 2.4, το 

θεώρημα 2.4 και αναπτύσσοντας κατά Taylor την F
r
 (ν ) περί το ν , 
Τ-η Ο Ο 

βρίσκουμε 

ν =ν -τ (q +q ν )ν -» 
Ο Ο 1 2 Ο Ο 
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=> F
r
 (ν )=F

r
 Γν -x

2
(q +q ν )v 1 = 

T-n Ο T-n L ο 1 2 Ο O-l 

=F
r
 (V )-T

2
(q +q V )V f

r
 (V ) +0 ( τ*) -

T-n Ο 1 2 Ο Ο T-n Ο 

=Pr(v < ν ) +0(τ
3
) =» 

ο 

-> Pr(v > ν )=1-F
r
 (ν )+0(τ

3
) . (Β. 185) 

Ο Τ-η Ο 

QED 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ ΤΟΥ ΠΟΡΙΣΜΑΤΟΣ 3. 8: Από τις (2.14) , (2.28) και (2.29) και 

εφόσον Η=Ι προκύπτουν τα ακόλουθα αποτελέσματα : 
Γι 

(i) Q=I '(Ι Gl ')
_1
Ι =G~\ 

η η η η 

(ii) P=GQG=GG
_1
G=G, 

(iii) A.P-A.G, (Β.186) 

(iv) C. P=C. ,G=A*.G-2A.GA.G+A. .G/2, 

(v) D. =A.PA./2=A.GA./2 =* D. .P=D. .G=A.GA.G/2 . 
L
J >- J L J 1-j 1-j L J 

Επομένως, βρίσκουμε ότι. 

(α) το i-στοιχείο του διανύσματος e είναι 

c.=trA.G, (Β. 187) 
L Ι. 

(β) το (i,j)-στο ιχεio της μήτρας C είναι 

e. , = trC. .G=tr (A* G-2A.GA.G-f Α. .G/2) , (Β. 188) 
1-J 1-j Lj L J Lj 

(γ) το (i,j)-στοιχείο της μήτρας D είναι 

d. =trD. .G=trA.GA G/2. (Β. 189) 
i-J i-J i - J 

Συνδυάζοντας τις (Β.188) και (Β.189) βρίσκουμε ότι το 

(i,j)-στοίχε ίο της μήτρας C =C+D είναι 

c* =c. ,+d. =trC. .G+trD. .G=trA* ,G-2trA.GA.G+trA. .G/2+trA.GA.G/2= 
i-J i-J i-J i-J i-J i-J i - J >-J i - J 

= (trA*.G+trA. .G/2)-4trA.GA.G/2+trA.GA.G/2= 
i-J i-J i - J i - J 

=tr(A*.+A. ./2)G-3trA.GA.G/2=tr(A*.+A. ./2)G-3d. .. (B.190) 
i-J i-J <- J i-J i-J i-J 

Χρησιμοποιώντας τις (2.31) και (2.37) και εφόσον r=n και C =C+D 

βρίσκουμε ότι 

q =h /n+(n-2)/2= 
1 Χ 

= ["tr(AC*)-c*Ac/4+c^"|/n+c'Λ/2-u -(η-2)λ /4+2(n-2)/4= 

267 

http://G-2A.GA.G-f


= [tr(AC ) - c ' A c / 4 + c ' M ] / n + c ' A / 2 - M o - ( n - 2 ) ('λ - 2 ) / 4 (Β.191) 

Kau 

q =h / ( n + 2 ) - n / 2 = 
2 2 

n+; 
~ - | " t r ( A D ) + [ c ' A c - ( n + 2 ) (2c ' A-nAQ) ]/4~| 2 ^ " + 

= η+2 | t r ( A D ) + | [ c ' A c - ( n + 2 ) ( 2 c ' Λ - η Λ ο + 2 η ) ] 1 = 

= n l 2 | t r ( A D ) + | [ c ' A c - ( n + 2 ) ( 2 c Ά - η ( Λ ο - 2 ) ) ] 1 . 

21 
2) 

(Β.191) 

QED 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Γ 

ΑΠΟΔΕΙΞΕΙΣ ΤΟΥ ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ 3 

ΟΡΙΣΜΟΣ Γ. 1 : Εισάγουμε τον ακόλουθο συμβολισμό: Για κάθε δείκτη i, 

που παίρνει όλες τις ακραίες (και μόνον) τιμές στο 5 ιάστημα 

[c
( /
a

2
] , γράφουμε 

i e. <<α ,α >>, (Γ. 1) 
i 2 

όπου α και α είναι aKépaioi αριθμοί. 
1 2 

ΛΗΜΜΑ Γ. 1: Για κάβε 0 < r < 1 έχουμε 
Τ Τ. Τ Τ+1 

Σ rL= r ( | " r ) . E r v- - ^ — 
£=ά 1 , -y-. £=Ε£ 1 ν -

ί = 1 ί. =ο 

και (Γ.2) 

Ι - <· Ι - >- r[ l-(T+l)r T +Tr T + 1 ] 
E i r = Γ i r = 

1 = 1 L = O ( 1 - r ) 

Έ σ τ ω R η ΤχΤ μήτρα με (ι,j)-στο ιχείο το r. .=ρ '
 J
', όπου jpj < 1. 

Επίσης ορίζουμε 

r=p
2
, |r| <' 1 . (Γ.3) 

Τότε έχουμε: 

trR/T=l, trR
2
/T= ( 1+ρ

2
) / ( 1-ρ

2
) +ο (Τ

-1
) 

και (Γ.4) 

trR
3
/T= ( 1 + ρ

4
) / ( i-p

2
)
 2
-fo (Τ"

1
) . 

ΑΠΟΔΕΙ ΈΗ : 

Τ l-i. 

(i) trR/T= Ε Ρ /Τ=Τ/Τ=1. (Γ. 5) 
ί = ι 

(ii) trR
2
= E E P

| l
"

k
'

+ | K |
= £ S ( i ) , (Γ. 6) 

i = ι k = ι i = ι 

όπου για j=k-i <= <<l-i,T-i>> από την (Γ. 2) έχουμε 

Τ . Τ - i . . Τ - i . . - 1 . . Τ - i. 

S ( i ) - E p 2 | k " L | = E P 2 | J ! = E r l J i = E r l J l + E r J = 
k = i j = ± - L j = i - L j = i - i j = o 

i - i . . , T - i. i - 1 T - i <i-±\ T-i+1 

= E r ! J H + E r J = Σ r ^ + E r ^ .rd-r ) + .irl— _ 
l i J- ι 

j + ι = 1 j = o k = i j = 0 
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r
_

r + 1
_

r
 _

 1 + r
 ι

 ( r l + r
T -

t +
i

K ( Γ 7 ) 

1-r 1-r 1-r 

θέτοντας j=T-i + l « <<1,T>> οπό τις (Γ.2), (Γ.6) και (Γ.7) 

παίρνουμε 

trR
2
/T= Σ S(i)/T- Σ [ 4 ΐ ? - - - l V ( r Ì + r T ' Ì + 1 ) ] / Τ = 

ι=± 1=1 

= [ -^gP- - -!~r-( E r
l

+
 Σ r

J
)]/ Τ -

ί = 1 j = 1 

1+r 2r(l-r
T
) 

1 r
 T(l-r)

2 
(Γ.8) 

Παραλείποντας τους όρους της (Γ.8) που τείνουν στο μηδέν καθώς το 

Τ »οο και χρησιμοποιώντας την (Γ. 3) βρίσκουμε 

trR
2
/T=(l+p

2
)/(l-p

2
)+o(T

_1
)=(l+p

2
)/(l-p

2
)+0(T~

1
) . (Γ.9) 

( i i i ) Έ σ τ ω w τ ο 1 - δ ι α γ ώ ν ι ο σ τ ο ι χ ε ί ο τ η ς μ ή τ ρ α ς R . Έ χ ο υ μ ε 

Ζ, "L Ι l-k Ι + Ι k-m Ι + Ι m-l | 
w u = Σ Σ Ρ ' ' ' ' ' ' · 

m = I k = 1 

θέτοντας ì=m-l και j=k-l, με i,j «Ξ <<1—1,Τ—1>> βρίσκουμε 

L = l - l j = l - l 

και (Γ.10) 

τ 
trR

3
/T= Σ w· /Τ. 

1 = 1 

Εφόσον το ( i, j )-στο ιχε ίο έχει την ίδια συμβολή" με τό 

(j,ί)-στοίχε ίο, το Διάγραμμα Γ.1 δείχνει ότι μπορούμε να γράψουμε 

w=2(S +S +S )-S , (Γ. 11) 
LL 1 2 3 Ο 

όπου τα S , S , S και S υπολογίζονται στην συνέχεια. Εργαζόμενοι 
Ο Ι 2 3 ' Λ <- » r-

όπως στον υπολογισμό του S(i), στο (ii) ανωτέρου, βρίσκουμε 

Q J Τ 0

2 Ι Μ = ν J M = 1 + Γ 1 f r V T - L + S (V 171 
~ 0 *- Ρ L· * 1 _ r x _ r >r - r 

ν = 1 - l ν = 1 - I 

Γ ι α τ ο S έ χ ο υ μ ε 
i 

τ - ΐ τ - ΐ τ - ι τ - 1 ι - 1 τ - ΐ τ - i . i - i . 
S±= Σ Σ p 1 "^^""- Σ ( Σ P 2 J - Σ P 2 J) = Σ ( Σ r J - Σ r J ) = 

i = o j = t t = o j = o j = o i = o j = o j = o 
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ΔΙΑΓΡΑΜΜΑ Γ . 1 

- ( 1 - 1 ) 

τ - L . τ - ι + ι 

= Σ (- 1 _ r 

ν = 0 
1-r 

L - 1+1 Τ - L t 
1 _ r -) = Σ r 

1-r 

τ - L τ - L + ι 

Σ - Γ 

1-r . *- 1-r 
ν = 0 t = 0 

1 - r 
τ - L + i 

( 1 - r ) 

( T - l + l ) r 
T - l + l 

1-r 

θ έ τ ο ν τ α ς k= - i <£ << 1, 1 — 1 >> υ π ο λ ο γ ί ζ ο υ μ ε τ ο S ως εΐτής 

(Γ 

- 1 Τ - L 

s 2 = Σ Σ ρ ~ ^ + ^ = Σ 
1 = 1 - 1 j = l i = 1 - 1 j = l 

T - L I - 1 T - L I - l T - L 
- 2 ί _ 2j _ 2k _ 2j __ k _ 1 

Ρ Σ Ρ = Σ Ρ Σ Ρ = Σ r £ r J = 
k = l j = l k = l j = l 

r ( l - r T l ) 
1-r 

r ( l - r l 1 ) 
1-r 

r . . _, T - i τ - 1 L-i 

( 1+r - r - r ) 
( 1 - r ) 2 

(Γ 

θ έ τ ο ν τ α ς k= - i <s < < 0 , 1 - 1 > > υ π ο λ ο γ ί ζ ο υ μ ε τ ο S ως ε^τΊς 

Ο Ο . . Ο . 1 - 1 
t - j + j - v _ 1 = £ ( i - f i ) p " 2 L - i = Σ ( i - k ) p 2 k - i = s 3 = Σ Σ Ρ 

i = 1 - I j = i i = i - l k = 0 
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l - l , 1 - 1 , . I - 1 + 1 . . , Λ . Λ \ L "" * . / , - ^ 1 - 1 + 1 , 

• Σ r k - Σ k r k - l = - ^ r [ l - ( l - l + l ) r + ( l - l ) r L _ 1 = 

k=o k = o L r ( 1 - r ) 2 

- r 2 + ( l - l ) r l - ( l - 2 ) r l + 1 .„ . _ 
. (Γ .15) 

( 1 - r ) 2 

Από Tue. (Γ.13), (Γ.14) Kau (Γ.15) έπεται ότι 

S =S +S +S = 
'* 1 2 3 

1-r ( T - l + l ) r (1-r) , r .. , τ-ι τ-ι i-i 
+ (1+r - r - r ) + 

( 1 - r ) 2 ( 1 - r ) 2 ( 1 - r ) 2 

+ - r 2 + ( l - l ) r l - ( l - 2 ) r l + 1 

( 1 - r ) 2 

= ( l - r ) - 2 [ l + r T + 1 + ( l - l ) r l - ( T - l + 2 ) r T - l + 1 + ( T - l ) r T - L + 2 - ( l - l ) r U l ] -• 

τ τ 

•* Σ S^= Σ ( l - r ) ~ 2 [ l + r T + ± + ( l - l ) r L - ( T - l + 2 ) r T _ L + 1 + ( T - l ) r T _ L + 2 -
1 = 1 1 = 1 

- ( l - l ) r T " l ] = 

π,., T+l s +s +s +s 

- T ( 1 + r } + 1 2 3 * , (Γ.16) 
( 1 - r ) 2 ( 1 - r ) 2 

όπου τα s , s , s και s υποΛογ CÇOVTCCL ως ακολούθως: 
1 2 3 4 ° 

Τ Τ Τ τ τ + ± τ 

s = Σ d - l ) r L = Σ l r L - Σ ^ ^ j 1-(Τ+1) r +Tr ] _ r ( l - r ) 
1 ι=ι ι=ι 1=1 ( 1 - r ) 2 L r 

2 „ T+ 1 _ T+2 

r -Tr + ( T - l ) r 
( 1 - r ) 2 

θέτοντας ì=T-l e <<0,T-1>> Βρίσκουμε 

Τ Τ-1 T-l 

s
2
= Σ -(T-l + 2)r

 4
- - Σ (Ϊ + 2)Γ'

+±
= -r Σ (i + 2)r

l
-

1 = 1 i = 0 i = 0 

i=o 1=0 i- (1-r) -1 

2 Τ + ± T+2 

-2r+r +(T+2)r -(T+l)r 

T.17) 

(1-r)
2 

(Γ.18) 

και εργαζόμενου όμουα παίρνουμε 
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Τ Τ — ± Τ — ± Τ — 4. Τ 
_ , _ . . T-L+2 _ - i+2 2 _ . ι 2 r [ l - T r + ( T - l ) r ] 

s = r ( T - l ) r = Γ i r = r Γ i r = r - i = 
3 2 

ι = ι t=o i=o (1—r) 
3 _ T+2 , ,_ .. . T+3 

r -Tr +(T-1)r 
(1-r)

2 

(Γ.19) 

θέτοντας k=l-l <=- <<0,T-1>> βρίσκουμε 

Τ Τ T - l T - l 
. _ , , „ . 1+1 _ . . . . <1-1>+2 _ . k + 2 2 _ , k 

s ^ = Σ - ( 1-1) r = - E ( 1-1) r = - Σ k r = - r J] k r = 
I = 1 1 = 1 k = o k = 0 

r 2 r [ l - T r T " 1 + ( T - l ) r T ] = - r 3 + T r T + 2 - ( T - l ) r T * 3

 2 Q , 

( 1 - r ) 2 ( 1 - r ) 2 

Από τ ι ς ( Γ . 1 7 ) , ( Γ . 1 8 ) , ( Γ . 1 9 ) κ α ι ( Γ . 2 0 ) έ π ε τ α ι ό τ ι 

s +S + s + s = ( l - r ) r - T r + ( T - l ) r - 2 r + r + ( T + 2 ) r - ( T + l ) r + 
1 2 3 4 

Γ 2 T+l 

r - T r 

, 3 „ T + 2 T + 3 3 T + 2 T+3~| 

+ r - T r + ( T - l ) r - r + T r - ( T - l ) r 

- 2 . 2 T+l T+2 

= 2 ( 1 - r ) ( r - r + r - r ) . ( Γ . 2 1 ) 

θ έ τ ο ν τ α ς i = T - l + l <s < < 1 , T > > κ α ι κ ά ν ο ν τ α ς χ ρ ή σ η τ η ς ( Γ . 12) β ρ ί σ κ ο υ μ ε 

Τ T T 

s , T ( l + r ) _ 1 _ ί ι + Γ τ - ΐ + ι 
*-> ο 1-r 1-r L, , J 

L = l I = ι I = ι 
T ( l + r ) 1 r Ζ, ι, "L i-, T ( l + r ) 2 r ( l - r T ) TÎf-TVCS^Eri-^l 

1=1 i = i ~ * ( 1 - r ) 2 
( Γ . 2 2 ) 

Ο ι σ χ έ σ ε ι ς ( Γ . 1 0 ) , ( Γ . 1 1 ) , ( Γ . 1 6 ) , ( Γ . 2 1 ) κ α ι ( Γ . 2 2 ) 

σ υ ν ε π ά γ ο ν τ α ι ό τ ι 

trR3/T= 1 Ε wu= Ì Ε [2(S i + S 2 + S 3 )-Sj= J[2 Ê S r I S j -
1 = 1 1 = 1 1 = 1 1 = 1 

= l | " 2 r T ( l + r T + 1 ) + 2 ( 1 - r ) 2 [ r 2 - r + r T + ± - r T * 2 ] - , _ T ( l + r ) 
T L ( 1 - r ) 2 ( 1 - r ) 2 1 - r + 

+ - * ( l - r T ) ]_ 
1-r)2 J ( 1 - r ) 

2 ( l + r T + 1 ) + 4 [ r 2 - r + r T + 1 - r T + 2 ] _ ( 1 + r ) + 

.*? 4 1 —r 

(1-r) Τ(1-r) 

+
 2 r ( 1

~
r }
 . (Γ.23) 

Τ(1-r)
2 

ΠαραΛε ίποντας τους όρους ττις (Γ.23) που τείνουν στο μηδέν καθώς το 
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Τ Μ» και εφόσον |rj < 1 (βλ. (Γ. 3)) παίρνουμε 

t r R

3
/ T = 2 ( l

+
r

T
^ ) _ l±r_

 + o ( T
^

) =
 2

+
2r

T +
*-( 1-r

2
) -i 

(1-r) (1-r) 
2 

1 + r
 + o(T"

1
) = (l+(p

2
)

2
)/(l-p

2
)

2
+o(T~

i
) = 

(1-r)
2 

= (l+p
4
)/(l-p

2
)

2
+o(T"

1
) = (l+p*)/(l-p

2
)

2
+0(T *) . (Γ.24) 

QED 

ΛΗΜΜΑ Γ. 3: Ορίζουμε την ΤχΤ μήτρα Δ, η οποία έχει μονάδες στις 

(1,1) Kau (Τ,Τ) θέσεις και μηδέν οπουδήποτε αλλού. Έστω δ.. το 

( i , j ) -στοίχε do ττις μήτρας Δ. Επιπλέον, ορίζουμε τις μήτρες 

(Γ.25) 

Ε=Δί?, Z=RAR, 3e=(AR)
2
=E

2
, 0=RUR)

 2
=R2e 

<?=(AR)
3
=AR(AR)

2
=E9e, ¥=AR

3
. 

Τ ό τ ε ι σ χ ύ ο υ ν τ α α κ ό λ ο υ θ α α π ο τ ε λ έ σ μ α τ α : 

t r E = 2 , t r Z = 2 ( 1-ρ 2 Τ ) / ( 1-ρ2) , tr3e=2 ( l + p 2 < T _ i > ) , 

t r e = 2 Γ Γ ρ 2 " " " * - i = e _ _ ] , t r 9 = 2 ( l + 3 p 2 < T - ± > ) , (Γ. 26) 
1-ρ 2 

t r « P ~ 2 / ( l - p ) + Ο ( Τ ) . 

Επιπλέον, όΛα αυτά τα ίχνη (traces) είναι φραγμένα καθώς το Τ >οο. 

Υπενθυμίζουμε ότι r=p , |ρ| < 1. 

ΑΠΟΑΕΙΞΗ: Από τον ορισμό της μήτρας Δ είναι φανερό πως για το 

( i , j ) -στοιχείο, δ.., της Δ ισχύει ότι δ. .=1, για i=j=l και i=j==T, 

ενώ δ. . = 0 οπουδήποτε αΛΛού. Εξάλλου, το ( i , j ) -στοίχε ίο της μήτρας 

R είναι ρ' ~
J
 ' . Χρησιμοποιώντας αυτές τις σχέσεις και τον 

Ορισμό Γ.1 παίρνουμε τα ακόλουθα αποτελέσματα: 

(i) Το (i, j)-στοίχε ίο της μήτρας E=ΔR είναι 

ε· = Σ ö.,plk"jl=ö..pll~jl, (Γ.27) 
k= 1 

διότι δ., =0 γ ια k ^ i . Συνεπώς, από την (Γ. 27) παίρνουμε 

Τ Τ 

trE = Σ ε..- Σ o..pii_ÌÌ=o +δ =2. (Γ.28) 
. *"* -Lì. *-* ΙΛΛ 11 T T 
V = 1 i = 1 

(ii) To (i,j)-στοιχείο της μήτρας Z=RAR=RE είναι 
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Ζ, k-kl Ζ, Ιί-kL· |k- j | 

= p l i - 1 ! + l ^ l 5 + Ρ Μ Μ ^ Ι 6 =p l + J- 2

+ p 2 T - L -\ er.29) 
f 11 ^ TT ^ ^ 

Από την (Γ.29) και θέτοντας j = T - i + l e <<1,Τ>>, δηΛαδη* j - 1 - T - i . 

παίρνουμε 

j_ r, —, —, 2ά-1> , _ 2<Τ-ί> _ 2<i-l> _ 2<j-l> 

t rZ « £ z u = Σ Ρ + Σ Ρ = Σ Ρ + Σ Ρ = 
t = l L = 1 t =1 L = l j = l 

= 2 E Ρ 2 " " " · (Γ.30) 
i = 1 

θ έ τ ο ν τ α ς j=i—1 e <<0,T-1>> στην (Γ.30) και χρησιμοποιώντας τ ι ς 

(Γ.2) και (Γ.3) βρίσκουμε 

Τ- 1 Τ- 1 . 

t r Z = 2 £ P2 J=2 Σ r J = 2 ( l - r T ) / ( l - r ) = 2 ( l - p 2 T ) / ( l - p 2 ) . (Γ.31) 
j=o j=o 

(iii) Εργαζόμενοι, όπως στο (ii) βρίσκουμε ότι το ( i , j ) -στο ιχε ίο 
2 2 

της μήτρας 9?= (ΔΗ) =Ε ε ί ν α ι 

v i « u s r i «u"1"1 <w> |fc"lLe«i p | l-k |* | k- j |eut-

= 5 . . ( p i + J - 2 + p 2 T - l - J ) . (Γ. 32) 
T.X. 

Η σχέση (Γ. 32) συνεπάγεται ότι 

τ τ 
, „ __ _ _ , 2<V-1> 2<T-iV 

trae = Ε π..= Σ δ., (ρ +ρ ) = 
1 = 1 i = 1 

_ , 2<l-i> , 2<Τ-1>_ , _ . 2<Τ-1> , 2<Τ-Τ>. 

= δ ι Α ( ρ +ρ ^ + δ

τ τ ( Ρ + Ρ ) " 

= 2 ( l + p 2 < T _ i > ) . (Γ. 33) 

(ϊν) Κάνοντας χρήση της (Γ.32) βρίσκουμε ort το (i, j)-στοίχε ίο της 

μήτρας e=R(AR)
2
=RSe είναι 

Θ
,·= Σ p ' ^ k " E pIi-kÌ5,k(P

k+J-2+P
2T-k-J) = 

^ k = i kj k = i 

_ li-ll, j-i . 2T-J-1. . ̂  Κ-Τ|. T+j-2. T-j, 

=5
i;t
p! « (p

J
 +p ^>

+ δ

Τ Τ
Ρ

! !
(P -̂P ì-

=pi+j-2+p2T+Ì-j-2+p2T-Ì+j-2p2T-L-J. (Γ. 34) 

θέτοντας j-i-1 e <<0,T-1>> και k=T-i « <<0,T-1>> στην (Γ.34) και 
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χρησυμοπουώντας τις (Γ.2) καυ (Γ.3) βρίσκουμε ότι 

Τ Τ 
^ — ~ — , 2 Ì - 2 _ 2 Τ - 2 2 T - 2 Ì . 

t r e = 2 9LL= Σ (Ρ + 2 ρ +Ρ ) = 
i. = 1 1 = 1 

Τ Τ Τ - 1 Τ - 1 
2<Τ-1> 2<L-±> 2 < T - t ) 2<Τ-1> 2 j 2 k 

= 2Τρ + Ε Ρ + Σ Ρ =2Τρ + Σ Ρ + Σ Ρ = 
i = i i = l k = ο k = Ο 

= 2 [ Τ ρ ^ + Υ ρ 2 ^ [Tp2 < l-1 >

+

TE±r J] = 
j = o j = o 

Τ 2 Τ 
ο Γ 2<Τ-1> 1 - r -ι „ ρ - 2<Τ-1> 1—ρ Ί „_^ 

= 2 [Τρ + 1 - Γ j =2 [Τρ + ^j-J . (Γ. 35 ) 

1-ρ 

(ν) Από τ ι ς (Γ.27) κ α ι (Γ.32) έ π ε τ α ι ό τ ι τ ο ( i , j ) - σ τ ο ι χ ε ί ο τ η ς 

μ ή τ ρ α ς φ= (AR) 3=ÄR(AR) 2=E3e ε ί ν α ι 

Τ Τ , , 

r-> ι-ι c l u " ' i < l c /· k - ì - j - 2 , 2 T - k - j . 

k = 1 k = 1 

_ r-<r- | i — i l , j - 1 2 T - 1 - J . _ Ι ί - Τ Ι , T + j - 2 T - j s τ 
= 5ii.C5iip ( Ρ + Ρ ) + δ τ τ Ρ ( Ρ + Ρ >]' 

_ , i + j - 2 2 T + Ì . - J - 2 2 T - Î . + J - 2 2 T - 1 - J . , _ „ _ , 

= 5 u ( p +ρ +ρ +ρ J) . ( Γ . 36 j 

Σ υ ν ε π ώ ς , 

τ τ 
, _. _ _ _ 2<i- l> _ 2(Τ-1> 2<Τ-1>. 

tr<P = Ζ <PU = Σ 5 u ( p +2ρ +ρ ) = 
i. = 1 1 = 1 

_ , 2<1-1> _ 2<Τ-1>. _ , _ 2<Τ-1> 2<Τ-Τ>_ 

= 5 ι ± ( ρ +3ρ ) + δ τ τ ( 3 ρ +ρ ) » 

= 2 ( 1 + 3 ρ ) . (Γ .37) 

(vi) ΣυμβοΛ όζουμε με w. . το ( i,j)-στοιχείο της μήτρας R . Το 

(i,j)-στοίχε to της μήτρας V=AR είναι' 

τ 

ψ. = Σ δ. w =5..w. ., (Γ.38) 
k = 1 

δ ι ό τ ι δ =0 γ ι α k ^ i . Επομένως, 

Τ Τ 

t r V = Σ Ψ.·= Σ Ö..W. .=δ w +δ w =w +w . (Γ. 39) 
. *** LL *-· ι,ι 1.1 11 1 1 T T T T 1 1 T T 
V = 1 L = 1 

ι ι ο ι. 11 ν ClXiwuc ο s Η o u u / ι ι ι μ μ ί Λ ΐ υ ι , A -J- c X U O ( i c ο ι. ο 

= 2(l-r)-2[l+rT+±+(l-l)r l-(T-l + 2 ) r T - L + 1 + ( T - l ) r T - L + 2 - ( l - l ) r l + 1 ] -
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1+r ( r + r ) 
1-r 1-r 

= ( l - r ) ~ 2 [ 2 + 2 r T + 1 + 2 ( l - l ) r L - 2 ( T - l + 2 ) r T _ L + i + 2 ( T - l ) r T " l + 2 -

„ , . „ . l + l „ 2 L T- l+1 1+1 T-l+2-1 

- 2 ( l - l ) r - 1 + r + r + r - r - r J = 

= ( 1-r) ~z [ l + 2 r T + 1 + ( 2 1 - 1 ) r l - ( 2 1 - 1 ) r L + 1 + r 2 - ( 2 (T-1 ) +3 : r T _ l + ± + 

+ ( 2 ( T - l ) - l ) r T " L + 2 ] . (Γ .40) 

Παραλείποντας τους όρους της (Γ.40) που τείνουν στο μηδέν καθώς το 

Τ ><» και, κάνοντας χρήση της (Γ. 3) βρίσκουμε (βλ. την απόδειξη του 

(vii), κατωτέρω) 

w i ±= ( 1-r) " 2 ( l + r - r 2 + r 2 ) +ο ( Τ - 1 ) = ( 1+r) / ( 1-r) 2 + ο ( Τ - 1 ) = 

= ( 1 + ρ 2 ) / ( 1 - ρ 2 ) 2 + ο ( Τ _ 1 ) 

κ α ι ( Γ . 4 1 ) 
w = ( 1-r) ~ζ ( l + r 2 - 3 r ~ r 2 ) +ο ( Τ - 1 ) = ( l - 3 r ) / ( 1-r) 2 + ο ( Τ - 1 ) = ττ 

= ( 1-3ρ 2 ) / ( 1-ρ2) 2 + ο (Τ - 1 ) . 

Από τ ι ς ( Γ . 3 9 ) κ α ι ( Γ . 4 1 ) έ π ε τ α ι ό τ ι 

t r V = w +w = ( 1 + ρ 2 + 1 - 3 ρ 2 ) / ( 1 - ρ 2 ) 2 + ο ( Τ _ ± ) = ( 2 - 2 ρ 2 ) / ( 1 - ρ 2 ) 2 + ο ( Τ - 1 ) = 
11 TT . r -

= 2/(1-ρ
2
)+ο(Τ

_±
) . (Γ.42) 

(vii) Σε όλα τα ίχνη (traces), που είετάσαμε στο λήμμα αυτό, 

εμφανίζονται όροι της μορφής T
n
r , όπου n είναι ένας θετικός 

ακέραιος. Εφόσον 0 ί r < 1, έχουμε 

lim T
n
r

T
= lim -— = -^- (Γ.43) 

- Τ CD 
τ χχ> τ M» r 

και εφαρμόζοντας διαδοχικό: τον κανόνα του L'Hospital βρίσκουμε 

, . „π τ . . Τ
η
 . . â Tn/<? Τ n . . T

n _ 1 

h m Τ r = lim — = lim —- = lim — - — 
τ »co τ ><χ> r τ >οο â r /â Τ ( —In r ) τ >co r 

n ' "I n ' τ 
l i m — = — = — l i m r = 0 . (Γ. 44) ( - I n r ) n τ KO r " ( - I n r ) n τ >œ 

Συμπεραίνουμε, λοιπόν, ότι οι όροι της μορφής Τ r τείνουν στο 

μηδέν και επομένως τα ίχνη των μητρών Ε, Ζ, 9e, θ, Φ και Ψ είναι 

φραγμένα καθώς το Τ »co. 

QED 
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ΛΗΜΜΑ Γ. 3: θεωρούμε την ΤχΤ μήτρα 

Ω = (1+ρ
2
)Ι

χ
- pD - ρ

2
Δ, (Γ.45) 

ό π ο υ Ι ε ί ν α ι , η ΤχΤ τ α υ τ ο τ ι , κ ή μ ή τ ρ α π ο υ ε φ ε Ί ή ς 9α τ η ν 
τ 

σ υ μ β ο λ ί ζ ο υ μ ε , γ t a α π λ ο ύ σ τ ε υ σ η , με I , D ε ί ν α ι μ La μ ή τ ρ α με σ τ ο ι χ ε ί α 

μ ο ν ά δ ε ς αν | i - j | = l Kau μηδέν ο π ο υ δ ή π ο τ ε αΛλού Kau Δ ε ί ν α ι , μ ι α 

μ ή τ ρ α π ο υ έχει , μ ο ν ά δ ε ς στι,ς δ έ σ ε ι ς ( 1 , 1 ) Kau (Τ,Τ) κ α ι μ η δ έ ν 

ο π ο υ δ ή π ο τ ε ά λ λ ο υ . Από τ η ν ( 3 . 4 ) γ ν ω ρ ί ζ ο υ μ ε ότι, 

Ω_ 1 = — - — R= - i - R, ό π ο υ α = 1 - ρ 2 . ( Γ . 4 6 ) 
, 2 α 
1-ρ 

Ορ όζουμε 

<**= — ^ Τ - -ΤΓ • (Γ . 47) 
1-ρ 2 α 

Έ σ τ ω 

Ω = d Ω/θ ρ =2ρΙ-ϋ-2ρΔ=Ω -ρΔ 
(> ι 

κ α ι ( Γ . 4 8 ) 
Ω - d2tt/d ρ 2 = 2 Ι - 2 Δ = 2 ( Ι - Δ ) , 

ό π ο υ 

Ω.== Ω + ϊ ρ Δ , Ω..= Ω + 1Δ (1 = 1 , 2 ) . ( Γ . 4 9 ) 
L p IL ρ ρ 

Τ ό τ ε ι,σχύουν τ α α κ ό λ ο υ θ α α π ο τ ε λ έ σ μ α τ α : 

t r ß Q ~ V T O ( T ~ 4 ) , t r ( ß Ω-1) 2 / Τ = 2 / ( 1 - ρ 2 ) + 0 (Τ _ ± ) , 

t r ( ß Ω - 1 ) 3 / Τ = 2 ( 2 - 3 ρ 2 ) / ρ ( 1 - ρ 2 ) 2 + 0 ( Τ 4 ) 
Ρ· 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ: 

( Γ . 5 0 ) 

( ϊ ) Από τι ,ς ( Γ . 4 8 ) Kau (Γ .49) π α ί ρ ν ο υ μ ε 

Ω±= Ω ( £ >+ρΔ=2ρΙ-Ό-ρΔ= - [ 2 ρ 2 Ι - ρ Ό - ρ 2 Δ ] = ^ [ ΐ + ρ 2 Ι - ρ ϋ - ρ 2 Δ - Ι + ρ 2 ΐ ] = 

= - [ ( 1 + ρ 2 ) I - p D - p 2 A - ( l - p 2 ) Ι ] = - ( 2 - α Ι ) . ( Γ . 5 1 ) 

Επομένως, από τι,ς (Γ.46) και (Γ.51) έπεται, ότι, 

Ω Ω
_1
= -(Ω-αΙ)Ω

_1
= -(ΩΩ^-αΩ

-1
) = -(I-R) . (Γ.52) 

ι ρ ρ ρ 

Κάνοντας χρήση των (Γ.25), (Γ.47), (Γ.49) και, (Γ.52) βρίσκουμε 
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1 ο 1
 2 

Ω Ω *=(Ω -ρΔ)Ω *=Ω Ω
_1
-ρΔΩ *- ±(I-R)- g AR= -(I-R 2- AR) = 

Ρ ι ι ρ α ρ α 

= i(I-R-cc*E) . (Γ. 53) 

ρ * 

Από τα Λήμματα Γ.1 και Γ. 2 και την (Γ.53) παίρνουμε 

_ - ι
/ Τ =
 1

 t
r(I-R-a*E)/T= -r^ ^ °~ * '^--~ /-τ*-«/^

1
. 

«> ρ * ρ 
trQJ2 /Τ= ± tr(I-R-a*E)/T= ^(Τ-Τ-2α*)/Τ=2α*/pT=0(T ) . (Γ. 54) 

( i i ) Από τ η ν (Γ .53) έ π ε τ α ι ό τ ι 

(Ω Ω _ 1 ) 2 = ì ( I - R - a * E ) - ( I - R - a * E ) = 
Ρ ρ Ρ 

= - ^ [ Ι-2R+R 2 +o* ( E R + R E - 2 E ) + O J E 2 ] . (Γ. 55) 
ρ 2 

'Άρα, χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ώ ν τ α ς τ α Λήμματα Γ . 1 κ α ι Γ . 2 β ρ ί σ κ ο υ μ ε 

tr(S2 Ω _ 1 ) 2 / Τ = - ^ t r [ l - 2 R + R 2 + c c ^ ( E R + R E - 2 E ) + O J E 2 ] / T = 

ρ2 

= — [ t r I - 2 t r R + t r R 2 + 2 c c * ( t r R E - t r E ) + o 2 t r E 2 ] / T = 2 

Ρ 

= — [ t r I - 2 t r R + t r R 2 + 2 a * ( t r Z - t r E ) + a 2 t r S e ] / T = 
2 

Ρ 

= — — [ t r I / T - 2 t r R / T + t r R /T+0(T ) ] = - = j [ l - 2 + ( 1 + p ) / ( 1 - p ) ] + 0 ( T ) « 
p 2 p 2 

= 2 p 2 / p 2 ( l - p 2 ) + 0 ( T " i ) = 2 / ( l - p 2 ) + 0 ( T ~ 1 ) . (Γ .56) 

( i i i ) Από τ ι ς (Γ .53) κ α ι ( Γ . 5 5 ) π α ί ρ ν ο υ μ ε 

(Ω Ω " 4 ) 3 - - ^ [ l - 2 R + R 2 + a * ( E R + R E - 2 E ) + o 2 E 2 ] - [ l - R - a * E ] = 
ρ 2 Ρ 

3 

Ρ 

[I-3R+3R -R +α* (3RE+3ER-3E-RER-ER -R Ε ) - α ; (ERE+RE^+E R-3E ) 

- α ^ Ε 3 ] . (Γ. 57) 

Από τ η ν ( Γ . 5 7 ) κ α ι τ α Λήμματα Γ . 1 κ α ι Γ . 2 β ρ ί σ κ ο υ μ ε 

t r ( 2 Ω _ 1 ) 3 ) / Τ = — t r { " l - 3 R + 3 R 2 - R 3 + a * (3RE+3ER-3E-RER-ER 2 -R 2 E)-
Ρ 

Ζ . ^ ^ , ^ 2 ^ 2 , , - τ - , 2 , 3 „ 3 -
- α * (ERE+RE +Ε R-3E ) - α ^ Ε ]/Τ= 

= — [ t r I - 3 t r R + 3 t r R 2 - t r R 3 + a * ( 6 t r R E - 3 t r E - 3 t r E R 2 ) 
3 

Ρ 

2 7 9 



-α2 (3trRE 2-3trE 2) - a 3 t r E 3 ] / T = 

= - Î - [ t r I -3 t rR+3t rR 2 - t rR 3 +a # (6 t rZ-3trE-3tr¥) -
p3 

- a 2 ( 3tr0-3trSe) -a 3 tr<P] /T= 

- 1 •[trI/T-3trR/T+3trR2/T-trR3/T-i-0(T~ i)] = 
3 

Ρ 

= — [l-3+3(l+p
2
)/(l-p

2
)-(l+p

4
)/(l-p

2
)

2
]+0(T *) = 

3 

Ρ 

= 2p
2
(2-3p

2
)/p

3
(l-p

2
)

2
+0(T

_1
)=2(2-3p

2
)/p(l-p

2
)

2
+0(T

_1
) . (Γ. 58) 

QED 

ΛΗΜΜΑ Γ. 4: Έστω Χ η Τχη μήτρα των παρατηρήσεων των εξωγενών 

μεταβλητών. Στις (3.10) και (3.11) ορίσαμε τις μήτρες 

A-X'SX/T, F-X'X/T. r=X'RX/T, G=A
_±
. (Γ.59) 

(Ι) Ορίζουμε τις μήτρες 

Ά = Χ Ώ Χ/Τ, Ά =Χ Ώ Χ/Τ, Α* =Χ Ώ Ω~*Ω Χ/Τ. (Γ.60) 

Μπορούμε να εκφράσουμε τις μήτρες Α . Α και Α σε όρους των 
Ρ ΡΡ οο 

μητρών A, F και Γ ως ε"§ής : 

Α = -(A-aF)+0(T
-1
) , A =2F+0(T

-1
), 

Ρ ρ ΟΟ 

(Γ.61) 

Α* = — (A-2aF+ar)+0(T
-1
) . 

ΟΟ 2 

Ρ 

(II) Έστω Η μια rxn μήτρα βαάμου r. Ορίζουμε τις μήτρες 

Q-H' (HGH')
_1
H, P=GQG. (Γ. 62) 

Σημειώστε ότι η μήτρα 

AP=AGQG=G
_1
GQG=QG=H ' (HGH ' )

 _1
HG (Γ . 63) 

είναι ο G-ορΘογώνιος προβολικός τελεστής στον χώρο που 

δημιουργείται από τις στήλες της μήτρας Η', δηλαδή είναι μια 

ταυτοδύναμη μήτρα βαθμού r. Γράφουμε 
•*-· _T-i/̂ -f~» -n Τ-ΙΤ-\Τ-Ι -C 1. v r i n JZ J- - _ τ - ι Τ") t ~ 1 ΟΙ Τ""» .1. „TT") 

r =*r he , r =r r r , t - i r r r , J. . - a : . r ^ X-J. , ^i , ι „ - L H r , 
( Γ . 6 4 ) 

C =A /2+A -2A G7A , D =A PA / 2 . 
Ρ Ρ Ρ Ρ Ρ Ρ Ρ Ρ Ρ Ρ Ρ Ρ 

θα δείΐουμε ότι 
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t r A P= - r r - ( l - p 2 ) f ] + 0 ( T Α ) = - ( t r A P - a t r F P ) + 0 ( T 4 ) , 
Ρ 

t r A PA P= — i Y - 2 ( l - p 2 ) f + ( l - p 2 ) 2 f 1 + O i T 1 ) 
ο ο 2 ·- 2-1 ρ ρ 2 

Ρ 

( t r A P ) 2 ± 2 t r A PA P= 
Ρ Ρ i> 

= — [ Y ( r ± 2 ) - 2 ( l - p 2 ) ( r±2) f + ( 1-p2) 2 (f 2 ±2f ) Ί +0 (T_ ±) 
ρ 

C = — T F - p A + a ( r - 2 a F G F ) ] + 0 ( T _ 1 ) , 
OP 2 1- ρ -1 

Ρ 

t r C P = t r ( A /2+A* -2A GA )P= 
(>f> P P f>(> Ρ Ρ 

= -i i[-r+(2-p 2)f+(l-p 2)r^-2(l-p 2) 2fJ+0(T *) = 
p 2 

2 

- t r F P - - t r A P+ — t r r P - 2 — t rFGFP+0 (T _ 1 ) 
2 Ρ ρ 2 2 

Ρ Ρ Ρ 

rD P=tr(A ΡΑ /2) Ρ= —fr-2 (1-p
2
) f+ (l-p

2
)

2
f 1+0(Τ

_1
) 

Of> Ο Ο - 2 

2ρ 
2 

1
 trAP — trFP+ — — trFPFP+0 (Τ

-1
) 

(Γ.65) 

„ 2 2 2 

2ρ ρ 2ρ 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ: 

(I) (i) Από το Λήμμα Γ. 3 έχουμε 

Ω =Ω -ρΔ= -(Ω-αΙ)-ρΔ =*· ρΩ =Ω-αΓ-ρ
2
Δ. ' (Γ. 66) 

Ρ ί ρ Ρ 

Η (Γ.66) συνεπάγεται όχι 

Α = Χ Ώ Χ/Τ= - Χ'ρΩ Χ/Τ= - Χ'(Ω-αΙ-ρ
2
Δ)Χ/Τ= 

Ρ Ρ ρ ρ ρ 

= ί(ΧΏΧ/Τ-αΧ'Χ/Τ-ρ
2
Χ'ΔΧ/Τ) . (Γ.67) 

Ρ 

Από τον ορισμό (3.10) γνωρίζουμε ότι ou μήτρες Χ ΏΧ/Τ Kau Χ'Χ/Τ 

συγκΛύνουν σε μη ιδιάζουσες μήτρες καθώς το Τ >οο. Έστω χ.. και 

δ., τα ( i ,j ) -στοίχε ύα των μπτρών Χ και Δ, αντύστοιχα. 0 ορισμός 

(3.10) συνεπάγεται ότι τα χ., εύναι πεπερασμένα. Χρησιμοποιώντας 

τον ορισμό της μήτρας Δ βρ ίσκουμε - ÓTU Τ Ο (ì,j)-στοιχείο της μήτρας 

ϋ=Χ'ΔΧ εύvau 
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τ τ 
u. .= V Σ χ. δ χ = Ε χ. δ χ =χ δ χ,.+χ. δ χ = 

uj *•" *•* i l t s 9J *-* U t t t j 1.1 11 l j IT TT Tj t = l s = 1 t = 1 

=x. x ,+x. x .. ( Γ . 6 8 ) 
Li I j LT Tj 

που είναι πεπερασμένο. Αυτό σημαίνει, όχι για την μήτρα U ισχύει 

U/T=X'AX/T=0(T"
i
) . (Γ. 69) 

Από τις (Γ.59), (Γ.67) και (Γ.69) έπεται ότι 

Α = -(A-aF)+0(T
_1
) . (Γ.70) 

Ρ ρ 

(Ι) (ii) Από το /Ίήμμα Γ. 3, τον ορισμό της μήτρας U και την (Γ. 69) 

έχουμε 

Α = Χ Ώ X/T=2X'l'I-A)X/T=2(X'X/T-U/T)=2F+0(T
_i
) . (Γ.71) 

Of ο ο 

(I) (iii) Από το Λήμμα Γ.3 και την (Γ.66) έπεται ότι 

. 2 *Ω = (Ω Ω*)Ω = ! < T _ D _ ~ vJ /ο_~τ_~2
7 

Ρ ο Ρ ρ ρ 
Ω_Ω Ω_=(Ω^Ω )Ω_ = ~(Ι-Η-α*Ε);·.·;(Ω-αΙ-ρ Δ) = 

—-(I-R) (Ω-αΙ) E(S"2-aI-p
2
A)-(I-R)A= 

2 2 

Ρ Ρ 
1
 -(I-R) (2-aI)+J= — -(Ω-αΙ-Rß+ocR) +J 
2 2 

Ρ Ρ 
1 ^-aI-aS2-1ß+aR)+J= -^-(2-2aI+ocR) +J „ (Γ. 72) 
2 2 

Ρ Ρ 

όπου, από το Λήμμα Γ.2 έχουμε ότι 

α* ρ /α 
J= Ε(Ω-αΙ-ρ

2
Δ)-(Ι^.)Δ= AR^-aI-p

2
A) -( I-R) Δ= 

2 2 

Ρ Ρ 

= £_ ΔΩ
_1
(Ω-αΙ-ρ

2
Α)-(Ι^)Δ= -Δ+αΔΩ"

1
+ρ

2
ΔΩ~

1
Δ-Δ4^Δ= 

2 

Ρ 

= -2A+AR+ ARA+RA= -2A+AR+RA+a*ARA. (Γ.73) 

α " 

Από την σχέση (Γ.69) γνωρίζουμε ότι ΧΆΧ/Τ=0(Τ
-4
") . ΕπιπΛέον, 

χρησιμοποιώντας τον Ορισμό Γ.1, θέτοντας k=s-l e <<0,Τ-1>> και 

l=T-s <Ξ <<0,Τ-1>> για s <Ξ <<1,Τ>> και κάνοντας χρήση των 

Λημμάτων Γ.1 και Γ.2 βρίσκουμε ότι το (i,j)-στοιχείο της μήτρας 

V=X'EX=X'ARX ε ί ν α ι 

T T T T ι · 

v. = Σ Σ χ , ε , x = Σ Σ x . A o « t - e ' x = 
i j t t t a 3 j *-* *-• Lt t t 3J 

t = 1 3 = 1 t = 1 3 = 1 
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= Σ ΓΧ. δ ρ Ι 1 - 3 Ι χ +χ. δ p i T " 3 ' x .]• 
*•' L v i l i / 3J LT TT 1 SJ-" 

Τ τ 

-χ. ϊ χ . ρ )+χ. ( E x Ρ ) = 
Li * 31 LT *"' 3J 

3 = 1 3 = 1 
Τ - 1 Τ - 1 Τ - 1 

=χ. ( Σ * .p k )+x. ( Σ χ, , Ρ1) = (χ. +χ. ) Σ χ, Λ ρ 1 · (Γ .74) 
Li k + l , y LT *-* 1+1, j Li ι Τ , " l + l , J 

k = 0 l = 0 I = 0 

Υποθέτοντας ότι η μήτρα Χ'Χ/Τ είναι. φραγμένη, δηΛαδή ότι για 

1 e <<0,Τ-1>> ισχύει 

! χ, Ι < Μ < co => 

τ-1 τ-1 τ-1 1—|ρ Ι 
! Σ X 1 + 1 J P L | s Σ | x l + 1 J l | p l l ^ Μ Σ | Ρ 1 | = Μ — , ( Γ . ? 5 ) 

l=o '
J
 l=o

 L+1
'
J
 l.=o 1-|ρ Ι 

βρίσκουμε ότι το v.. είναι φραγμένο, δηΛαδή ότι για την μήτρα V 

ισχύει η σχέση 

V/T=X'ARX/T=0(T
_1
) . (Γ, 76) 

Όμοια μπορούμε να δείξουμε ότι 

X'RAX/T=0(T
_1
) . (Γ. 77) 

Κάνοντας χρήση του Λήμματος Γ. 2 έχουμε ότι το (i,j)-στο ιχείο της 

μήτρας Κ=Δΐ?Δ=ΕΔ είναι 

τ 

κ. = Σ ε., δ, =ε. .δ.. (Γ.78) 
<-J , Λ >·!< kj Lj jj 

k = 1 

κ α ι συνεπώς τ ο ( i , j ) - σ τ ο ι χ ε ί ο τ η ς μ ή τ ρ α ς Π=Χ'ΚΧ ε ί ν α ι 

T T T T T T , . 

π. = Σ Σ Χ. κ χ = £ Σ Χ- ε δ χ = Σ Σ Χ· δ, ο ' ^ ' δ χ = 
LI * - * " Lt t 3 3J ^ * " Lt t S SS S j ^ * " LL ΙίΛ S 3 3 j 

t = 1 3 = 1 t = 1 3 = 1 t = 1 3 = 1 

= Σ x. δ Ε δ p i t _ 3 l x .= Σ x· δ (δ p l t - 1 ' x ,+δ ρ Ι ι _ Τ Ι χ .) = 
*"* α tt *-• 3s^ ai ^ α ti ι ι^ ΐι τ τ ^ TJ 

t = 1 3 = 1 t = 1 

1—1 Τ—1 Τ—1 τ—τ 
=χ. δ (χ .ρ +χ .ρ )+χ. δ (χ .ρ +χ .ρ ) = 

LI ι ι ±y Tf LT ττ ι/ Tf 

=x. (χ .+x . p T _ 1 ) + x . (X . p T _ 1 + x .) . (Γ .79) 
LÌ lj τ y LT ±f TJ 

Από την (Γ.79) έπεται ότι το π., είναι φραγμένο και συνεπώς για 

την μήτρα Π ισχύει η σχέση 
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n=X'ÄRAX/T=0(T-1) . (Γ. 80) 

OL σχέσεις (Γ.69), (Γ. 73), (Γ. 76), (Γ.77) και _(Γ.80) συνεπαγ ο νται 

ΟΤΙ 

X'JX/T= -2X'AX/T+X'ARX/T+X'RAX/T+a*X'ÄRAX/T=0(T-1) . (Γ.81) 

Από τις (Γ.72) και (Γ.81) και τους ορισμούς (3.10) και (3.11) 

παίρνουμε 

Α* = Χ Ώ Ω"
4
Ω Χ/Τ- — Χ'(ß-2aI+aR)X/T+X'JX/T= 

Ρ 

1 -(Χ ΏΧ/Τ-2αΧ ' Χ/Τ+αΧ ΉΧ/Τ) +0 (Τ - 1 ) = 
2 

Ρ 
1
 (A-2ccF+ccT)+0(T

 1
) . (Γ.82) 

2 

Ρ 
Σημειώστε ότι OL μήτρες Α και F υπολογίζονται από την 

παλινδρόμηση. Το (i,j)-στοιχείο της μήτρας Γ είναι 

τ τ
 Ι - Ι 

Γ\ = Σ Ε x u P ' 1 9 | x s / T , (Γ .83) 

δηλαδή η μ ή τ ρ α Γ μ π ο ρ ε ί να υ π ο λ ο γ ι σ τ ε ί με μ ι α δ ι π λ ή επανάληψη που 
11-3 Ι 

πιθανώς βα διακόπτεται για μικρές τιμές του ρ
1
 '. Επιπλέον, από 

την (Γ.83) είναι φανερό ότι τα στοιχεία της μήτρας Γ είναι 

φραγμένα και επομένως ισχύει ότι 

r=X'RX/T=0(.T~
1
) . (Γ.84) 

(II) Χρησιμοποιώντας τις (Γ.61), (Γ.62), (Γ.63) και (Γ.64) 

αποδεικνύουμε τα ακόλουθα αποτελέσματα: 

(II) (i) A Ρ= -(A-oF)P+0(T
_1
) . (Γ.85) 

ο Ρ 

Συνεπώς, 

trA Ρ= -(trAP-α trFP) +0 (Τ
-1
) = -1Υ-( 1-ρ

2
) f ]+0(T

_i
) . (Γ.86) 

t> ρ ρ *-
 J 

(II) (ii) Α ΡΑ Ρ=Γ -(AP-aFP)+0(T
_1
)l Γ -( AP-ocFP)+0 (Τ

-1
) 1 = 

1
 (AP-aFPAP-oAPFP+a

2
FPFP)+0(T

_1
) , (Γ.87) 

2 

Ρ 
διότι η μήτρα ΑΡ είναι ταυτοδυναμη. Επιπλέον, έχουμε 

trAPFP=trQGFGQG=trFGQGQG=trFGQG=trFP=f, (Γ.88) 
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διότι QGQ=Q. Επίσης, 

trFPFP=trF P=f . (Γ.89) 
2 2 

Από XIQ (Γ.87), (Γ.88) Kau (Γ.89) έπεται, όχι 

trA ΡΑ Ρ= — tr(AP-ccFPAP-aAPFP+a
2
FPFP)+0(T

-1
) = 

Ρ Ρ 2 

Ρ 
1 ( t r A P - 2 a t r A P F P + a 2 t r F P F P ) + 0 (Τ - 1 ) = 

2 

Ρ 

= - i ^ [ r - 2 ( l - p 2 ) f + ( l - p 2 ) 2 f 2 ] + 0 ( T _ 1 ) . ( Γ . 9 0 ) 

Ρ ' 

( I I ) ( i i i ) Από τις (Γ .86) κ α ι ( Γ . 9 0 ) π α ί ρ ν ο υ μ ε 

( t r A P ) 2 ± 2 t r A ΡΑ Ρ= — (Υ-( 1-ρ2) f "Ι2± 
Ρ ρ ρ 2 "- J 

Ρ 

± - ^ r [ r - 2 ( 1-ρ 2) f + ( 1-ρ2) 2 f 1+0 (Τ" 1 ) = 
2 *- 2 - 1 

ρ 
1 Γ 2 2 

Ρ 

[ r 2 - 2 ( l - p 2 ) r f + ( l - p 2 ) 2 f 2 ± 2 r + 4 ( l - p 2 ) f ± 2 ( l - p 2 ) 2 f ] + 0 ( Τ *) = 

— [ r ( r ± 2 ) - 2 ( l - p 2 ) ( r ± 2 ) f + ( l - p 2 ) 2 ( f 2 ± 2 . f ) ] + 0 ( Τ 1 ) . (Γ .91) 
2 

Ρ 

( I I ) ( i v ) C =Α /2+Α* -2Α GA = 
Ρ Ρ Ρ Ρ OP- Ρ Ρ 

=F+ -i-(A-2ccF+aT) — ( A - a F ) G ( A-aF) +0 (Τ - 1 ) = 
2 2 

Ρ Ρ 
1 Γ 2 

2 

Ρ 

[p 2 F+A-2aF+aT-2 ( AGA-aFGA-aAGF+a2FGF) ] +0 (Τ 4 ) = 

— (p 2 F+A-2ccF+ar-2A+2aF+2aF-2a 2 FGF) + 0 ( 7 4 ) = 
2 

Ρ 
1 Γ 2 

2 

Ρ 

[p2F+A+ ( 1-ρ 2) Γ-2Α+2 ( 1-p2) F-2 ( 1-ρ 2) ^ G F j + O ( Τ - 1 ) 

— [ - A + ( 2 - p 2 ) F + ( l - p 2 ) r - 2 ( l - p 2 ) 2 F G F ] + 0 ( T *) =» ( Γ . 9 2 ) 
2 

Ρ 

=> C = - ^ Γ - Α + ( 1 - ρ 2 ) Ρ + Ρ + ( 1 - ρ 2 ) Γ - 2 ( 1 - ρ 2 ) ^ Ρ ] + 0 ( Τ _ 1 ) 
ρ 2 " 

- -1- (-A+aF+F+aT-2a 2 FGF)+0(T'" 1 ) = 
2 

Ρ 

2 8 5 



= — [ F - ( A - o F ) + c c ( r - 2 c c F G F ) ] + 0 ( T *) = 
2 

Ρ 

— TF-pA + a ( r - 2 c c F G F ) ] + 0 ( T A) . ( Γ . 9 3 ) 
2 

Ρ 
Από τ η ν (Γ.92) π ρ ό κ υ π τ ε υ ό τ ι 

t r C P = t r ( A /2+Α* -2Α GA )Ρ= 
Pf> ρ ρ Ρ Ρ ρ Ρ 

- — [- t rAP+(2-p 2 ) t rFP+(l-p 2 ) t r rP-2( l-p 2 ) 2 t rFGFP]+0(T *) 
ρ 2 

= -i_[-trAP+ ( 2-ρ
2
) trFP+ ( 1-ρ

2
) trrP-2 ( 1-ρ

2
)

 2
trF Ρ]+0 (Τ

_1
) = 

2 *- ί
 J 2 

Ρ 

- -^[-r+(2-p
2
)f+(l-p

2
)r

A
-2(l-p

2
)

2
fJ+0(T~

1
) . (Γ.94) 

ρ
2 

Από την (Γ.93) παίρνουμε 

trC Ρ= -i-TtrFP-p trA Ρ+α tr (rP-2aFGFP) 1 +0(Τ
-1
) = 

PP 2 L ^ p. J 

P 
2 

1
 trFP — trA P+-— trrP-2— trFGFP+0(T

_1
) . (Γ.95) 

2 p ρ 2 2 

Ρ
 H

 Ρ Ρ 

(II) (ν) D =Α ΡΑ /2 =*• trD P=tr(A ΡΑ /2)P=trA ΡΑ Ρ/2= 
pf> p Ρ ΡΡ p Ρ (> f> 

= — — (trAP-2a trAPFP+a
2
trFPFP) +0 (Τ

-1
) = 

2Ρ
2 

2 

trAP — trFP+ — — trFPFP+0(T
 4
) 

2p
2
 p

2
 2p-

1 

2P
2 

[r-2(l-p
2
)f+(l~p

Z
)
2
f
2
]+0(T *) , (Γ.96) 

Λόγω της (Γ.90). 

QED 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ ΤΗΣ ΠΡΟΤΑΣΗΣ 3.1 : Αντικαθιστώντας τα αποτελέσματα του 

Λήμματος Γ.4 στις (2.13) και, (2.28) βρίσκουμε τα επόμενα 

(i) 1 = 1 =e'GA Ge/e'Ge=h 'G f(A-aF)/ρ+0(τ
2
) ]Gh= 

=h 'GAGh/p-ah 'GFGh/p+OU 2 ) =e ' G e / e ' G e p - a h 'GFGh/p+0 ( τ 2 ) = 

= - - - h'GFGh+0(-c 2 ) . ( Γ . 9 7 ) 

P P 
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( i i ) L=l =e'GC G e / e ' G e = h ' G | — f F - p A + a ( r - 2 o F G F ) l + 0 ( ^ ) |Gh= 
f>o pt> L o 2 -1 

- h ' G F G h / p 2 - h *GA Gh/p+ah * G ( r - 2 a F G F ) G h / p 2 + 0 ( τ 2 ) = 

= — h ' G F G h - - + — h ' G ( r - 2 o F G F ) G h + 0 ( x 2 ) . (Γ .98) 
2 2 

Ρ Ρ Ρ 
Αλλά από τ η ν ( Γ . 9 7 ) π α ί ρ ν ο υ μ ε 

p l = l-ah'GFGh+0(T7 2 ) -»• h'GFGh= ^ " Ρ 1 + 0 ( τ 2 ) . (Γ. 99) 
α 

OL (Γ . 98) κ α ι (Γ. 99) σ υ ν ε π ά γ ο ν τ α ι , ό τ ι 

L = 1 ~ ρ 1 + — h 'G(r-2ccFGF)Gh+0(x 2 ) . (Γ. 100) 
Ζ 2 

αρ ρ ρ 
( i l i ) c = t r A P = t r A P / p - a t r ( F P ) / ρ + 0 ( τ 2 ) = 

f> 

= - - - t r ( F P ) + 0 ( x 2 ) . (Γ. 101) 
Ρ Ρ 

(iv) C=trC P= -i- trFP- - trA P+ —-- trTP-2-^ trFGFP+0 (τ
2
) = 

Pf> 2 ρ ο Ζ 2 

Ρ Ρ Ρ 
2 

t r F P - - + - 2 - t i T P - 2 — t r F G F P + G ( x 2 ) . (Γ . 102) 2 2 2 

Ρ Ρ Ρ Ρ 

Αλλά από την (Γ. 101) έπεται, ότι. 

- trFP=
 r

~
p c
 +0(τ

2
) =* — trFP= —

r
~

p C
 +0(τ

2
) . (Γ. 103) 

Ρ Ο 2 2 κ Η ρ αρ 

Από τ ι ς (Γ. 102) κ α ι (Γ . 103) έ π ε τ α ι ό τ ι 

2 

C = r ~ p c £ + - 5 - t r T P - 2 — trFGFP+O ( τ 2 ) . (Γ. 104) 
2 2 2 

αρ ρ ρ ρ 
(ν) D=trD P = t r A P / 2 p 2 - a t r F P / p 2 + a 2 t r F P F P / 2 p 2 + 0 ( τ 2 ) = 

2 
r α t r F P + — — t r F P F P + 0 ( T 2 ) . (Γ .105) 

- 2 2 „ 2 

2ρ ρ 2ρ 

Από τ ι ς (Γ .103) κ α ι ( Γ . 1 0 5 ) π α ί ρ ν ο υ μ ε 

2 

D = — r ~ p C + — — t r F P F P + 0 ( T 2 ) = 
2ρ ρ" 2ρ~ 

2 

= £ 1 _ + — 2 L _ t r ( F P ) 2 + 0 ( - c 2 ) . (Γ. 106) 
ρ 2 ρ 2 2 ρ 2 

QED 

ΛΗΜΜΑ Γ. 5: Χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ώ ν τ α ς τ α Αήμματα Γ . 1 , Γ . 2 , Γ . 3 κ α ι Γ . 4 Kau 

τ ο υ ς ο ρ ι σ μ ο ύ ς τ ο υ υ π ο δ ε ί γ μ α τ ο ς μας γ ι α τ η ν π ε ρ ί π τ ω σ η τ η ς 
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crux ο συσχέτιση ς πρώτου βαθμού μπορούμε να αποδε ίΐουμε τα επόμενα 

αποτε Λέσματα: 

(Ι) trß S2_1=tr(I-R)/p=0, tr2_1Ä=2/a, t-ΓΩ Ω_1
=2ρ/α. (Γ.107) 

1 2 

(II) Tua i=l,2,p 

trS2
_1
S2 Ω

- 1
- -2pT/a

2
+0(l) , 

^(Ω.Ω
_1
)

2
=2Τ/α+0(1) , 

ΐΓΩ
_1
(Ω.Ω

_1
)

2
=2(2ρ

2
-1)Τ/α

3
+0(1) , 

tr(ß.ß_1)3=2(2-3p2)T/pa2+0(l) , (Γ. 108) 

trP
x
2. = (trAB-na)/p+0(x

2
) , 

trP
x
£2.S2

-1
=(n-trBr)/p+0(x

2
) , 

trP Ω.Ρ ß_±=(trABrB/a-trBr)/p+0(x2) . 

Χ L Χ ^ 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ: 

(Ι) Από τους ορισμούς (3.4) και (Γ.49) και τα Λήμματα Γ.1, Γ.2 και 

Γ.3 βρίσκουμε τα ακόΛουβα: 

(i) Ω Q
_1
-(I-R)/p •»• 

=*• trS ß-1=tr(I-R)/p=(trI-trR)/p=(T-T)/p=0. (Γ.109) 

( i i ) t r 2 _ 1 A = t r R A / a = t r A R / a = t r E / a = 2 / a . (Γ .110) 

( i i i ) t r ß ß - i = t r ( 2 +pA) ß~ 4 =trß Ω - 1+ρ trΔΩ~±=0+p trffi_1Ä/a= 

= 2 p / a . (Γ .111) 

(II) Από το Λήμμα Γ.2 γνωρίζουμε ότι τα ίχνη (traces) των μήτρων 

Ε, Ζ, Se, θ. Φ, Ψ είναι φραγμένα, δηΛαδή είναι, τάίης 0(1) . Επίσης 

έχουμε ήδη αποδείξει στο Λήμμα Γ.4 ότι, ισχύουν ou σχέσεις 

Χ'Χ/Τ=0(τ
2
), Χ'ΔΧ/Τ=0(τ

2
) , Χ'RX/T=0 (τ

2
) , 

Χ'ΔΡΧ/Τ=0(τ
2
) , Χ'ΚΔΧ/Τ-0(τ

2
) . Χ'ARAX/T=0(τ

2
) . 

(Γ.112) 

Από τα Λήμματα Γ.1, Γ.2, Γ.3 και Γ.4 και την (Γ.112) 

αποδεικνύουμε τα παρακάτω αποτεΛέσματα: 

(i) (a) Για i=l έχουμε 

2
_1
2 Ω

_1
=Ω

_1
(Ω Ω

_1
)= - R -(I-R)= -^-(R-R

2
) . (Γ. 113) 

ι ± α ρ αρ 

Συνεπώς, 
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1:ΓΩ
-1
Ω Ω

 1
=trr-^-(R-R

2
)1= -ì-( trR-trR2) = 

ι L ao -J ap ap
 J

 ap 
2 2 

=
 ^[T-(l+p

2
)T/(l-p

2
)+o(l)]= -^-

 1 - p ~l~9
 +o(D-

H H
 1-p 

- -2p
2
T/p(l-p

2
)

2
+o(l)= -2pT/a

2
+0(l) . (Γ.114) 

(i) (b) Για i=2 έχουμε 

Ω
- 1
Ω'Ω

_ ±
=Ω

- 1
(Ω +ρΔ)Ω'"

1
=Ω

-1
Ω Ω

_ ±
+ρΩ"

4
ΔΩ

_ ±
= 

2 1 ^ 1 ^ 

=Ω
_ 1
Ω Ω

- 1
+ (ρ/α

2
) RΔR=Ω""

1
Ω Ω~* + (ρ/α

2
) Ζ . (Γ . 115) 

ι ι 

Επομένως, 

^Ω~
±
Ω

2
Ω~

1
^Γ[Ω~

1
Ω

ι
Ω

-1
+(ρ/α

2
)Ζ]==1:ΓΩ~

1
Ω

ι
Ω~

1
+(ρ/α

2
) trZ= 

= -2ρΤ/α
2
+0(1). (Γ.116) 

(i) (e) Γ ta i=p και ep^a^c^evot όπως σχο (i) (b) βρίσκουμε 

Ω
_ ±
Ω Ω~

1
=Ω

_ 1
(Ω

ι
-ρΛ)Ω

- 1
=Ω~

1
Ω

ι
Ω

_ 1
-(ρ/α

2
)Ζ. (Γ. 117) 

Άρα, 

^ Ω
- 1
Ω Ω ^ ^ Γ Γ Ω ^ Ω Ω

- 1
- (ρ/α

2
) Ζ~|=ΪΓΩ _ ±

Ω Ω
- 1
- (ρ/α

2
) trZ= 

= -2ρΤ/α
2
+0(1). (Γ.118) 

(ii) (a) Γ ta i = l έχουμε 

(Ω Ω
-±
)

2
=(Ω Ω

-1
) (Ω Ω

_1
)= -(I-R)-(I-R)= — ( I-2R+R

2
) . (Γ. 119) 

ι ι ι ρ ρ
 ρ

2 

Συνεπώς, 

tr(S2 Ω
- 1
)

2
= Ϊ . Γ Γ — ( I - 2 R + R

2
) ] = — ( trI-2trR+trR

2
) = 

1 « - 2 -J 2 

Ρ Ρ 
2 2 

= — ΓΤ-2Τ+(1+ρ
2
)Τ/(1--ρ

2
)+ο(ΐΠ = — —

1 + ρ + 1 + Ρ
— +ο(1) = 

2
1
- ^ J 2 . 2 

Ρ Ρ 1-Ρ 

= 2ρ
2
Τ/ρ

2
(1-ρ

2
)+ο(1)=2Τ/α+0(1) . (Γ. 120) 

(ii) (b) Γ ta i = 2 έχουμε 

Ω Ω
- 1
=(Ω +ρΔ)Ω

-±
=Ω Ω

- ±
+ρΔΩ

- 1
=Ω Ω

_ 1
+ & AR. (Γ. 121) 

2 ι
 κ
 ι ^ ι α 

Η (Γ. 121) συνεπάγεται ότι. 
^a<; ÙÒ ; — ι Μ ü ; U i u ) — ( Ù& im τ· — u r i ; ».at ùt -τ — u n i — 

2 2 2 ι α ι α 
= (ΩιΩ"±) 2 + ( ρ / α ) Ω Ω~4ΔΗ+ ( ρ / α ) ΔΗΩιΩ~1+ ( ρ 2 / α 2 ) (AR) 2 = 
= (Ω Ω _ 1 ) 2 + ( ρ / ρ α ) ( I - R ) A R + ( p / p a ) A R ( I - R ) + ( p 2 / a 2 ) (AR)2= ι 

2 8 9 



= (Ω Ω
 1
)

2
+(1/α) (AR-RAR)+ (1/α) (AR-ARR) + (ρ

2
/α

2
) (AR)

2
= 

= (Ω^
-1
)

 2
+ (2/α) Ε- ( 1/α) Ζ- ( 1/α) ARR+ (ρ

2
/α

2
) «f. (Γ . 122) 

ΕπιπΛέον, 

trARR=trRAR=trZ. (Γ.123) 

Συνδυάζοντας τις (Γ. 122) και(Γ.123) Βρίσκουμε 

tr (Ω Ω
_±
)
 2
=tr [(Ω Ω

-±
)
 2
+ ( 2/α) Ε- (1/α) Ζ- (1/α) ARR+ (ρ

2
/α

2
) 2*?] = 

= t r (Ω Ω-±) 2 + (2/α) t r E - ( 2/α) t r Z + ( ρ 2 / α 2 ) trS£= 

= 2 Τ / α + 0 ( 1 ) . ( Γ . 1 2 4 ) 

( i i ) (e) Tua i = p από τ ο Λήμμα Γ . 3 έ χ ο υ μ ε 

t r ^ Ω - 1 ) 2 / Τ = 2 / ( 1 - ρ 2 ) + 0 ( Τ " : 1 ) ·» 

•* t r ( Ω Ω _ 1 ) 2 = 2 Τ / α + 0 ( 1 ) . (Γ. 125) 

(iii) (a) Από την (Γ.119) έπεται, ότι για i = l ισχύει 

Ω
_1
(ΩΩ

_1
)

2
= - R -—(I-2R+R

2
) = —(R-2R

Z
+R

3
) . (Γ.126) 

ι α 2 2 

ρ αρ 

Συνεπώς, 

1:ΓΩ - 1 (Ω±Ω-1) 2 = t r [ — ^ ( R - 2 R 2 + R 3 ) ] - — ^ ( t r R - 2 t ' r R 2 + t r R 3 ) = 
αρ " αρ' 

- ^ - [ Τ - 2 ( 1+ρ 2 ) Τ/ ( 1-ρ 2) + ( 1 + ρ*) Τ/ ( 1-ρ 2 ) 2 + ο ( 1 ) ] = 2 

αρ 
1-2ρ +ρ - 2 + 2 ρ +1+Ρ + ο ( 1 ) = 

2 . . 2 , 2 

αρ ( 1 - ρ ) 

- ( 4 ρ 4 - 2 ρ 2 ) Τ / ρ 2 ( 1-ρ2) 3 + ο ( 1 ) = 2 ρ 2 ( 2 ρ 2 - 1 ) Τ / ρ 2 ( 1-ρ 2 ) 3 + ο ( 1 ) = 

= 2 ( 2 ρ 2 - 1 ) Τ / α 3 + 0 ( 1 ) . ( Γ . 1 2 7 ) 

( i i i ) (b) Γ ι α i = 2 κ α ι κ ά ν ο ν τ α ς χρτίση τ η ς (Γ. 122) έ χ ο υ μ ε 

Ω_± ( Ω2Ω
_1) 2 = Ω _ 1 [ (Ω^Ω-1) 2 + ( 2/α) Ε- ( 1/α) Ζ - (1/α) ARR+ ( ρ 2 / α 2 ) Sf]-

=Ω _ 1 (Ω.Ω - 1) 2 + ( 2/α) Ω_±ΔΗ- ( 1/α) Ω"1RAR- ( 1 /α) Ω ~ ^ 2 + ( ρ 2 / α 2 ) Ω - 1 (AR) 2 = 

=Ω - ± (ΩιΩ~1) 2 + ( 2 / α 2 ) RAR- ( 1 / α 2 ) R2AR- ( 1/α2) RAR2+ ( ρ 2 / α 3 ) R ( AR) 2 = 

=Ω _ 1 (Ω4Ω
- 1) 2 + ( 2 / α 2 ) Ζ - ( 1/α2) R2AR- ( 1 / α 2 ) RAR2+ ( ρ 2 / α 3 ) θ . (Γ . 128) 

Ε π ι π λ έ ο ν , 

t r R 2 A R = t r R A R 2 = t r A R 3 = t r V . ( Γ . 1 2 9 ) 
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Από τις (Γ. 128) και (Γ. 129) βρίσκουμε 

trß"1 (2 Ω_±
)

2
= 

ζ 

= t r [Ω - 1 ( Ω 2 - 1 ) 2 + ( 2 / α 2 ) Ζ - ( 1/α2) R2AR- ( 1/α2) RAR2+ ( ρ 2 / α 3 ) θ ] = 

= t r 2 _ 1 ( 2 Ω _ ± ) 2 + ( 2 / α 2 ) t r Z - ( 2 / a 2 ) t r V + ( ρ 2 / α 3 ) t r 6 = 

= 2 ( 2 ρ 2 - 1 ) Τ / α 3 + 0 ( 1 ) . . ( Γ . 1 3 0 ) 

(iii) (e) Γ La i=p και- εργαζόμενο ι όπως στο (ii) (b) βρίσκουμε 

Ω Ω
_±
=(Ω -ρΔ)Ω

-1
=Ω Ω^-ρΑΩ^Ω Ω

- 1
- °- AR, (Γ. 131) 

Ρ ι ι ί α 

η οποda συνεπάγεται ότι 

(Ω Ω
_1
)

2
=(Ω Ω

-1
) (2 Ω

_1
) = (Ω 2

_ 1
- £- AR) (2 Ω

-1
- £ AR) = 

Ρ Ρ Ρ ι α ι α 

= (Ω Ω"
1
)
 2
-{2/α) Ε+ (1/α) Ζ+ (1/α) ARR+ (ρ

2
/a

2
) se. (Γ . 132) 

Εργαζόμενοι όπως στην περίπτωση (ii.'v) (b) παίρνουμε 

Ω"
1
 (2 2"

1
)
 2
==Ω

_1
 [(Ω Ω

-1
)
 2
-(2/α) Ε+ (1/α) Ζ+ ( 1/α) ARR+ (ρ

2
/a

2
) #e] = 

=Ω
_1
 (Ω^Ω

-1
)

 2
- ( 2/α

2
) Ζ+ ( 1/α

2
) R

2
AR+ ( 1/α

2
) RAR

2
+ (ρ

2
/α

3
) θ . (Γ . 133) 

Από τις (Γ.129) και (Γ.133) έχουμε 

Ϊ Γ Ω
- 1
( 2 2

_1
)

2
= 

Ρ 

= t r [Ω"4 (Ω Ω"1) 2 - ( 2 / α 2 ) Ζ+ ( 1 / α 2 ) R2AR+ (I/o: 2 ) RAR2+ ( ρ 2 / α 3 ) θ ] = 

= = t r 2 _ ± ( 2 2 _ 1 ) 2 - ( 2 / a 2 ) t r Z + ( 2 / a 2 ) t r V + (p 2/cc 9) t r 9 -

= 2 ( 2 ρ 2 - 1 ) Τ / α 3 + 0 ( 1 ) . ( Γ . 1 3 4 ) 

( i v ) (a) Γ ι α ί = 1 έ χ ο υ μ ε 

(2 Ω _ ± ) 3 = ( Ω Ω-±) (Ω Ω _ 1 ) 2 = - ( I - R ) — ( I - 2 R + R 2 ) = 
1 1 1 Ο 2 

κ Ρ 
- 1 ( I - 3 R + 3 R 2 - R 3 ) . ( Γ . 1 3 5 ) 

3 
Ρ 

Σ υ ν ε π ώ ς , 

tr(ü Ω _ ± ) 3 = 1 : Γ Γ — U - 3 R + 3 R 2 - R 3 ) ] = — ( t r I - 3 t r R + 3 t r R 2 - t r R 3 ) = 
Ρ Ρ 

= -— ΓΤ-3Τ+3 ( 1+ρ 2 ) Τ/ ( 1-ρ 2) - ( 1+ρ*) Τ/ ( 1-ρ 2 ) 2 + ο ( 1 ) > 
a 

Ρ 
2 „ 4 . ^ „ 4 „ 4 

2+4ρ -2ρ +3-3ρ - 1 - ρ + ο ( 1 ) = 
3 / Λ 2 „ 2 

Ρ ( 1 - Ρ ) 
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= (4ρ 2 -6ρ*) Τ/ρ 3 ( 1-p2) 2 +o ( 1) =2p 2 (2-3p 2 ) T/p 3 ( 1-p2) 2+o ( 1) = 

= 2 ( 2 - 3 p 2 ) T / p c c 2 + 0 ( l ) . (Γ .136) 

( i v ) (b) Γ ι α i = 2 κ α ι χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ώ ν τ α ς τ ι ς ( Γ . 1 2 1 ) κ α ι (Γ .122) 

βρ ί,σκουμε 

(Ω Ω _ 1 ) 3 = ( Ω Ω - 1 ) 2 (Ω Ω-1) = 
2 2 2 

- ± % 2 . , _ . s „ , „ , „ „ , ., , ^ , „τ-, , , 2 , 2^ „„η Γ-~ Λ - 1 = [(Ω±Ω ) + ( 2/α) Ε- ( 1/α) Ζ-( 1/α) ARR+(ρ / α ) Sf] [Ω Ω + ( ρ / α ) AR] = 

= [ ( Ω ι Ω ~ 1 ) 2 + ( 1 / α ) (2AR-RAR-AR 2 )+(p 2 /a 2 ) (AR) 2 ] [Ω Ω~*+ (ρ/α) AR] = 

= (Ω Ω _ ± ) 3 + ( ρ / α ) (Ω Ω - 1 ) 2 ΑΗ+(1/α) ( 2AR-RAR-AR2) Ω Ω_±+ 
l i Α 

+ ( ρ / α 2 ) (2AR-RAR-AR2) A R + ( p 2 / a 2 ) (AR) 2 Ω ± Ω _ 1 + ( ρ 3 / α 3 ) (AR)3= 

= ( Ω ι Ω
_ ± ) 3 + ( ρ / ρ 2 α ) (I-2R+R 2 ) A R + ( l / p a ) [2AR-RAR-AR2+(ρ2/α) ( A R ) 2 ] · 

• ( I - R ) + ( p / a 2 ) (2AR-RAR-AR2) A R + ( p 3 / a 3 ) (AR) 3 = 

= (Ω Ω _ 1 ) 3 + ( 1 / α ρ ) rAR-2RAR+R2AR+2AR-RAR-AR2+(p2/a) (AR)2-2AR2+ 
1 L 

+RAR 2 +AR 3 -(p 2 /a) (AR) 2 R ] + ( ρ / α 2 ) [2 (AR) 2 - R ( AR) 2-AR2AR] + 

+ ( p 3 / a 3 ) (AR) 3= 

-(Ω Ω - 1 ) 3 + ( 1 / α ρ ) (3AR-3RAR-3AR2+R2AR+RAR2+AR3) + 

+ ( p / a 2 ) [3(AR) 2 -(AR) 2 R-R(AR) 2 -AR 2 AR] + ( p 3 / a 3 ) ( A R ) 3 . (Γ .137) 

Ε π ι π λ έ ο ν , χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ώ ν τ α ς τ ι ς ( Γ . 1 2 3 ) κ α ι ( Γ . 1 2 9 ) κ α ι τ ι ς σ χ έ σ ε ι ς 

t r R ( A R ) 2 - t r ( A R ) 2 R = t r 6 

κ α ι (Γ .138) 

trAR2AR=trARAR2=trARARR=tr ( AR) 2 R = t r 6 

βρίσκουμε 

Γ - Γ ^ Ω - ' 1 ) 3 ^ ^ ( Ω ι Ω
_ 1 ) 3 + ( 1 / α ρ ) (3AR-3RAR-3AR2+R2AR+RAR2+AR3) + 

+ ( ρ / α 2 ) [ 3 ( A R ) 2 - ( A R ) 2 R - R ( A R ) 2 - A R 2 A R ] + ( p 3 / a 3 ) ( A R ) 3 | = 

= t r ^ ^ _ 1 ) 3 + ( 3 / a p ) ( t r E - 2 t r Z + t r V ) + ( 3 p / a 2 ) ( t r S e - t r O ) + ( p 3 / a 3 ) tr<P = 

= 2 ( 2 - 3 p 2 ) T / p a 2 + 0 ( l ) . (Γ .139) 

(iv) (c) Για i=p από το Λήμμα Γ.3 έχουμε 

tr(Q Ω~
1
)

3
/Τ=2(2-3ρ

2
)/ρ(1-ρ

2
)

2
+0(Τ"

1
) -» 

Ρ-
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=* tritt Ω
_1
)
3
=2(2-3ρ

2
)Τ/ρα

2
+0(1) . (Γ. 140) 

ο 
(ν) (a) Tua i=l έχουμε 

Ρ Ω =Ρ -(Ω-αΙ)= -(Ρ Ω-αΡ ). (Γ.141) 
χ ι χ ρ ρ χ χ 

Σημευώστε ότι 

Ρ =Χ(Χ'Χ)
_1
Χ' -» 

-> trP =trX(X'X)
-1
X'=tr(X'X)

_1
X'X=trI =η . (Γ.142) 

Χ π 

Από τ ι ς (Γ. 141) neat (Γ. 142) έ π ε τ α ι , ò x t 
t r P Ω = t r [ " - ( P Ω-αΡ ) 1 = ( 1/ρ) !"trX (Χ 'Χ) _1Χ Ώ - α t r P ] = 

x i L p x χ -1 κ «- χ - Ι 

- ( 1 / ρ ) [ t r ( X ' ß X / T ) ( X ' X / T ) - d - a t r P j = ( t r A B - n a ) / ρ . ( Γ . 1 4 3 ) 

(ν) (b) Tua i = 2 έ χ ο υ μ ε 

Ρ Ω =P (Ω +ρΔ)=Ρ Ω +ρΡ Δ. (Γ . 144) 
Χ 2 X V i K Χ 1 ^ Χ 

Ε π ο μ έ ν ω ς , 

t r P Ω = t r ( P Ω +ρΡ Δ ) = t r P Ω +ρ t r X (Χ ' Χ) ~*Χ Ά= 
Χ 2 Χ i ^ Χ Χ 1 ^ 

- t r P Ω +ρ t r ( Χ ' Χ/Τ) _ 1 ( Χ ' ΔΧ/Τ) = ( t r A B - n a ) / ρ + 0 ( τ 2 ) . (Γ . 145 ) 

(ν) (e) Γ t a i = p έ χ ο υ μ ε 

Ρ Ω =Ρ ( Ω - ρ Δ ) = Ρ Ω - ρ Ρ Δ. (Γ. 146) 
X f > Χ 1 ^ χ ι ^ χ 

Εργαζόμενοt όπως στο (ν) (b) βρίσκουμε 

trP
x
Q -trP Ω

±
-ρ tr (Χ'Χ/Τ)

 _1
 (Χ'ΔΧ/Τ) = (trAB-na)/ρ+0 (τ

2
) . (Γ.147) 

(vi) (a) Tta i=l έχουμε 

Ρ Ω Ω
_1
=Ρ — ί I-R) = -(Ρ -Ρ R) . (Γ.148) 

χ ι χ ρ ρ χ χ 

Συνεπώς, 

trP ΩΩ
_ 1
=^Γ-(Ρ -Ρ R) 1 = ( 1/ρ) [*trP -trX (Χ'Χ) ~*Χ'R"] = 

X i L p X X - J ^ L χ J 

= (1/ρ) [trP
x
-tr(X'X/T)

_±
(X'RX/T)] = (n-trBD/p. (Γ. 149) 

(vi) (b) Tta i=2 έχουμε 

Ρ Ω Ω
_1
=Ρ (Ω +ρΑ)Ω

_±
=Ρ Ω Ω

_1
+ρΡ ΔΩ

-1
. (Γ. 150) 

Χ 2 Χ ± ^ X I ^ Χ 

Ε π ο μ έ ν ω ς , 
t r P Ω Ω _ 1 = ^ Γ Ρ Ω Ω_ 1+ρΡ Δ Ω _ ± 1 = ^ Ρ Ω Ω_ 1+ ( ρ / α ) t r X (Χ 'Χ) ~ΑΧ 'AR-

Χ 2 « - χ ι ^ χ J χ ι ^ 
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=t rP j £ ß i 2" 1 + ( ρ/α) t r ( Χ ' Χ/Τ) _ ± ( Χ ' ARX/T) = 

= ( n - t r B D / p + 0 ( x 2 ) . ( Γ . 1 5 1 ) 

( v i ) (e) Γ ι α i = p έ χ ο υ μ ε 

Ρ Ω Ω_ 4=Ρ ( Ω - ρ Δ ) Ω _ 1 = Ρ Ω Ω _ ± -ρΡ ΔΩ - 1 . (Γ. 152) 
Χ ρ Χ 1 Κ χ ι ^ χ 

Εργαζόμενοι όπως στο (vi) (b) βρίσκουμε 

ι.ΓΡ
χ
Ω Ω~

1
=ΐΓΡ

χ
Ω
ι
Ω"

1
- (ρ/α) tr (Χ 'Χ/Τ)

 _ 1
 ( Χ 'ARX/T) = 

= (n-trBD/p+0(x
2
) . (Γ.153) 

(vii) (a) Pua i=l έχουμε 

Ρ Ω Ρ Ω
_1
=Ρ -(Ω-αΙ)Ρ - R=(l/ap)(P ΩΡ R-aP Ri, (Γ.154) 

X I X
 χ

 Ρ χα ^ χ χ χ 

διότι η μήτρα Ρ είναι ταυτοδυναμη. Συνεπώς, 

trP Ω Ρ Ω
_1
=^Γ(1/αρ) (Ρ ΩΡ R-aP R)"! = 

X I X | _ ν / ι - / X X Χ J 

= (1/αρ) [ t r X C X ' X i ^ X ' ß X i X ' X J ^ X ' R - a t r X (Χ 'Χ) "4Χ 'R] = 

= (1/αρ) ^ Γ ( Χ ' Χ / Τ ) _ 1 ( Χ Ώ Χ / Τ ) ( Χ ' Χ / Τ ) - ± (Χ'RX/T) -

- a t r ( X ' X / T ) _ 1 ( X ' R X / T ) ] = 

= (1/αρ) ( t r B A B r - a t r B D = ( t r A B r B / a - t r B D / ρ . (Γ .155) 

( v i i ) (b) Γ ι α i=2 έ χ ο υ μ ε 

Ρ Ω Ρ Ω_ 1=Ρ (Ω +ρΔ)Ρ Ω_ 1=Ρ Ω Ρ Ω - 1 + ( ρ / α ) Ρ ΔΡ R. (Γ. 156) 
Χ 2 Χ Χ 1 ^ Χ X I X ^ X X 

Ε π ο μ έ ν ω ς , 
t r P Ω Ρ Ω _ 1 = ^ Γ Ρ Ω Ρ Ω _ ± + ( ρ / α ) Ρ ΔΡ Ri = 

Χ 2 Χ Ι - χ ι χ ^ X X - « 

= t r P Ω Ρ Ω""1* (ρ/α) t r X (Χ'Χ) _ ±Χ'ΔΧ (Χ'Χ) - ± Χ'R= 
Χ 1 Χ η ' 

» t r P ^ P ^ ' S (ρ/α) t r (Χ 'Χ/Τ) ~* ( Χ 'ΔΧ/Τ) (Χ 'Χ/Τ) _ 1 (Χ 'RX/T) = 

= ( t r A B r B / a - t r B D / ρ + 0 ( τ 2 ) . (Γ .157) 

( v i i ) (e) Γ ι α i = p έ χ ο υ μ ε 

Ρ Ω Ρ Ω _ 1=Ρ ( Ω - ο Δ ) Ρ Ω~*=Ρ Ω Ρ Ω - 1 - ( ρ / α ) Ρ ΔΡ R. (Γ . 158) 
Χ ρ > Χ Χ 1 Χ X I X X X 

Εργαζόμενοι όπως στο (vii) (b) βρίσκουμε 

t r P Ω Ρ Ω _ 1 = ^ Ρ Ω Ρ Ω - 1 - ( ρ / α ) t r (Χ'Χ/Τ) _ 1 (Χ'ΔΧ/Τ) (Χ'Χ/Τ) _ 1 (Χ'RX/T) = 
JÎ fr 2ί si JL ?C 
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= (trABrB/a-trBD/p+0(x
2
) . (Γ.159) 

QED 

ΛΗΜΜΑ Γ. 6: Έστω ρ ο OLS εκτιμητής του ρ. Ο ρ έχε υ το ακόΛ« 
L.S LS 

ανάπτυγμα: 

ρ =ρ+τ(ρ +τρ )+ω(τ*), (Γ.160) 

όπου 

ρ = -αυ'Ω u/2̂ fT 
"i 2 

και (Γ.161) 

ρ = -(au'Ρ Ω Ρ u/2-a2u'uu'ß u/2T). 
*2 Χ 2 Χ 2 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ: Tua τον OLS εκτιμητή του ρ γράφουμε 

PLS= ε \\.±/ Σ Î - Y ï V ^ / Ε ίϊ2=Ν/5>, · (Γ. 162) 
t = 2 t = 1 t = l t = 1 

όπου u eCvaL τ α OLS κατάΛοιπα της εΊίσωσης (3.1) . Υπενθυμίζουμε 

ό τ ι 

u ~ N ( 0 , l / a ) , α = 1 - ρ 2 , o 2=Var (u ) =1/α ( t - 1 Τ) (Γ.163) 
t u t 

και ό τ ι η μήτρα D ε ί ν α ι η μήτρα της οποίας το ( i , j ) - σ τ ο ί χ ε ίο ε ί ν α ι 

1 αν J i - j | = l και μηδέν οπουδήποτε αΛΛού. Τότε από την (Γ.162) 

έ π ε τ α ι ό τ ι 

Ν = \ u 'Du/To 2 o 2 

και (Γ.164) 

3) = u ' ü / T o 2 a 2 . 
U 

Έστω β ο 0LS ε κ τ ι μ η τ ή ς του β. Εφόσον 

y=Xß+au, (Γ.165) 

έχουμε 

ΰ=γ-Χβ=(συ+Χβ-ΧΒ)=σ[\ι-τ/Τ Χ ( ß - ß ) / σ ] =σ (u-τΧπι) , (Γ.166) 

Ò Π C \) 

m=JT( β-β) / σ = Τ Τ [ ( Χ 'Χ) "dX ' y ~ ß ] / W T [ ( X 'Χ) _ ± Χ ' (Xß+ou) - β ] / σ = 

=TT(X'X)
_1
X'u=(X'X/T)

_1
X *u/4T. (Γ.167) 

Χρησιμοποιώντας την (Γ.167) βρίσκουμε 

Χ'u/TT-(Χ'Χ/Τ)m. (Γ.168) 
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Από τ η ν ( Γ . 1 6 6 ) π α ί ρ ν ο υ μ ε 

u 'Du/o 2 =o 2 (u-T:Xm) 'D (u-xXrn)/σ 2= 

=u'Du-2m* (X 'DU/ΛΓΤ) +m* (X'DX/T)m. ( Γ . 1 6 9 ) 

Από τ ι ς (Γ. 1 6 4 ) , (Γ. 167) κ α ι (Γ. 169) π α ί ρ ν ο υ μ ε 

N=u Ό Π / 2 Τ σ 2 σ 2 = (u ' D u / o 2 ) /2Τσ 2 = 
U U 

= u . ' D u / 2 T o 2 - 2 r u ' X ( X ' X / T ) " 1 / ^ f ] (X'Du/fT) /2Τσ 2 + 

+ [ u ' X ( X ' X / T ) - 1 / - f ï ' ] (X 'DX/T) [ ( X ' X / T ) _ 1 X ' u / J T ] / 2 T o 2 = 

= u ' D u / 2 T o 2 + x 2 ( u ' P DP u / 2 o 2 - u ' P Du/σ 2 ) = 
u X X u X u 

= p - p + u ' D u / 2 T o 2 + T 2 ( u ' P DP u / 2 - u ' P D u ) / o 2 = 
^ K u X X X u. 

= p + T f i T ( u ' D u / 2 T o 2 - p ) ] + T 2 ( u ' P DP u / 2 - u ' P D u ) / σ 2 -
>- u J X X X u 

= ρ + τ Ν ι + τ 2 Ν 2 , (Γ .170) 

όπου 

Ν =ΛΤΤ(4- u ' D u / T o 2 - p ) = i T ( E u u / Τ σ 2 - ρ ) 
1 Z u t t.+l u 

t = 1 

Kau ( Γ . 1 7 1 ) 
Ν = ( u ' P DP u / 2 - u ' P D u ) / o 2 . 

2 X X X u 

Ό μ ο ι α , χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ώ ν τ α ς τ ι ς ( Γ . 1 6 6 ) , ( Γ . 1 6 7 ) κ α ι ( Γ . 1 6 8 ) 

β ρ ί σ κ ο υ μ ε 

u ' u / a 2 = o 2 ( u - T X m ) ' (u-τΧτα) / o 2 = u 'u-2m'X 'u/fT +m'(X'X/T)m= 

=u 'u-2m ' ( X 'X/T) m+m ' ( X *X/T) m=u 'u-m ' {X 'X/T) m= 

=u'u-(u'X/-TT) ( X ' X / T ) _ i ( X ' X / T ) ( X ' X / T ) _ 1 ( X ' u / / T ) = 

= u ' u - u ' P u . ( Γ . 1 7 2 ) 
χ 

Από τ ι ς ( Γ . 1 6 4 ) κ α ι (Γ .172) π α ί ρ ν ο υ μ ε 
5)=u ' ΰ 7 Τ σ 2 σ 2 = (u ' u / σ 2 ) / T o 2 = u ' U / T O 2 - T 2 U 'Ρ u / o 2 = 

u u u X u 

2 = 1 - I T Ü U / i ö — Τ u r U/σ = I T T I < ( Ì (U U/ iO — χ ; ι— υ u r ü./ Ο 
u X u *· u

 J
 X 

=1+TD -T
2
D , (Γ.173) 

1 2 

όπου 

D =4T(u'u/To
2
-l) , D =u'P u/o

2
. (Γ.174) 

1 u 2 X u 

Κάνοντας χρήση του Λήμματος Α.1 και της (Γ.173) βρίσκουμε 
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3>=1+T(D -TD ) ·* 
1 2 

+ D~ 1=[1+T(D - T D ) ] " " 1 = 1 - τ ( 0 -τΌ)+τ2{Ό - τ ϋ J 2 + τ ω ( τ 2 ) = 
~ χ 2 •• Ì - Ζ χ Ĵ 

= l-xD +x 2 (D 2 +D ) + ω ( τ 3 ) . (Γ .175) 
1 1 2 

Από τ ι ς ( Γ . 1 6 2 ) , (Γ .170) κ α ι ( Γ . 1 7 5 ) π α ί ρ ν ο υ μ ε 

ρ =ΝΛ>_1=(ρ+τΝ +τ 2 Ν ) Γΐ-x-D +x 2 (D 2 +D ) + ω ( τ 3 ) 1 = 
* L S ^ 1 2 L 1 1 2 J 

=p-xpD +x 2 p(D 2 +D )+τΝ - τ ^ D + τ 3 Ν (D2+D ) + τ 2 Ν - τ 3 Ν D + 
Μ ^ 1 κ 1 .2 1 1 1 1 1 2 2 2 1 

+τ*Ν (D2+D ) + ω ( τ 3 ) = 
2 1 2 

= ρ - τ ( ρ ϋ -Ν )+τ 2 ΓΝ -Ν D +p(D 2+D )"1+ω(τ 3 ) = 
l i ι - 2 1 ± 1 2 -« 

= ρ + τ ( ρ + τ ρ ) + ω ( τ 3 ) , (Γ. 176) 

όπου 

ρ = - ( p D -Ν ) 

" ΐ ^ 1 1 

και. (Γ. 177) 

ρ =Ν -Ν D +p(D 2+D ) . 
*2 2 1 1 Κ 1 2 

Γ ν ω ρ ί ζ ο υ μ ε ό τ ι Ω =â 9,/d ρ . Χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ώ ν τ α ς τ ο υ ς ο ρ ι σ μ ο ύ ς 

( 3 . 6 ) Kau ( Γ . 4 9 ) π α ί ρ ν ο υ μ ε 
Ω =Ω +2pA=2pI~D-2pÄ+2pÄ=2pI-D. (Γ .178) 

2 ρ 

Στην συνέχεια βα εκφράσουμε τις ποσότητες ρ και, ρ συναρτήσει, του 

Ω . Από τις (Γ.163), (Γ.171), (Γ.174), (Γ.177) και (Γ.178) 
2 

βρ ίσκουμε: 

(i) ρ = -(pD-N )= -rp^T(u'u/Ta2-l)-ÌT(u'Du/2To2-p)] = 
1 1 1 1 - u u J 

= -4l'(2pu,u-u'Du)/2To2= -u ' (2pI-D) u/2.fTo2= 
u u 

= -au'Ω u/2-fT. (Γ.179) 
2 

( i i ) ρ =N -Ν D +p(D 2+D )=N -Ν D +pD2+pD =N +pD +D (pD -N ) = 
^ 2 2 1 1 ^ 1 2 2 1 1 ^ 1 ^ 2 2 ^ 2 1 ^ 1 1 

=N +pD -D r-(pD -N )]=N +pD -D ρ . (Γ. 180) 
2 ^ 2 i l - K 1 l ' J 2 ^ 2 l ' i 

Από τ ι ς ( Γ . 1 7 1 ) , (Γ .174) κ α ι ( Γ . 1 7 8 ) π ρ ο κ ύ π τ ε ι ό τ ι 

2 o 2 ( N + p D ) - 2 o 2 ! * ( u ' P DF u / 2 - u ' P D u ) / o 2 + p u ' P u / o 2 ] = 
u 2 ^ 2 uL v χ χ ' χ ' u ^ X u - · 

= u ' P DP u - 2 u ' P Du+2pu 'P u= 
X X X ^ X 

= u ' ( I - P ) D ( I - P ) u - 2 u ' ( I - P ) D u + 2 p u ' ( I - P ) u = 
Λ Λ Λ Λ 
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=u'P DP u+u'Du-2u'P Du-2u'Du+2u'P Du+2pu 'u-2pu *P u-
X X X X ^ X 

=u'P DP u-2pu'P u+2pu'u-u'Du= 
X X ^ X 

=u'P (D-2pI)P u+u'(2pI-D)u= -u Τ Ω Ρ u+u Ώ u, 
Λ Λ Λ Ζ Λ Ζ 

διότι η μήτρα Ρ είναι ταυτοδϋναμη. And τις (Γ. 163) 

(Γ.179), (Γ.180) και (Γ.181) παίρνουμε 

2σ
2
ρ =2σ

2
Γ(Ν +pD )-Dpl = 

= - u ' P Ω Ρ u + υ ' Ω u + 2 o 2 4 T ( u ' u / T o 2 - l ) c c u Ώ u / 2 j T = 
Χ Ζ Ti Ζ u u 2 ^ 

= - u ' Ρ Ω Ρ u + u ' ß u + u ' u u ' S u / T o 2 - u Ώ u =» 
Χ 2 Χ 2 2 u 2 

=> ρ = - u ' P Ω Ρ υ / 2 σ 2 + υ ' υ υ ' Ω u / 2 T o 2 o 2 = 
2 Χ 2 Χ u 2 u u 

= -(au'Ρ Ω Ρ u/2-cc
2
u'uu'S2 u/2T) . 

Χ 2 Χ 2 

(Γ.181) 

(Γ.174), 

(Γ.182) 

QED 

ΑΠΟΑΕΙΞΗ ΤΗΣ ΠΡΟΤΑΣΗΣ 3.2: 

(a) Στην περίπτωση της αυτοσυσχέτισης πρώτου βαδμοϋ το διάνυσμα 

παραμέτρων γ είναι βαθμωτό μέγεβος και ισχύει η σχέση 

γ=ρ· (Γ.183) 

Χρησιμοποιώντας το Λήμμα Β.4, την (Γ.183) και το γεγονός ότι οι 

μήτρες Ω, Ω
-
 και Ω είναι συμμετρικές, βρίσκουμε τα ακό/\ου8α 

Ρ-

α π ο τ ε λ έ σ μ α τ α : 

( i ) A=ävecQ./d-$ '=dvecQ/dp=vec(dü/dp) =νβσΩ . 

Ε π ο μ έ ν ω ς , 

Α' (νβοΩ~1) = (νβοΩ ) ' (νβοΩ~4) = (νβσΩ') ' (νβοΩ - 1 ) = t r a Ω - 1 . 
Ο f> ο 

( Γ . 1 8 4 ) 

( Γ . 1 8 5 ) 

( i i ) Ό μ ο ι α α π ο δ ε ι κ ν ύ ε τ α ι ό τ ι 

(νβοΩ - 1 ) Μ = Τ Γ Ω Ω - 1 . 
Ρ 

( i i i ) Λ ' (Ω - 1 ® Ω - 1)>1=(νβοΩ ) ' ( Ω _ ± ® Ω - 1 ) (νβοΩ ) = 
Ρ ο 

= (νβσΩ') ' Γ(Ω_ 1) '<» Ω"1] (νβοΩ ) - t r ß Ω_±Ω Ω - 1 = ^ ( Ω Ω-1) 

( Γ . 1 8 6 ) 

( Γ . 1 8 7 ) 

Από τ ο Λήμμα Β . 4 , τ ο Λήμμα Γ . 3 κ α ι τ ι ς ( Γ . 1 8 5 ) , ( Γ . 1 8 6 ) κ α ι 

( Γ . 1 8 7 ) έ π ε τ α ι ό τ ι 

- i 
λ ' 

= 1 im 
τ ><χ> 

1_ 
2 

- \ trSZ Ω */Τ 

Ì- t r a Ω_1/Τ 4 t r ( ß Ω-1) 2/Τ 
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= 1 im 
τ >00 

= 

"2 0" 

0 α 

r 1 
2 

0 ( T _ 1 ) 

•Φ Λ = α , 

0 ( T 1 ) 

4 +0(T~4) 
( 1 - p ) J 

Λ = 0 , Λ = 2 . 
ο 

- 1 

= 

1/2 
η - 1 

1/cc 

(Γ.188) 

Το αποτέλεσμα (Γ. 188) ι σ χ ύ ε ι γ ι α οποιονδήποτε ασυμπτωτικα 

αποτελεσματικό εκτιμητή" του ρ. 

(b) Χρησιμοποιώντας το Λήμμα Γ.6 και τους ορισμούς του 

υ π ο δ ε ί γ μ α τ ο ς μας βρίσκουμε ό τ ι το δ ε ι γ μ α τ ο λ η π τ ι κ ό σφαΛμα του p t 

ε ί ν α ι 

ô^s=^T(pL s-p) - (PLS-P) / τ - [ρ+τ(ρ±+τρ2) +ω(τ3) - ρ ] / τ = 

L S 

=ρ ι +τρ 2 +ω(τ ) . 

Από το Λήμμα Ά.8, το Λήμμα Γ.5 καυ την (Γ.189) 

ακόλουθα αποτελέσματα: 

(Γ.189) 

παίρνουμε τα 

( i ) E ( u ' S u ) = t r 2 2 ß =2ρ/α. 

( i i ) E ( u ' u u ' Q u) = ( t rß _ 1 ) (trfl Ω - 1)+2 (Γ.ΓΩ_ 1Ω Ω-1) = 
2 2 2 

= ( l / a ) (trR) ( t r ß Ω-1) +2 (tr&_ 1& Ω-1) = 
2 2 

= (T/a) ( 2p/a) +2 [-2pT/a 2+0 ( 1 ) ] = 2pT/a 2 -4pT/a 2 +0 ( 1 ) = 

(Γ.190) 

= -2pT/a + 0 ( 1 ) . (Γ.191) 

( i i i ) E ( u ' P Ω Ρ u ) = t r P Ω Ρ Ω 1 = t r ( I - P )Ω ( Ι - Ρ )Ω ± 

Χ 2 Χ Χ 2 Χ Χ 2 Χ 

- t r ( Q Ω-1-Ω Ρ Ω_±-Ρ Ω Ω_1+Ρ Ω Ρ Ω-1) = 
2 2 Χ Χ 2 Χ 2 Χ 

- t r ß Ω _ 1 - 2 Γ . Γ Ρ Ω -ß^+trP Ω Ρ Ω_1= 
2 Χ 2 Χ 2 Χ 

= 2 ρ / α - 2 ( n - t r B D / ρ + ( t r A B r B / a - t r B D / ρ + 0 ( τ 2 ) = 

= 2 p / a - 2 n / p + 2 t r B r / p + t r A B r B / a p - t r B r / p + 0 ( τ 2 ) * 

= (1/ρα) (2p 2 -2na+a trBr+trABrB) +0(τ 2 ) = 

= (1/ρα) [2(p2-na)-i-a trBr-ftrA3rS]+0(T 2 ) , \1 . J . 
1 Ο η \ 

διότι, εφόσον ou μήτρες Ω~ , Ω Kau Ρ είναι συμμετρικές, έχουμε 
2 Λ 

trQ Ρ Ω 4
-1:ΓΩ *Ω Ρ -tr(ß *Ω Ρ ) '=trP Ω Ω-1 

2 Χ 2 Χ 2 Χ Χ 2 

(Γ.193) 
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Από το Λήμμα Γ. 6 και τις (Γ.190), (Γ.191) Kau (Γ.192) έπεται 

ότι 

Ε(ρ )=Ε[ρ+τ(ρ +τρ )+ω(τ
3
)]=ρ+τ[Ε(ρ )+τΕ(ρ )]+0(τ

3
) 

=ρ+τ -(2ρ/α) (α/24Τ)+τ|(α
2
/2Τ) (-2ρΤ/α

2
) - (α/2ρα) [2(ρ

2
-ηα) + 

+α trBr+trABrB] +0(τ )= 

= ρ - ( τ 2 / 2 ρ ) [2p 2 +2p 2 + 2 [ p 2 - n ( l - p 2 ) ] + a t r B r + trABrB 1+0 (τ 3 ) 

= ρ - ( τ 2 / 2 ρ ) (6p 2 -2n+2np 2 +a trBr+trABrB)+0 (τ 3 ) = 

= ρ - ( τ 2 / 2 ρ ) [2(η+3)ρ 2 -2η+α Λ ]+0(τ 3 ) , 

όπου 

c =α trBr+trABrB. 
ι 

(Γ.194) 

(Γ.195) 

Από τ ι ς (Γ.189) και (Γ.194) και τους ορισμούς του υποδείγματος μας 

βρίσκουμε ό τ ι 

μτ = lim E ( J T 5 t S ) = lim E[T(p t - ρ ) ] = lim [E (S ) - ρ ] / τ 2 = 
Τ »GO Τ >CO Τ »CO 

= lim | ρ ~ ( τ 2 / 2 ρ ) [2 (n+3) p 2 -2n+c J + 0 ( τ 3 ) - ρ | / τ 2 -
Τ •CO'- -» 

= lim Γ-(1/2ρ) [ 2 ( n + 3 ) p 2 - 2 n + c J + 0 ( T " 1 / z ) | = 

= - [ ( n + 3 ) p + ( c - 2 n ) / 2 p ] . (Γ.196) 

(e) 0 επαναληπτικός Prais-Winsten εκτιμητής του ρ είναι (βλ. Magee 

(1985) . σελ. 279-281) : 

ρ -ρ -τ α Tu'Ρ 2 Ρ ΣΩυ.+( 1/2) u ΏΣΡ Ω Ρ ΣΩιιΤ+ωίτ"), 
K
PV

 r
L S L Χ 2 X Χ 2 Χ -1 

όπου 

Σ=Ω
 1
-Χ(ΧΏΧ)~

1
Χ'=[Ι-Χ(ΧΏΧ)

 Α
Χ'ßJ2_±=M£2 

(Γ.197) 

(Γ.198) 

0 επαναληπτικός Prais-Winsten εκτιμητής του ρ ισούται με τον GLS 

εκτιμητή του ρ, δηλαδή ρ =ρ . Το δειγματοληπτικό σφάλμα των δυο 

αυτών εκτιμητών είναι 

δΓ=δΓ=4Τ(ρ
ρν
"Ρ) = 
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= (ρ - p ) - x 2 a [ u ' P Ω Ρ Σ Ω ι ι + ( 1 / 2 ) ι ι Ώ Σ Ρ Ω Ρ ΣΩιι]+ω(τ ) / τ = 

=5t S -"ccc[*u'P Ω Ρ ΣΩιι+(1/2)ιαΏΣΡ Ω Ρ ΣΩυ.1+ω(τ2) . ( Γ . 1 9 9 ) 
* 1· χ 2 χ Χ 2 Χ -* 

Από τ η ν (Γ .198) σ υ μ π ε ρ α ί ν ο υ μ ε ότι. 

ΣΩΣ=[Ω~ 1 -Χ(ΧΏΧ)~ : ί Χ']Ω[Ω _ 1 -Χ(ΧΏΧ)~ 1 Χ'] = 

=Ω - 1Ω2 _ 1-Χ ( Χ ' ΩΧ) _1ΩΩ_1-Ω~ΏΧ ( Χ ΏΧ) ~*Χ ' +Χ ( Χ ΏΧ) _±Χ ΏΧ ( Χ ΏΧ) _±Χ ' = 

=Ω~ 1 -2Χ(ΧΏΧ)~ 1 Χ'+Χ(ΧΏΧ)~ 1 Χ'=Ω~ : 1 -Χ(ΧΏΧ)~ ± Χ'=Σ. (Γ. 200) 

κ α ι 

Σ Ρ ^ ^ - Χ ί Χ Ώ Χ Γ ^ ^ Ρ ^ Ω ^ Ρ ^ - Χ ί Χ Ώ Χ ) " ^ ' [ ΐ -Χ (Χ 'Χ) ~*Χ ' ] = 

= Ω _ 1 Ρ χ - Χ ( Χ ΏΧ) _ 1Χ ' +Χ ( Χ ΏΧ) _ 1Χ ' Χ ( Χ ' Χ) _±Χ ' = 

=Ω _ 1 Ρ - Χ ( Χ Ώ Χ ) _ 1 Χ ' + Χ ( Χ Ώ Χ ) _ ± Χ ' = Ω " 1 Ρ . ( Γ . 2 0 1 ) 

χ χ 

Χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ώ ν τ α ς τ ο Λήμμα Α . 8 , τ ο Λήμμα Γ . 5 κ α ι τ υ ς ( Γ . 1 9 3 ) , 

( Γ . 2 0 0 ) κ α ι (Γ .201) β ρ ί σ κ ο υ μ ε τ α α κ ό λ ο υ θ α οττοτεΛέσματα: 
( i ) E ( u ' P Ω Ρ ΣΩυ.)=ΐ.ΓΡ Ω Ρ Σ Ω Ω - 1 = ^ Ω Ρ ΣΡ - t r ß Ρ Ω _ 1 Ρ = 

Χ 2 Χ Χ 2 Χ 2 Χ Χ 2 Χ Χ 

- t r P Ω Ρ 2 - 1 = t r ( I - P ) Ω Ρ Ω - 1 = Ϊ . Γ Ω Ρ Q ~ 4 - t r P Ω Ρ Ω _ 1= 
Χ 2 Χ Χ 2 Χ 2 Χ Χ 2 Χ 

= t r P Ω Ω-±-τ.ΓΡ Ω Ρ Ω_ 1= ( n - t r B D / ρ - ( t r A B r B / a - t r B D / ρ + 0 ( τ 2 ) = 
Λ. tu Λ. £ Λ. 

- ( n - t r B r - t r A B r B / a + t r B D / p + 0 ( T 2 ) = ( n - t r A B r B / a ) / p + 0 ( T 2 ) . (Γ. 202) 

( i i ) E(u'ŒZP Ω Ρ ΣΩυ.)=Γ.ΓΩΣΡ Ω Ρ Z ß S _ 1 - t r P Ω Ρ ΣΩΣ=trP Ω Ρ Σ= 
Χ 2 Χ Χ 2 Χ Χ 2 Χ Χ 2 Χ 

= t r P Ω Ρ Γ β ^ Χ ί Χ Ώ Χ ) " ^ ' ! · 
Χ 2 χ L J Χ 2 Χ 

= t r P Ω Ρ Ω ~ 1 - 1 Γ Χ ( Χ ' Χ ) " 1 Χ Ώ Χ(Χ 'Χ) _1Χ 'Χ (Χ ΏΧ) ~*Χ · -
Χ 2 Χ 2 

- t r P Ω Ρ ß "* - t rX 'Q Χ (Χ ΏΧ) ~4Χ 'Χ (Χ 'Χ) - 1 = 
Χ 2 Χ 2 

= t r P Ω Ρ Ω _ 1 - ^ Χ ' ( Ω +ρΔ) Χ (Χ ΏΧ) _ 1 = 
Χ 2 Χ 1 Κ 

- t r P Ω Ρ O ^ - t r X ' ß Χ (Χ Ώ Χ ) - 1 - p t r X ΆΧ(Χ ΏΧ) _ 1 = 
Χ 2 Χ 1 Κ 

=τ.ΓΡ χ Ω^Ρ ν Ω - 1 - ( 1/ρ) t r X ' (Ω-αΙ ) Χ (Χ ΏΧ) _ 1 + 0 ( 1 ) = 

= t r P Ω Ρ Ω - 1 - ( 1 / ρ ) ^ Γ Χ Ώ Χ ( Χ Ώ Χ ) _ ± - α t r X 'Χ (Χ ΏΧ) _ 1 " | + 0 (1) = 
Χ 2 Χ • ' U J 

- t r P Ω Ρ Ω - 1 - ( 1 / ρ ) [ t r i - a t r ( X ' X / T ) (Χ ΏΧ/Τ) _ i l + 0 ( 1) = 
Χ 2 Χ «- n J 

= ( t r A B r B / a - t r B D / ρ - ( n - a t r F G ) / ρ + 0 ( τ 2 ) = 

= - ( n - t r A B r B / a ) / p + ( a t r F G - t r B D / ρ + 0 ( τ 2 ) , ( Γ . 2 0 3 ) 
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5tÓTU από την απόδειξη του Λήμματος Γ.4 γνωρίζουμε ότι. Χ'ΔΧ=0(1). 

Από τ ι ς (Γ .197) , (Γ.202) και (Γ.203) ε*πεται. ότυ 

Ε(ρ ) = Ε | ρ - τ 2 α [ υ . ' Ρ Ω Ρ ΣΩιι+ ( 1/2) u ΏΣΡ Ω Ρ ΣΩυ1+ω(τ 3)] = 
V | P v ' j K L S <- χ 2 Χ Χ 2 Χ J 

-Ε (ρ ) - τ 2 α Γ Ε ( α ' Ρ 2 Ρ ΣΩιι) + ( 1/2) E (u ΏΣΡ 2 Ρ ΣΩιι)]+0(τ 3) = 
r L S L Χ 2 Χ Χ 2 Χ -» 

=>Ε ( p L s ) - τ 2 α Γ( η-τ,ΓΑΒΓΒ/α) /ρ+ (1/2) [- ( n-trABrB/a) /ρ+ 

+ (α t r F G - t r B D / p ] 1+0(τ 3 ) = 

-Ε(ρ ) - ( τ 2 α / 2 ρ ) (n-trABrB/a+a t r F G - t r B D + 0 ( τ 3 ) = 

= Ε ( ρ ΐ 3 ) - ( τ 2 / 2 ρ ) [na-(trABFB+a t r B D + a 2 t r F G ] +0(τ 3 ) = 

=Ε(ρ ) - ( τ 2 / 2 ρ ) (an-c +ac ) + 0 ( τ 3 ) , (Γ.204) 
L S 1 2 

όπου 

c =trABrB+a t r B r 

και (Γ.205) 

c =α t r F G . 
2 

Από τις (Γ.196), (Γ.199) και. (Γ.204) Kau τους ορισμούς του 

υποδε ίγματος μας βρίσκουμε ό τ ι 

μ α ι Γ μ

Ρ ν = lim Ε ( 4 Τ δ ί ν ) - 1 im Ε [ Τ ( Ρ ρ ν - ρ ) ] = lim [Ε ( ρ ρ ν ) - ρ ] / τ 2 = 
Τ *00 Τ >00 Τ >00 

= lim [Ε(ρ ) - ρ - ( τ /2ρ) (an-c +ac 2 ) +0(τ ) ] / τ = 
τ •<» 

= lim Γ [ Ε ( ρ ^ ) - ρ ] / τ 2 - ( 1 / 2 ρ ) ( a n - c i + a c 2 ) + 0 ( T _ 1 / 2 ) l = 
•οο' 

-μ -ac /2p+(c - α η ) / 2 ρ . (Γ.206) 
r L S 2 ^ 1 ^ 

(d) 0 ε κ τ ι μ η τ ή ς μεγ ίστης π ι θ α ν ο φ α ν ε ι α ς του ρ ε ίναι . (βΛ Beach και. 

MacKinnon (1978), σεΛ. 52-54 και Magee (1985), σελ. 281-284): 

P M L = P p v + x 2 [ p o c ( u 2 + u 2 ) - p ] + u ) ( 0 . (Γ. 207) 

Το δ ε ι γ μ α τ ο λ η π τ ι κ ό σφάΛμα του ρ ε ί ν α ι 
ML 

ö^L=ff(pML-p) = J(ppv-p)+T
2[pa(u2+u2)-p]+u^3)JA = 

= δ * ν + τ [ ρ α ( α 2 + ι ι 2 ) - ρ ] + ω ( τ 2 ) . (Γ. 208) 
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Από τους ορισμούς του υποδείγματος μας έπεται, ότι E(u
t
)=l/a. 

Συνεπώς, 

E ( u 2 + u 2 ) = E ( u 2 ) + E ( u 2 ) = l / a + l / a = 2 / a . (Γ. 209) 
1 Τ 1 Τ 

OL (Γ.207) Kau (Γ.209) συνεπάγονται ό τ ι 

Ε ( Ρ Μ ! . ) = Ε [ Ρ Ρ ν + τ 2 ΐ ρ α ( α ! + ι 1 τ ) _ ρ 3 + ω ( τ 3 ) ] = 

=Ε(ρ ) + τ 2 Γ ρ α Ε ( ι ι 2 + ι ι 2 ) - ρ 1 + 0 ( τ 3 ) = Ε ( ρ ) + τ 2 (ρα2/α-ρ)+0(τ 3 ) = 
P W >- 1 Τ J P V 

=Ε(ρ
ρν
)+τ

2
ρ+0(τ

3
) . (Γ.210) 

Από τις (Γ.206), (Γ.208) Kau (Γ.210) βρίσκουμε 

M M L
= lim E(4Tö*L)= lim E[T(pML-p)]= lim [Ε (p^) -ρ]/τ

2
= 

Τ »00 Τ *<X> Τ >00 

= l i m ΓΕ(ρ ) - ρ + τ 2 ρ + 0 ( τ 3 ) 1 / τ 2 = 
Τ »ΟΟ 

= lim Γ[Ε( Ρ ρ ν )-ρ]/τ 2 +ρ+0(Τ~ 1 / 2 ) ] = 

-μ +ρ=μ +ρ. (Γ.211) 

(e) 0 Durbin-Watson ε κ τ ι μ η τ ή ς του ρ ε ί ν α ι 

ρ = l - d / 2 , (Γ.212) 
DW 

όπου d ε ί ν α ι το σ τ α τ ι σ τ ι κ ό Durbin-Watson. Γνωρίζουμε ό τ ι 
τ 

ι 
d= 

E ( a t - V i ) 2 

t = 2 

Τ 
_, ~ 2 Σ α ι 

t = 1 

Τ 

Σ (u t +u -2u t u ) 
t = 2 

Τ 

t =1 

T T T 

£ u , - u + Σ u.-u -2 Σ " t i *-* t τ *-* 
t = l t = l t = 2 

T 

E u t 
t = l 

T 

t = 2 

~ 2 ~ 2 
U u 

t t - l 

+ 
T 

Σ ΰ 2 

*- t - l 
t = 2 

T 

E u t 

t = 1 

T 

-2 Γ u u 
^ t t - i 

t = 2 

(Γ.213) 

δ ι ό τ ι 
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> J Z I-VJZ < - * J 2 
τ - 1 τ 

2 „ ~ 2 , ~ 2 __ ~ 2 u = (u +u +. . .+u ) +u = E u +u = E u . + u 

t i 2 T - i Τ *-" t Τ *"* t - 1 t = t t = 1 t =2 
(Γ.214) 

Από τ ι ς (Γ.212) και (Γ.213) έ π ε τ α ι ό τ ι 
τ 

2EGt-(2^uu t_X^) 
t = l t = 2 

2
r-w r-s, f - ^ 2 <"w2 

Γ u u +u +u 
" t t - ± 1 T 

L = 2 d- = 2-

E u t 
t = i 

ρ = l - d / 2 = l -

t = 2 

T 

^ U t 
t = 1 

•M « " ^ 2 

t = l 

1 -

T 

u t u t _ i + ( u i + u T ) / 2 
t = 2 

T 

E a; 
t = l 

u + u J /2 
1 T 

T 

r a t 
t= ι 

=p + 

(u +u ) /2Τσ σ 
I T u 

E u2/ Τ σ 2 σ 2 

t u 
t = 1 

=P 
Ls 2 T 

( u + u ) ( 1 / σ σ ) 
I T U 

( E u f / T ) ( 1 / σ 2 a 2 ) 
t u 

t = 1 

=p + 
LS 2 T 

(u +u )/a 
+ω(τ ) 

=p' +τ a ( u 2 + u 2 ) / 2 + ω ( τ ) 
JL>£> χ T 

(Γ.215) 

δ ι ό τ ι το u ε ί ν α ι ένας συνεπής ε κ τ ι μ η τ ή ς του ou και το E U t /T 
2 2 

ε ί ν α ι ένας συνεπής ε κ τ ι μ η τ ή ς του σ σ με ένα σφάλμα 
τάξης ω(τ ) . Το δ ε ι γ μ α τ ο λ η π τ ι κ ό σφάλμα του ρ ε ί ν α ι 

δ* - Î T ( p D v - p ) - [ ( p L g -p ) +τ a ( u ; + u t ) /2+u ( ι ) ]/u = 

=6^ s +Ta(u 2 +u 2 ) /2+ω(τ 2 ) 
* I T 

(Γ.216) 

Από τις (Γ.209) και (Γ.215) παίρνουμε 

Ε(ρ )=Ε|"ρ +T
2
a(u

2
+u

2
)/2+to(T

3
)]=E(p )+τ

2
αΕ (u

2
+u

2
)/2+0 (τ

3
) = 

DW ϊ» L S i Τ -* L S i Τ 

=E(p ) + (τ 2 α/2) (2/a) +0(τΒ) =E(p r ) + τ 2 + 0 ( τ 3 ) . (Γ. 217) 

Χρησιμοποιώντας τ ι ς (Γ.216) και(Γ .217) βρίσκουμε 

μ β ν = lim E(4Tö^V)= lim E [T(p D v -p ) ]= lim [E ( p ß W ) - ρ ] / τ 2 

Τ • <» Τ »00 Τ ><Χ) 
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[Ε (ρ )-ρ+τ +0(τ )]/τ = lim [Ε(ρ ) -ρ]/τ +1+0 (Τ ) 
L S -" « - L S 

-+00 Τ »-00 «-

=μ +1. (Γ.218) 

(f) Από το Λήμμα Γ.6 και τις σχέσεις (Γ. 197), (Γ.207) και (Γ.215) 

έπεται ότι για όλους τους εκτιμητές του ρ που μελετήσαμε ισχύει η 

σχέση 

ρ=ρ+τρ
ι
+ω(τ

2
) , (Γ. 219) 

όπου το ρ συμβολίζει τον εκτιμητή του ρ και 

ρ = -ocu'S2u/2<TT. (Γ.220) 

Οι (Γ.219) και (Γ.220) συνεπάγονται ότι 

ρ-ρ=τρ +ω(τ ) =*• 
± 

=*· ϋ ' ( ρ - ρ ) = ( ρ - ρ ) / τ = ρ ι + ω ( τ ) = - ο υ Ώ 2ΐα/24Τ+ω (τ) . (Γ. 221) 

Έ σ τ ω Ω = Ρ ' Ρ . Η ε"ξ ίσωση ( 3 . 1 ) μπορεί ! ν α μ ε τ α σ χ η μ α τ ι σ τ ε ί ως 

ε Ί ή ς : 

Py=PXß+Pou. (Γ.222) 

Εφόσον η μήτρα Ω είναι άγνωστη, πρέπει να χρησιμοποιήσουμε την Ω 

αντί της Ω και Θέτοντας Ω=Ρ'Ρ γράφουμε την μετασχηματισμένη 

εξίσωση ως ε~ξής: 

Py=PXß+Pou. (Γ.223) 

Έστω β ο εφικτός (feasible) GLS εκτιμητής του β και u τα 

κατάλοιπα από την μετασχηματισμένη εξίσωση (Γ.223). Από το 

Λήμμα Β.1 έχουμε ότι 

β=β+(ΧΏΧ)
-1
ΧΏσιι 

και (Γ.224) 
2> 2 

ß-ß=^ob+^obA. =τσί3+ω (τ ) , 

όπου τα b και b^ έχουν οριστεί στο Λήμμα Β.1. Ορίζουμε το nxl 

Ö ιάνυσμα 

k=iT(ß-ß)/o=(ß-ß)/TO=b+u(T). (Γ.225) 

Επιπλέον, συνδυάζοντας τις (Γ.224) και(Γ.225) βρίσκουμε ότι 

]ί=ΤΓ(β-β)/σ=ΤΤ(ΧΏΧ)~
1
Χ'Ωα=(ΧΏΧ/Τ)~

1
Χ'Ωα/ΤΓ =» (Γ. 226) 
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•Φ (X'ßX/T)k-(X'S2X/T) (ΧΏΧ/Τ) _ 1 Χ 2 u / | T = X ' ß u / | T . ( Γ . 2 2 7 ) 

Από TTLÇ ( 3 . 1 ) , ( Γ . 2 2 3 ) κ α ι ( Γ . 2 2 5 ) έπεται ό τ ο 

u=Py-PXß=P(y-Xß)-P(ou+Xß-Xß) =Ρσ. [u-xX( β-β) / τ σ ] = Ρ σ (u-xXk) . ( Γ . 228) 

Σ υ ν ε π ώ ς , χρησι,μοπο υώντας τ υ ς (Γ . 227) και, (Γ. 228) β ρ ί σ κ ο υ μ ε 

u ' u = o 2 (u-xXk) 'Ρ 'Ρ(u-xXk) =σ 2 (u ' - k 'Χ ' AfT) Ω (u-Xk/fT) = 

=σ 2 [u ' 2 u - 2 k ' Χ ' S2u/fT+k ' ( Χ ΏΧ/Τ) k ] = 

= o 2 [ u ' ß u - 2 k ' (X*ßX/T)k+k ' ( Χ Ώ Χ / Τ ) ] = 

=o2[u'ßu-k'(X'2X/T)k]=o2(u'S2u-k'Ak). (Γ.229) 

Εφόσον dQ./dp=Q. καυ dü/dp =Ω , αναπτύσσοντας κατά Taylor την 
Ρ Ρί> 

π ο σ ό τ η τ α u ' 2 u / T π ε ρ ί τ ο u 'Qu/T και. χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ώ ν τ α ς την (Γ. 221) 

π α ί ρ ν ο υ μ ε 
u ' ß u / T = u ' ß u / T + ( u ' S 2 u /T) (ρ-ρ) + ( 1 / 2 ) (u Ώ u/T) ( ρ - ρ ) 2 +ω (τ 3 ) = 

ΙΟ ί>Ρ 

= υ ' Ω υ / Τ + τ ( υ ' Ω u/T) Ρ Ρ + ~5-(u'S2 u/T) i p p J - +ω(τ 3 ) = 
Ρ- τ ζ ρρ ζ τ 

= u ' ß u / T + T ( u ' S u /T) ρ + ( τ 2 / 2 ) ( u ' ß u /T) ρ ? '+ω(τ 3 ) = 
ί> ι ρρ 1 

= 1 - τ 4 Τ + τ 4 Τ ( υ ' Ω υ / Τ ) + τ 2 | Τ ( υ ' Ω u/T) ρ + ( τ 2 / 2 ) (u Ώ u/T) ρ2+ω ( τ 3 ) = 
ρ 1 ρ ρ i 

= 1 + τ 4 Τ ? ( υ , Ω υ / Τ - 1 ) + τ 2 Γ ( υ ' Ω u/TT) Ρ + ^ - ( u ' ß u /T) ρ21+ω ( τ 3 ) . (Γ .230) 

Από τ ο Λήμμα Β.2 κ α ι τ η ν (Γ .225) π α ί ρ ν ο υ μ ε 

k 'Ak=(b+uj(T) ) ' (Α+ω(τ) ) (b+ωίτ) ) =b 'Ab+co^) + 

•Φ k ' A k / T = b ' A b / T + u j U 3 ) . (Γ. 231) 

Χ ο η σ ι μ ο π ο ι ώ ν τ α ς ϋ ΐ ς ( Γ . 2 2 9 ) , ( Γ . 2 3 0 ) κ α ι ( Γ . 2 3 1 ) β ρ ί σ κ ο υ μ ε 

u ' u / Τ - σ 2 (u ' 2 u / T - k 'Ak/T) = 

= σ 2 l + T T T ( u ' ß u / T - l ) + T : 2 r ( u ' Q u / J T ) ρ + l - ( u ' ß u /T) ρ 2 ] - b * Ab/T + 

+ ω ( τ 3 ) . (Γ . 232) 

Ορί 'ζουμε τ ι ς π ο σ ό τ η τ ε ς 

σ = 4 T ( u ' 2 u / T - l ) ο 

κ α ι (Γ.233) 

σ = ( u ' 2 u / f T ) p -i- i ( u ' ß u /T) p 2 -b 'Ab+n . 
i Ρ 1 2 ρ ρ 4 
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Επιπλέον, από την (Γ. 228) , τους ορισμοϋς του υποδείγματος μας και 

εφόσον Ω=Ρ'Ρ, ίσχυει ότι 

o
2
=u'u/(T-n) -»• (T-n)o

2
=u'u * 

-* υ'υ/Τ=(Τ-η)σ
2
/Τ=σ

2
-σ

2
η/Τ=σ

2
-σ

2
ητ

2
. (Γ. 234) 

"2 2 

θέτοντας σ =σ +ω(τ) βρίσκουμε ότι 
~ 2 2 2 2 2 2 3 

σ πτ =(σ +ω(τ) ) πτ =σ ητ +ω(τ ) . (Γ. 235) 

Από τις (Γ.232), (Γ.233), (Γ.234) και (Γ.235) προκύπτει ότι. 

"•λ 2 2 

σ —σ ητ = 

= σ 2 + σ 2 | τ Λ | Γ α ι ' Ω υ . / Τ - 1 ) + τ 2 Γ ( ι ι Ώ u / J T ) Ρ + i-(u*Q u/T) p 2 - b 'Abi 1 + ω ( τ 3 ) =*• 
L *- f> ± Δ PO i J j 

2 Γ τ , Γ Τ ( υ ' Ω υ / Τ - 1 ) + τ 2 Γ ( υ ' Ω u / J T ) ρ + J ( u * Q u/T) p 2 -
J_ L Ρ 1 «S Pio 1 

n]] 

2 2 2 

=» σ =σ +σ 

- b ' A b + n ] | + ω ( τ 3 ) 

2 2 2 3 
=σ +σ (τσ +τ σ )+ω(τ ) »* ο ι 

" 2 2 2 2 

=» δ = (σ -σ ) /τσ =σ +τσ +ω(τ ) . (Γ. 236) 

ο ο ι 

Από τ ο υ ς ο ρ ι σ μ ο ύ ς τ ο υ υ π ο δ ε ί γ μ α τ ο ς μας κ α ι τ η ν ( Γ . 2 3 6 ) έ π ε τ α ι 

ό τ ι 
μ = l i m Ε ( f f δ ) = 1 im ΕΠΓΠσ +τσ + ω ( τ 2 ) ) 1 = l i m ER-fTo + σ ) + ω ( τ ) ] = 

ο ο ι-' ο ι J « - ' ο ι J 
Τ >00 Τ KO Τ KO 

= lim [Ε(4Τσ
ο
+σ

ι
)+0(Τ~

1/2
)]= lim [ΤΤΕ (OQ) +E (σ) ] . (Γ. 237) 

Τ KO Τ KO 

Στην συνέχεια θα υπολογίσουμε τις Ε(σ ) και Ε(σ ) . 

(i) Από το Λήμμα Α.8 παίρνουμε 

Ε (
%

) = Ε
[ ^

( α
'

Ω υ / Τ _ 1
Π

=
^ [

Ε ( ι : ι
'

Ω α ) / Τ
~

1
]

= ( 1 : Γ Ώ Ω _ 1 / Τ
~

1 ) / τ = 

-(tri /Τ-1)/τ=(Τ/Τ-1)/τ =0. (Γ.238) 

τ 

(ii) Χρησιμοποιώντας τα Λήμματα Α.8, Γ.1, Γ.2, Γ.3 και Γ.5, τους 

ορισμούς (3.6) και (Γ.49) και τις σχέσεις (Γ.220) και (Γ.233) 

βρίσκουμε τα ακόλουθα αποτελέσματα: 
(α) Εφόσον trß Ω-1

/Τ=0 (Τ
-1
) , έπεται ότι 

ο 

trß Ω_1
=0(1) . (Γ. 239) 

Ρ 

307 



Επίσης, 

Ω Ω"1-(2 +2ρΔ)Ω-1=Ω Ω-1+2ρΔΩ_1=Ω Ω_ 1+(2ρ/α) AR -• 
Ζ » Ο ί> 

Φ t-ΓΩ Ω- 1=1:ΓΩ Ω-1 + (2ρ/α) trAR=tr£ Ω_1+( 2ρ/α) trE= 
2 f> Ο 

- t r 2 Ω_1+4ρ/α=0(1) . (Γ.240) 
Ρ· 

Επιπλέον, 

Ω Ω_1Ω Ω-1=(Ω -ρΔ)Ω-1(Ω +ρΔ) Ω_1= (Ω Ω^-ρΔΩ-1) (Ω Ω_1+ρΔΩ-1)-

[Ω Ω -(ρ/α) AR] [Ω Ω + (ρ/α) AR] = 

= (Ω Ω 1) 2-(ρ/α)ΔΗΩ Ω 1+(ρ/α)Ω Ω dAR-(ρ/α) 2(AR) 2 -> 
1 dl 1 

-»· 1:ΓΩ Ω_±Ω Ω-1« τπ[Ω Ω _ ± ) 2 -(ρ/α) trARΩ Ω~4+(ρ/α) trΩ Ω~4ΔΚ-
ί> 2 1 i l 

- ( p / a ) 2 t r ( A R ) 2 = 

=Γ.Γ(Ω Ω _ 1 ) 2 -(ρ/α) τ,ΓΔΗΩΩ~4+(ρ/α) Ϊ.ΓΔΗΩ Ω - 4 -(ρ/α) 2trSe= 
1 .* 1 

=^Γ(Ω
ι
Ω"

1
)

2
+0(1) . (Γ. 241) 

Συνεπώς, οι (Γ.239), (Γ.240) και (Γ.241) συνεπάγονται, ότι, 

Ε(ιι'Ω uu'Q ΙΙ) = (Ϊ:ΓΩ Ω
-4
") (t-ΓΩ Ω""

1
)+2 (t-ΓΩ Ω~

4
Ω Ω~

4
) = 

f> 2 f> 2 ρ 2 

= 2ΐ.Γ(Ω Ω - ±)2+0(1)=2(2Τ/α)+0(1)=4Τ/α+0(1) . (Γ.242) 

(β) Κάτω από τ ι ς υποΰέσεις του υποδείγματος μας ισχύει ότ ι η 

ποσότητα 

T T Τ 

ιι R ι_ . _ _ . _ . . _ _ . _ . 
t j i l i l l j TT vT Tj 

u'Au= Τ. Γ u. 5 u .= V u. 5 u =5 u. u .+5 u. u = 
* • ' * • ' u ta s j *-· u u t - - — - -

t = l s = i t = ι 

=u. u +u. u =0(1) , (Γ.243) 
Li :lj 1.T Tj 

δηλαδή ε ί ν α ι φραγμένη ποσότητα. Άρα, 

Ω =2(Ι-Δ) -> 
PO 

=Φ ια'Ω u=2u' (I-A)u=2u'u-2u'Au=2u'u+0(l) . (Γ.244) 

Επομένως, 

Ε [ ( ι ι Ώ u) (η'9. u) 2/2"ϊ-Ε i~2u 'u (u Ώ u ) 2 / 2 + 0 ( l ) l = 

-Ef tu 'u) (α'Ω u) (ιι'Ω u ) l + 0 ( l ) = 
·- 2 2 J 

= (τ.ΓΩ_1) (trSi Ω-1) (trΩ Ω-1) +2 (Χ.ΓΩ~4) ( t r 2 Ω_±Ω Ω-1) + 
2 2 2 2 

+2(trΩ Ω"1) (Γ.ΓΩ~4Ω Ω - 4)+2 (t-ΓΩ Ω-1) (τΓΩ""4Ω Ω-1) + 
2 2 2 2 
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+8 (trS2 *Ω 2 - ±Ω2Ω * ) + 0 ( i ) = 

= ( t r a _ 1 ) ["(trß Q - ± ) 2 + 2 t r ( 2 S T 4 ) 2 l + 4 ( t r ß Ω- ±) (τ.ΓΩ_±Ω Ω-1) + 
L 2 2 J 2 2 

+ 8 t r 2 - 1 ( 2 Ω _ 1 ) 2 + 0 ( 1 ) = 
2 

= (Τ/α) [ ( 2 ρ / α ) 2 + 2 ( 2 Τ / α + 0 ( 1 ) ) ] + 4 ( 2 ρ / α ) (-2ρΤ/α 2 +0 (1) ) + 

+8 [2 ( 2 ρ 2 - 1 ) Τ / α 3 + 0 ( 1 ) ] +0 ( 1 ) = 

= (Τ/α) ( 4 ρ 2 / α 2 + 4 Τ / α ) - 1 6 ρ 2 Τ / α 3 + 3 2 ρ 2 Τ / α 3 - 1 6 Τ / α 3 + 0 (Τ) = 

= 4 Τ 2 / α 2 + 0 ( Τ ) , (Γ . 245) 

ÖLOTL t r 2 _ 1 = ( l / a ) t r R = T / a . 

(γ) E ( b ' A b ) = t r A G = t r I - η . ( Γ . 2 4 6 ) 
η 

Από τ ι ς ( Γ . 2 2 0 ) , ( Γ . 2 3 3 ) , ( Γ . 2 4 2 ) , (Γ .245) κ α ι ( Γ . 2 4 6 ) π α ί ρ ν ο υ μ ε 

σ - ( ι ι ' Ω U/-JT) (-ecu'Ω u / 2 j T ) + ( u Ώ u/T) (-αια'Ω u/2-ΓΠ 2 / 2 -
1 ρ 2 ρ ρ 2 

- b ' A b + n -
= ( - a / 2 T ) ( u ' 2 u u ' 2 u) + ( a 2 / 4 T 2 ) Γ(ια'Ω u) (u Ώ u) 2 / 2 ] - b 'Ab+n * 

ρ 2 >- p p 2 -" 

•* Ε ( σ ) = ( - a / 2 T ) E ( u ' 2 uu Ώ u) + ( α 2 / 4 Τ 2 ) E f (u Ώ u) (u Ώ u) 2 / 2 " | -
1 p 2 1 - p p 2 - J 

- E ( b ' A b ) + n = 

==(-α/2Τ) ( 4 Τ / α + 0 ( 1 ) ) + ( α 2 / 4 Τ 2 ) ( 4 Τ 2 / α 2 + 0 (Τ) ) - n + n = 

- - 2 + 0 ( Τ " 1 ) + 1 + 0 ( Τ - 1 ) = - 1 + 0 (Τ _ 1 ) . ( Γ . 2 4 7 ) 

Α ν τ ι κ α θ ι σ τ ώ ν τ α ς στην (Γ. 237) από τις (Γ . 238) κ α ι (Γ . 247) 

β ρ ί σ κ ο υ μ ε 

μ - l i m ΓΤΤΕ(σ ) + Ε ( σ )"}= l im Γ-1+0(Τ~ 4 )] = - 1 . ( Γ . 2 4 8 ) 
τ >οο τ ><χ> 

QED 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Δ 

ΑΠΟΔΕΙΞΕΙΣ ΤΟΥ ΚΕ1ΑΛΑΙΟΥ 4 

Πριν προχωρήσουμε στις αποδείξεις των προτάσεων του 

Κεφαλαίου 4 σημειώνουμε ότι, τα χ', ζ'είναι, OL γραμμές των μητρών 

Χ, Ζ, αντίστοιχα, και. συνεπώς ισχύουν οι, ακόλουθες σχέσεις: 

χ 

χ 

Ζ= 

ζ 

, Χ'Χ=(χ τ 

Χ ' 

L τ-

= Εχχ', Ζ'ζ= Σ ζ ζ' 
*"* t t *-* t t 

(Δ.1) 
t = ± t = 1 

ΛΗΜΜΑ Δ. 1 : Από τους ορισμούς του γενικού 

(βλ. Κεφάλαιο 2) και την (Δ.1) παίρνουμε ότι 

•ι 

Ω= 

(ζ^γ) 

0 

0 

(ζ;γ) 
-1 

=diag(o )=diag(tü). 

υποδείγματος μας 

(Δ. 2) 

όπου 

ω =σ = ( ζ γ) 
t t t ' 

( Δ . 3 ! 

Ο ρ ί ζ ο υ μ ε 

Ω. = 

Ω. = 
-̂j 

ÔÇI 

2 

a 
ι 

: τ ι ς μ ή τ ρ ε ς 

= d i a g ( u ) t . ) , 

Ω 

•ν 
= d i a g ( a 

au) 

t i 
â-i: 

Λ2 

σ ω 

â%. #γ . 
(Δ.4) 

* _i * » —± 

Ω. =Ω. Ω Ω.=diag (ω . .) , όπου ω . =ω .ω ω . 
ι J ι J t i j t i j t i t t j 

Αποδεικνύονται οι σχέσεις: 

ω . = -ζ . /σ = -ω ζ . , Ω. = -di ag ( ζ . ) Ω , 
ti ti t t ti ι ti 

ω . =2ζ .ζ ,/σ =2ω ζ .ζ ., Ω. =2diag (ζ .ζ .) Ω , 
tlj ti tj t t ti tj IJ tl tj 

( Δ . 5 : 

ω . • · = ω » ζ » · ζ . -

t l j t t i t j 
Ω. . = d i a g ( z .z .) Ω" 

l J t l tj 

Ε π ί σ η ς ο ρ ί ζ ο υ μ ε τ ι ς μ ή τ ρ ε ς 

Α.-Χ Ώ . Χ/Τ, Α. =ΧΏ. .Χ/Τ, 
I L IJ IJ 

Αποδεικνύονται οι σχέσεις: 

^-ι^ Α* =Χ Ώ * .Χ/Τ-Χ Ώ.Ω "Ώ.Χ/Τ. 
IJ IJ ι J 

(Δ.6) 
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τ 
•4-Α.= - Ε σ, ζ . χ χ ' / Τ , 

ι. t tv t t 
t = 1 

Τ 

Α. =2 Ε σ ~ 0 ζ ζ x x ' / T , ( Α . 7 ) 
VJ *"* t tv tj t t t = i 

T 
<S 

Ζ ζ . 
tj t t 

A. .= V σ ζ . ζ χ χ ' / Τ . 
ν J " t tv ' 

t = 1 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ: 

(A) Χ ρ η σ ι , μ ο π ο ι , ώ ν τ α ς τ ι ς ( 4 . 1 ) , ( 4 . 2 ) , ( Δ . 2 ) , ( Δ . 3 ) κ α ι ( Δ . 4 ) και, 

τ ο γ ε γ ο ν ό ς ό τ ι , o c μ ή τ ρ ε ς Ω, Ω. KCCL Ω., ε ί ν α ι , δ ι , α γ ώ ν ι , ε ς β ρ ί σ κ ο υ μ ε 

τ α α κ ό λ ο υ θ α α π o τ ε Λ é σ μ α τ α : 

άω 0 ( ζ ' γ Γ * 
( i ) ω = 1_ = Î: = Ξ _ ( 1 / Ζ · γ ) > - ζ / ( Ζ ' γ ) 2 = 

U a α a, l tv t " 

<?γ. £ γ . <3·γ. 

= - ζ / σ * = - ω 2 ζ =* (Δ. 8 ) 
tv t t tv 

2 2 

=» Ω. =d i a g ( ω . ) =d i a g ( - ω ζ . ) = - d i a g ( ω ) d i a g ( ζ . ) = 
ν tv t tv t tv 

= - S 2 2 d i a g ( z . ) - - d i a g ( z . ^ 2 . ( Δ . 9 ) 
tv tv 

a ω Λ du 
( Ü ) ω - L_ = —Ê—{ i ) . _ ^ _ [ _ Ζ ι . / ( ζ ^ ) 2 ] = 

L J ^ γ ^ γ . <?γ. ^ <?γ. 

= - ζ — * _ [ i / ( z ^ ) 2 ] = - z u [ - 2 z ( ζ ι ' γ ) / ( ζ ι ' γ ) * ] - 2 ζ ι . ζ , / ί ζ ' γ ) 9 -
#γ 

= 2 ζ . ζ , / σ 0 = 2 ω 3 ζ . ζ . =» ( Δ . 10) 
tv tj t t tv tj 

<=» Ω. . = d i a g ( ω ..) = d i a g (2ω ζ . ζ .) = 2 d i a g ( c o ) d i a g ( z . ζ .) = 
vj tvj t tv tj t tv tj 

= 2 2 3 d i a g ( z . z , ) = 2 d i a g ( z . ζ 4 . ) Ω 3 . - ( Δ . 1 1 ) 
tv tj tv tj 

Χρησι,μοποι,ώντας την (Δ.8) βρίσκουμε 

ω,..=ω.ω"ω.= (-ωζ.)ω" (-ω ζ .) =ω" ζ .z
t
., (Δ.12) 

t vj tv t t j t tv t t tj t tv tj 

από την οποία, εργαζόμενου όπως στην απόδει,Ιη της (Δ.11), 

παίρνουμε ότι. 

* „3 
Ω. =diag(z .z .) Ω . (Δ.13) 

ν J tv tj 

Από τ ι , ς ( Δ . 1 0 ) , ( Δ . 1 1 ) , ( Δ . 1 2 ) κ α ι ( Δ . 1 3 ) έ Ί ι ο ν τ α ι , ou σ χ ε Ό ε ο ς : 
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ω,. .=2ω, . ., 
ti J t lj 

Ω. = 2Ω. .. 
LJ I J 

(Α.14) 

(Β) Από τυς (Δ.1), (Δ.8), (Δ.10) Kau (Δ.12) Kau Τ Ο γεγονός ότι ou 

μήτρες Ω , Ω. Kau Ω. . eivau διαγώνιες παίρνουμε τα ακόλουθα 

αποτελέσματα: 

(i) Α. =ΧΏ.Χ/Τ= 
ι ι 

-ψ-(χ, χ ) 

l i τ 

ω 
ι Ι 0 

ω Τΐ· 

χ 

χ' 

Σ ω
α
χ

ι
χ

ι
'/Τ= 

t = ± 

= - Ε ω*ζ χ χ'/Τ= - Σ σ ζ.χχ'/Τ. 
t ti t I t ti t t 

t = 1 t = 1 

Εργαζόμενο u όπως στην aπóδεu'Iη της (Δ. 15) βρίσκουμε 

Τ Τ 

( ϋ ) Α. =ΧΏ. ,Χ/Τ= Ε ω . . χ χ ' / Τ = 2 Ε ω 3ζ ζ χ χ ' / Τ = ' 
11 LI I L I t t t t i 11 t t 

J J t = 1 J t = 1 J 

T 

= 2 Ε Ο 2 . Ζ .Χ X ' / T . 
*•· t t i t j t t 

t = 1 

τ T 

( i i i ) Α*=ΧΏ*.Χ/Τ= Ε ω * . . χ χ ' / Τ = Ε ω 3ζ . ζ .χ χ ' / T = 
ι j ι j " t i j t Ι _ t l i t j t t 

T 

= Ε σ _ ζ . ζ .χ χ ' / Τ . 
*-* t l i t i t t 

t = 1 J 

Από τις (Δ.16) Kau (Δ.17) πρόκυπτεu ότι 
* 

Α. =2Α. .. 

i-J ι J 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ ΤΗΣ ΠΡΟΤΑΣΗΣ 4.1: 

(Δ.15) 

(Δ.16) 

(Α.17) 

(Α.. 18) 

QED 

(Α) Xpησuμoπouώvτaς τον opuσμó (2.14) Kau την (Α.18) παίρνουμε 

C. «Α. -2A.GA.+A. ./2=Α. -2A.GA.+ 2Ä. ./2-2Α. -2A.GA-
Κ) 1- j I J l j lj l j lj IJ I J 

=2(A*.-A.GA.) . 
I J ι J 

Στην (2.29) έχουμε opίσεu xiq μήτρες 

P=GQG, Q=H'(HGH')
_1
H, 

(A.19) 

(A.20) 

όπου Η είναι, μ ua γνωστή rxn μήτρα βαθμού r. Από το Τμήμα 2.5 του 

Κεφαλαίου 2, το σχε^κό με την σύγκpuση των ελέγχων t Kau F (βλ. 

σχέση (2.45)), γνωρίζουμε όχι στην περίπτωση του t ελέγχου uox^u 

ότι H=e ', όπου e είναι ένα nxl γνωστό διάνυσμα. Επομένως, θέτοντας 

H=e' στην (Δ.20) παίρνουμε 
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Q-H'(HGH')
 A
H-e(e'Ge) *e'=kk'. 

i/2 

(A.21) 

(A.22) 

όπου 

k=e/(e'Ge) 

Συνεπώς, 

P=GQG=Gee'G/e'Ge=Gkk'G. (A.23) 

Από τον ορισμό (2.13) και την (Α.23) προκύπτουν τα ακόΛουθα 

αποτελέσματα: 

( ί ) 1. =e 'GA. Ge/e 'Ge=k 'GA.Gk=trk 'GA.Gk=trA.Gkk 'G-trA.P, 

(ii) 1 =-e'GC Ge/e'Ge=k'GC. .Gk=trk'GC. Gk=trC. Gkk'G= 
>-J VJ VJ IJ Vj 

=trC. .P, 

(iii) trx x'P=trx'Px =x'Px =x'Gkk'Gx =x 'hh 'x = 
S t . t S t 9 t S t S -(x'h)(x'h), 

t 3 
όπου 

1/2 
h=Gk=Ge/(e'Ge) 

Από την (Α. 26) έπεται, ότι 

( i v ) t r x x ' P = ( x t ' h ) ( x ' h ) - ( x ' h ) ' 

(A.24) 

(A.25) 

(A.26) 

(A.27) 

(A.28) 

Σ υ ν δ υ ά ζ ο ν τ α ς τ ο υ ς ο ρ ι σ μ ο ύ ς ( 2 . 1 2 ) , τ ι ς ( 4 . 1 ) , ( 4 . 2 ) , ( Α . 1 9 ) , 

(Α. 2 4 ) , (Α. 2 5 ) , (Α. 26) κ α ι (Α. 28) και. το. Λήμμα Α.1 β ρ ί σ κ ο υ μ ε : 

(a) l . - t r A . P - t r | - Σ σ " 4 ζ χ χ ' / τ Ί ρ - t r l · - Ε ο"*-ζ χ χ ' Ρ / τ ] = 
ν ι t tv t t i Ι t tv t t I 

L t = ± -1 »- t = 1 -» 

τ τ 
= - E o " 4 2 . ( t r x x ' P ) / T = - E σ~*ζ ( x ' h ) 2 / T = 

*"' t tv t t t tv t t = 1 

Τ 

t = 1 

- 4 2 - 2 - < S 
= - E o t z t i ( x t ' h ) o t zt*K/T== - E o t (x t 'h) ζ ^ ' γ / Τ . 

t = 1 ' t = A 

(A.29) 

Σ υ ν ε π ώ ς , 

»- ν v = l , . . . x J 

1 

-<5 
E o t (x t 'h) ζ ι ι 2 ι ' γ / τ 

t = l 

-<s - E σ, ( x ' h ) z f ζ ' γ / Τ 
*"* t t t x t t = l 
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- Σ o t " ( x t ' h ) 
t = 1 

t i 

t H 

:t'Tf/T- -[ ^ ^ ( x ^ V y T J r 

-L(h)-*, 

όπου 

L(h)= Σ ot (x t 'h) z t z t 7 T , 
t = 1 

(b) 1. =trC. P=tr2(A* -A.GA.) P=2 ( trA* P-trA.GAP) 
»-J <-J l J I j I J I J 

Ό μ ω ς , 

t r A * . P = t r j Ζ σ _ < 5 2.ζ . x x * / T J P - t r [ Ζ ° * 2 Ζ XX *P/T 
t l t j t t ]-

- < 5 

= E o t z , . z . ( t r x x ; P ) / T = Ε σ <x,'h) ζ, • ζ, -/Τ 
t tv t i t. t t t II· t j t = 1 t = 1 

KCCL 

- t r 
«- t = 1 3 = ι 

τ T 

'Gx x ' P x )/T = 
' 9 t 

trA.GA.P=tr - Σ σ **z χ χ '/TjG Γ- Ε σ *z χ x '/T |P= 
ν j L t = i l t L l l J L s = i 3 9 J s a J 

Τ Τ -i 

Ε Ε σ " 4 σ _ 4 ζ ζ χ x'Gx χ ' Ρ / Τ 2 = 
_ .. _ _ Λ

 s ti sj t t s s J 

= Ε Ε σ Ό ' ζ ζ . ( t rx x'Gx χ ' Ρ ) / Τ 2 = 
" " t 3 t i S I t t 3 3 

t = ± 3 = 1 
Τ τ 

= Ε Ε σ ο z . z ( t r x '( 
" t 3 t l · S I t 

t = 1 3 = 1 

τ τ 
= E E o ' V ^ z . z .x'Gx x ' P x / T 2 = 

t 3 t l S I t S 3 t 
t = 1 3 = 1 

Τ τ 

= Σ Σ σ" 4 σ~ 4 ζ ν . ζ x'Gx (χ 'h) (χ 'h) /Τ2» 
t 3 t l 3 j t 3 3 t 

t = l 3 = l J 

-Γ Σ o " 4 ( x ' h ) z . X ' / T I G F E σ ~ 4 ( χ ' ΐ ι ) χ ζ ./τ] 

Από τι,ς (Α.32), (Δ.33) Kau (Δ.34) έπεται, ότι. 

1..-2 Ε o"ö(x*h)2zf.z ./Τ­ι t ti tj 
t = 1 

Γ Σ σ *(χ'ϊι)ζ,.χ'/τ]θΓ Ε σ *(x'h)xz ./τ] 

L ιΓ
±
 *•

 ι tv t J L
 9
Γι

 9 s 9 3J
 J 

(A.30) 

(Δ.31) 

(Δ.32) 

(Δ.33) 

(A.34) 

(Δ.35) 

Συνεπώς, εργαζόμενοι όπως στην απόδεί-Ιη της (Δ.30), βρίσκουμε 
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L=[(l..). . 4 ]-2 E o;ö(xt'h)
2zuz /Τ 

t = 1 Ï-.J 

Σ σ
 4
(x'h)z X'/T]G[ Σ σ *(x'h)x ζ ./τ] 

>-'J 

[ J^;0^^) V ; / T ] -

-[ Eo;
4
(x

t
'h)

Zt
x

t
VTlG[ E 

L t = 1 - l L
s
= i 

σ~ (χ'h) χ ζ 
S 3 3 3 

ντ] 

=2[L(h)-C(h)GC'(h)], (Δ.36) 

όπου 

τ τ 

L(h)= Ε o^ö(xi'h)
2zizt'/T, C(h)= Ε °î4(xt'

h)zl
x
l'/T. (Α.37) 

t = 1 t = 1 

(Β) Έστω H μια rxn γνωστή μήτρα βαθμού r < η. Από τις (4.8) και. 

(4.9) είναι γνωστό ότι, η μήτρα G είναι μ ta nxn θετικά ορισμένη και 

συμμετρική μήτρα. Τότε, η μήτρα HGH ' είναι μύα rxr θετικά: ορισμένη 

και συμμετρική μήτρα (βλ. Αρεττάκης, ΓραμμικήΆλγεβρα, σελ. 

132-133 (β)), δηλαδή 
d 

HGH'= (HGH')' > 0. (Α.38) 

Από την (Α.38) έπεται ότι η μήτρα (HGH') είναι μια θετικά 

ορισμένη και συμμετρική μήτρα (βλ. Mardia et.al.. Multivariate 

Analysis, Corollary A.7.2.2., σελ. 475), δηλαδή 

d 

(HGH')
-1
 > 0, 

από την οποίαν έπεται ότι η μήτρα (HGH') είναι 

ημιορισμένη, δηλαδή 

d 

(HGH')
 ±
 > 0. 

Από τ η ν (Α.40) π ρ ο κ ύ π τ ε ι ό τ ι γ ι α τ η ν nxn μ ή τ ρ α Ω ι σ χ ύ ε ι 

d 

Q=H* (HGH') _ 1 H > 0 

κ α ι γ ι α τ η ν nxn μ ή τ ρ α Ρ ι σ χ ύ ε ι ό τ ι 

(Α.39) 

θ ε τ ι κ ό : 

(Α.40) 

(Δ.41) 
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d 

P=GQG=G'QG > Ο (Δ.42) 

(βλ. Mardia et.al.. Multivariate Analysis, Theorem A.7.3, σεΛ. 

475-476) . Έστω λ. οι ιδιοτιμές ττις μήτρας Ρ. Λόγω της (Δ.42) 

έχουμε ότι 

λ. > 0 (i = l,2, . . . ,η) . (Δ.43) 

θρύβουμε την nxr μήτρα 

V = G 1 / 2 H ' , (Δ. 44) 

1/2 

όπου η G ε ί ν α ι μ uà θ ε τ ι κ ά ο ρ ι σ μ έ ν η κ α ι σ υ μ μ ε τ ρ ι κ ή μ ή τ ρ α όπως 

κ α ι η G. 0 π ρ ο β ο λ ι κ ό ς τ ε λ ε σ τ ή ς σ τ ο ν χώρο που δ η μ ι ο υ ρ γ ε ί τ α ι από τ ι ς 

σ τ ή λ ε ς τ η ς μ ή τ ρ α ς V ε ί ν α ι 
Ρ -V (V 'V) _1V ' =G 1 / 2 H ' ( H G 1 / 2 G 1 / 2 H ') ~ 1 H G 1 X 2 = G 1 / 2 H ' (HGH ' ) _ 1 H G 1 / 2 = 

4 / 2 4 / 2 

=G QG . ( Δ . 4 5 ) 

Ε π ε ι δ ή 

Ρ V=V(V'V)_ 1V'V=V, , (Δ.46) 

η μ ή τ ρ α V έ χ ε ι ως σ τ ή λ ε ς τ α ι δ ι ο δ ι α ν υ σ μ α τ α τ η ς μ ή τ ρ α ς Ρ . 

Ε π ο μ έ ν ω ς , κ ά ν ο ν τ α ς χρήση τ ο υ ο ρ ι σ μ ο ύ (Δ.20) κ α ι τ η ς (Δ.45) 

β ρ ί σ κ ο υ μ ε ό τ ι 

P=GQG=G1/2 ( G 1 / 2 Q G 1 / 2 ) G 1 / 2 = G 1 / 2 P v G 1 / 2 . (Δ .47) 

Εφόσον η μ ή τ ρ α G ε ί ν α ι σ υ μ μ ε τ ρ ι κ ή . Θ ε τ ι κ ά ο ρ ι σ μ έ ν η κ α ι μή 
1/2 

ιδιά'ζουσα, τό ίδιο είναι και η μήτρα G . Συνεπώς (βλ. Mardia 

et.al.. Multivariate Analysis, (A.4.2f), σελ. 464), ο βαθμός της 

μήτρας Ρ ισούται με τον βαθμό της μήτρας Ρ , δηλαδή 

rank(P)=rank(G
1/2
P G

± / 2
) =rank (Ρ ). (Δ.48) 

Ό μ ω ς , η μ ή τ ρ α Ρ ε ί ν α ι τ α υ τ ο δ υ ν α μ η κ α ι ο βαθμός τ η ς ι σ ο ύ τ α ι με τ ο 

ί χ ν ο ς τ η ς , δ η λ α δ ή 

r a n k ( P ) = t r P - t r V (V 'V) _ i V ' = t r ( V'V) " 1 V ' V = t r I = r . (Δ.49) 
V V r 

Από τις (Δ.48) και (Δ.49) προκύπτει ότι 

rank(P)=r. (Δ.50) 

Χρησιμοποιώντας τις σχέσεις (Δ.43) και (Δ.50) συμπεραίνουμε 

ότι r από τις ιδιοτιμές της μήτρας Ρ είναι Θετικές και οι 
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υπόλοιπες n-r ιδιοτιμές της ισούνται με το μηδέν. Έστω £ μ ta nxn 

διαγώνια μήτρα με στοιχεία τις ιδιοτιμές, Λ , της μήτρας Ρ και W 

μ ta nxn- ορθογώνια μήτρα με στήΛες τα ορβοκανονικοποιημένα 

ιδιοδιανύσματα, w. , της μήτρας Ρ. Χρησιμοποιώντας το θεώρημα της 

φασματικής ανάλυσης μιας μήτρας (spectral decomposition theorem), 

η μήτρα Ρ γράφεται 

π r 

P=WJ?W'= Γ λ.W.W.'- E A.W.W.'. (Δ.51) 
V t V 1 . 1 . 1 . 

ί. = 1 \ - ί 

Εφόσον οι ιδιοτιμές λ. > 0 (i=l,...,r), οι τετραγωνικές τους ρί"ζες 

υπάρχουν. Επομένως, 
Γ Γ Γ 

Ρ= Ε Λ-W.w.'- E (A 1 / 2w.) (A i / 2 w.) '= Ε h . h . ' , (Δ.52) 
V V V t V t V V V 

V = 1 V = 1 V = 1 

ό π ο υ 

h. = ?\1/2w . (Δ.53) 
V t t 

1 / 2 

Σε συμβολισμό μήτρων, εφόσον οι μήτρες £ και £ είναι 

συμμετρικές, έχουμε 

P=W^W'=W^
i / 2
^

1 / 2
W' = (W^

1/2
) ( W ^

2
) '=ΥΥ', (Δ.54) 

όπου 

Y=W^
± / 2

, (Δ. 55) 
1/2 

με στήΛες τα διανύσματα η.=λ. w. . Από τις (Δ.52), (Δ.53), (Δ. 54) 
ν t t 

και (Δ.55) έπεται ότι 
r Γ 

χ'Ρχ -χ'ΥΥ'χ - Ε x'h.h.'x = E h.'x h'x (Δ.56) 
t a t a t t v a v t v a 

i. = 1 t = 1 

και συνεπώς 
Γ 

χ/Ρχ - E (h.'x)
2
. (Δ.57) 

t t t t 

t = ι 

Χρησιμοποιώντας τους ορισμούς (2.28) και (2.29), τις (4.1), 

(4.2), (Δ.19), (Δ.29), (Δ.33), (Δ.34), (Δ.37), (Δ.56) και (Δ.57) 

και το Λήμμα Δ.1 βρίσκουμε: 

(a) Το j-στοιχείο του διανύσματος e είναι 

τ τ 

c.-trA.P- - Ε σ
_ 4
ζ .(trx χ'Ρ)/Τ-•- Ε σ"*ζ, .(trx.'Px )/Τ= 

J J ^ ν tj I t t = i
 J 

Τ Τ r
 r = - E o;\x;Px

t
/T. - E o~;-z [ E (h.'x^l/T-

t = l t = l
 -

' L i = i J 
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- - Ε Σ o ^ d i . ' x ^ z / T - - E E o ; 4 ( h ; x t )
2 z σ^ζ^γ/Τ-

t = l i- = l t = l i = i 

Τ r 
-<s 

t = 1 ι = 1 

Συνεπώς 

Σ Σ o t (h . 'x t ) ζ ζ ' γ / Τ . (Δ.58) 

[ ( c ) . ] -

c 

Τ r 

- Σ Σ ο ; (h.'x t) 2 t l z ^ / T 
t = l i = l 

Τ r 

- Σ Lot (h.'x t) z ^ z ^ / T 
t=l i . = l 

Τ r 

• Σ Σ o t (h . 'x t ) 
t i 

ζ 
»- t»c-» 

Τ r 

z ^ / T = - Σ E o t ( h . ' x ^ z ^ / T -
t = 1 i = 1 

Σ Γ Σ σ ^ ί χ ^ ΐ ί . ^ ζ ^ ' / τ ΐ γ - -Γ Σ U h . ) ] * - - C j , 

όπου 

C = £ U h . ) , U h . ) - Σ σ, ( x ' h . ) ζ ζ V T . 
1 . L L *"" t t \ . t t 

(Δ.59) 

(Δ.60) 
t = ι 

(b) To ( j ,m) - σ τ ο ί χ ε ίο τ η ς μ ή τ ρ α ς C eivai 

e. = t r C . P = 2 ( t r A . P-trA.GA P) 
jTT) j m j m j m 

j - Τ II Γ -t 

=2 r σ - 0 ζ .ζ ( t r x χ 'Ρ) / Τ - Σ Σ σ~*σ"~4ζ .ζ x ' G x χ ' Ρ χ / Τ 2 = 
Ι *-' t t i tm L t " " t a t i am t a 3 t I 
I- t = 1 t = l a = 1 J 

r- T T T -j 

= 2 Ε σ " 0 ζ .z, ( t r x ' P x ) / T - Ε Σ ο~*σ~\ ζ x ' G x x ' P x / f = 
" l t i tm t t *"* t s t i am t a s t 

L t = i J t = ± s = i J -I 

[ T T T η 

Σ σ _ < 5 ζ ζ χ * Ρ χ / Τ - Σ Σ Ö " V ~ 4 Z .ζ x ' G x χ ' Ρ χ / Τ 2 = 
*-" t t i tm t t *-· *·* t a t i sm t 3 3 t 

t = l J t = l 3 = l J -1 T r r 

t = i J 

τ T 
4 - 4 Σ Σ σ * σ " ζ , ζ x ' G x E ( h . ' x ) ( h . ' x ) / Τ 

* " *-' t a 11 am t a l " u à t. t ,f 

t = 1 a = l L . = l -I 

r 

=2 E 
' i = ι 

[ J^i^^v vlm/T]-
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t = i 

o~*(h.'x )z .x'/T 
t x. t tj t !- 3 = 1 

σ (h.'x )x ζ /Τ 
3 x. s 3 a m 

(Α.61) 

Συνεπώς, εργαζόμενοι όπως στην απόδειίη της (Δ.59) 

t* jTTi j,m=i,. . . ,Μ-
1 

βρ ίσκουμε 

-2 
Τ. = i t = i 

o(
ö(h.'x)2z z /Τ 

jj,m 

t = 1 

σ (h.'x )z .x'/T 
t υ t tj t 3 = i 

σ (h.'x ) x z /T 
l. 9 3 a m 

h m 

= 2 
1. = i 

Γ
 T 

t = i 

σ ö(x'h.)2z z'/T 
t t v t t 

t = i 

σ (x'h.)z x*/T 
t t ι t t 

Ε σ
 4
(x'h.)x z'/T 

3 3 t S S 
3 = 1 

= 2 

l· = ι 

L(h.)-C(h.)GC (h.) E U ï O - E C(hJGC'(h.) 
ν - i, = 1 i. = 1 

= 2(C -C ) , 
1 2 

όπου 

(A.62) 

C
±
= E L(hJ ,. C

2
= E C(h.)GC'(h.) 

i = i i = i 

και 

L(h.)- E o;
e
(x;h)

2
z

lZ
;/T, c(h.)- E o^(x'h.)z

t
x

t
'/T. 

t = 1 t = 

(c) To ( j ,m) - σ τ ο ί χ ε ίο τ η ς μη*τρας D ε ί ν α ι 

(Δ.63) 

d. =trD. Ρ, 

jm jm 

όπου 

D. =Ά.ΡΆ /2. 

(Δ.64) 

(Δ.65) 

Χρησιμοποιώντας τις (Δ.64) κο:ι (Δ.65), εργαζόμενοι όπως στην 

απόδειίη της (Δ. 61) και αντικαθιστώντας την μη"τρα Ρ στην θέση της 

μ-ήτρας G, βρίσκουμε ότι 

d =trA.PA Ρ/2· 
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ν = 1 

[ Σ o"*(x'h.)z .Χ'/ΤΙΡΓ Σ o~*(x'h.)x ζ /τ] 
L t = i

 l
 t Ι tj t J L

 3 = ι
 S 3 U 3 9TTÌ J 

(Δ.66) 

Επομένως, εργαζόμενοι όπως στην απόδειξη της (Α. 62) , βρίσκουμε 

D=[(d. ) ] = 
*- J™ j,m=i,. . . ,x

J 

Γ Σ o"
4
(x'h. )z .Χ'/Τ]ΡΓ Ε o~*(x'h.)x ζ /τ] 

ν = i 

= | Σ f Σσ^χ^ζ^/τΙρΓ Σο;
4
(χ^)χ^/τ] 

- §[ j^cch.iPC'ih.)]- | c
a
. 

όπου 

C = E C(h.)PC'(h.) , C(h.)= Σ ot (x'h.)z x'/T. 
3 . \. L l· t t ν t t V = 1 t = i 

ΛΗΜΜΑ Δ. 3: Ορίζουμε τις ποσότητες 

a. = -E(u*S2.u/T) . a. . =* i E(u'ß. .u/T) . 

Επιπλέον, ορίζουμε το κχΐ διάνυσμα 

a = [(a.). ] . 

Αποδεικνύονται ou σχέσεις: 

a.=z.'ß2Z*/T, a-Αγ, a. =z Ώ2
ζ./Τ, Ä-f(a. . ) . . ]„ 

ό π ο υ ζ. ε ί ν α ι , η ί - σ τ ή λ η τ η ς μ ή τ ρ α ς Ζ. Ε π ί σ η ς ο ρ ί ζ ο υ μ ε τ α βαθμωτά 

w = -fF(u'Qu/T-l) , 

(Α.67) 

(Α.68) 

QED 

(Α.69) 

(Α.70) 

(Α.71) 

w. = T?(u'ß.u/T+a. ) , 

w. . = •fTiu'Q. .u/T-2a. .) . 

Αποδεικνύονται, τα ακόλουθα αποτελέσματα: 

E ( w ) = 0 , E(w. ) = 0 , E(w. . ) = 0 , 
Ο L X.J 

Τ 

E { w 2 ) = 2 , E ( w 2 ) = 2 a . . , E ( w 2 . ) = ^ - E ( z 2 . z 2 / o V 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ: 

(A.72) 

(A.73) 

(Α) Από τ ο ν ο ρ ι σ μ ό τ ο υ υ π ο δ ε ί γ μ α τ ο ς μας ε"χουμε ό τ ι 
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u~N(0,Q ) . (Α.74) 

Χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ώ ν τ α ς τ ο Λήμμα Α . 8 , τ ι ς ( 4 . 1 ) , ( 4 . 2 ) κ α ι ( 4 . 8 ) κ α ι τ ο 

Λήμμα Α . 1 β ρ ί σ κ ο υ μ ε τ α α κ ό λ ο υ θ α α π ο τ ε λ έ σ μ α τ α : 

( i ) E ( u ' 2 u ) = t r 2 2 = t r l «Τ =» E (u Ώια/Τ) =T/T=1 
τ 

(Α.75) 

( i i ) E ( u ' 2 . u ) = t r 2 . 2 1 = t r [ - d i a g ( z . ) 2 2 2 ± ] = - t r [ d i a g ( z .) 2 ] = 

τ 
= - t r f d i a g ( 2 1 . ) d i a g ( o ~ 2 ) l = - t r f d i a g ( o ~ z t . ) 1= - E °~ z

4 · => 
L t v t J *- t t v J t t v 

t = 1 

T T Τ 

- • a . - - E ( u ' 2 . u / T ) = E σ ~ 2 ζ / Τ = E σ 7 2 ζ , . σ ~ 2 ζ ' γ / Τ = E σ " 4 ζ , . ζ ' γ / Τ = 
L V t t v " t t v t t *~' t tV t 

t = 1 t = 1 t = 1 

= Γ E σ'^ζ^/τΙγ-ζ.'Ω^γ/Τ, (A.76) 

όπου ζ. ε ί ν α ι η i-στιήΛη τ η ς μ ή τ ρ α ς Ζ. Σ υ ν ε π ώ ς , τ ο κχ ΐ δ ι ά ν υ σ μ α a 

ε ί ν α ι 

[(a) . ] -
ι- ν ν = 1 , . . . , χ - ι 

a 
*- X J 

Ε σ ζ ζ ' γ / Τ 
*" t t i t ° 

t = l 

Ε σ ; ζ ι Λ ' γ / Τ 
t = i 

•ε °. 
t = ι 

t i 

t-K-J 

z t ' ^ / T = 

= E o; 4z tz^/T=[ E O ^ Z ^ ' / T U - A * . 
t = l L t = l J 

( i i i ) Ε ρ γ α ζ ό μ ε ν ο ι όπως στην α π ό δ ε ι Ί η τ η ς (Α.76) β ρ ί σ κ ο υ μ ε 

E ( u ' 2 . . u ) = t r 2 . . 2 _ 1 = t r r 2 d i a g ( z .ζ .)2 3 2 - 1 "1 = 
vj Vj L t v t j -» 

(A.77) 

= 2 t r [ d i a g ( z , ζ ,)2 ] = 2 E °. ζ z. · •* 
·- t v t j -» t t v t i 

t = 1 
Τ 

•* a. = i- E ( u ' 2 . ,u/T)= E σ"*ζ . .ζ . / T = z ' 2 2 z . / T . 

VJ 2 Vj _ t t v t j V j 

Από τ ι ς ( 4 . 2 ) , ( 4 . 8 ) κ α ι (Α.78) έ π ε τ α ι ό τ ι 

" ζ . 

(Α.78) 

Τ Τ 

Α= E o ^ z t z t ' / T = Ε < * 
t = ι t - 1 

t i 

*txJ 

( ζ , , . . . , z t ) / Τ = 
t i t X 

E σ *z .ζ ./Τ 
* - t t v t j ' 

t = 1 '-.J 

- [ ( a . . ) . . , ] 
l- VJ V , J = 1 , . . . , X J 

(A.79) 

3 2 1 



(Β) Από τις (Ä.72) Kau (Δ.75) έπεται ότι, ' 

E(w )-E[fT(u'2u/T-l)]=-4Tjt(u'Qu/T)-l]-fF(l-l)-0. 

Από τις (Δ.69) και, (Δ.72) παίρνουμε τις σχέσεις: 

Ε (w. ) =Ε [TT(u Ώ.u/T+a. ) 1 =ff [E (u Ώ.u/T) +a. ] ««fTi-a.+a. ) =0 

(Δ.80) 

(Δ.81) 

και 
E(w.'.)=E|Tr(u'a. .u/T-2a. .) 1 =ΤΤΎΕ (U Ώ. u/T)-2a. "1 = 

=JT(2a. -2a. .) =0 (Δ.82) 

(Γ) Από τον ορισμό του υποδείγματος μας για την περίπτωση της 

ετεροσκεδαστικότητας έχουμε 

u
t
~N(0,o*) . 

Ορίζουμε την μεταβΛητή 

για την οποίαν ισχύουν οι σχέσεις 

V
t
=(u

L
/

Oi
)~N(0,l) ,

 V
*=(u*/o*)~x*, 

2 2 
ónou χ etvccu η χ κατανομ-ή με έναν βαθμό ελευθερίας 

1 

(Δ.85) προκύπτουν οι σχέσεις: 

2 , „ , 2 , 2 , „ „ r , 2 „ , 2 

(Δ.83) 

( Δ . 8 4 ) 

(Δ.85) 

Από τ η ν 

2 . 2 Ε ( ψ ' ) - Ε ( ι ι ' / σ ' ) = 1 . Ε[(ψ^-1) ] = E [ ( u ^ / a t - l ) ^ ] = 2, 

E V E ( u X ) ~ v Ε [ 2Ζ<]=Ε[ E (U*/O*)]-T. 
t = ± t = i L t = i - i L t = i J 

[
Τ η 2*1 Γ ρ τ -.: 

*±

ν*~Ί =Ε L ^ Λ ^ Ί 

(Δ.86) 

- 2 Τ . 

Από τις (4.1), (4.2), (Δ.69), (Δ.72) (Δ.75), (Δ.76) 

(Δ.85) και (Δ.86) και το Λήμμα Δ.1 βρίσκουμε τα 

αποτελέσματα: 

(Δ.78), 

ακόΛουθα 

(i) w =4T(u'Qu/T-l)H"I
? -f-(v ,u )diag(o ") 

τ t 

u 

u 
ι. τ-» 

-1 

-rr[ J J U X Ì / T - I J - J J ^ - T J / J T * w*-[ J^J-TJ^T 
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=*· E(w
2
)=E 

ο [ iM'A =2Τ/Τ=2. (Α.87) 

Εργαζόμενοι, όπως στην προηγουμένη απόδειξη βρίσκουμε όχι γ LO: τα w. 

Kau w. . ισχύουν ou σχέσευς: 

( i i ) w. =JT(u'S2.u/T+a. ) = | T | Σ ω uf/T+a. | = 

2 
r - T τ Ί r T z . U T Z - i / 

-π[- E Z U O>:/T + E ZUO-/T]- - E -± - i - Σ -4 }/rr-
l- t = i t = i

 J
 «- ι = ι σ σ t = i σ

 J / 

τ ζ 

-τ Σ — - < V-D . 
t = ι σ 

2 2 

(Δ.88) 

όπου x=l/-ff Kau ψ"~χ . Εφόσον τα ijj Kau ψ εCvau ανεξάρτητα γu 
t i t 3 

t ^ s , έ π ε τ α ι ÓTU 
2 „ , , 2 „ , τ _ _ r / 2 „ Ν 2 

α 

Ε [(ιμ^-1) ( ^ - 1 ) ] = δ ΐ 3 Ε [ ( ^ - 1 ) 1 = 2 δ ΐ 3 , (Δ.89) 

όπου δ είναι το δ του Kronecker. Συνεπώς, από τις (Δ. 88) και 
ta 

(Δ.89) π ρ ό κ υ π τ ε u ÓTU 

Τ Τ ζ ζ 
2 2 _ _ _ l i s i , 2 . . . 2 , , 

w . - τ Σ Σ - Τ - Τ - ^ Γ ^
 ( Ψ 3 " 1 } * 

ι = ΐ β = ι σ σ 
t s 

τ τ ζ ζ 
__, . 2 . 2 _ _ t i 31 

·*• Ε ( ν Ο - τ Σ Σ —^—^-
ι = ΐ 9 = ι σ σ 

t 3 

= 2 Σ σ, z . z , . / T - 2 a . 
t t t ti. 1. 

t = 1 

( i i i ) w. = / T ( u ' 2 . .u/T-2a. .) =<JT 
«•j t j t j 

τ τ ζ ζ 
2 „ _ t i SV Ε [ ( Ψ ; - Ι ) (ψ Λ -ΐ )]-τ" Σ Σ : ; 2δ» = 

*- t s J * - ι « - ι 2 2 ts 
2 2 ts 

t = i 3 = i σ σ 

(Δ.90) 

Γ τ - τ 1 
=ΛΓΓ Σ 2ζ ζ . σ (

0 α 2 / Τ - 2 E o " * z . z t . / T -
L t = i u l J l l t = \ l u t J J 

2 

[ T 2 Z . Z . U Τ ζ . ζ . -. , 

Σ - ^ - "T " 2 2 - ^ 1 / ^ -
t = ι σ σ t = ι σ J ' 

τ ζ ζ 

t = ι σ 
(Δ.91) 

2 2 2 2 

όπου ψ ~χ και τα ψ Kau ψ είναι ανεξάρτητα γ ua t^s. Ou (Δ. 89) 

Kau (Δ.91) συvεπάγovτau ÓTU 
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τ τ ζ . ζ . ζ . ζ . 

W. 
Λ 2 _ _ t i t ί 91 s i , 2 , . , 2 . . 

=4τ Ζ Σ ^~ι—- (Vt-1) (Ψ,-D •* 
t = i 9 = i σ σ 

t 3 

τ τ ζ ζ ζ . ζ . 

^ E ( W 2 . ) = 4 T 2 Ε E ~ U t J S L 3 J 

i-J 
t = i 3 = i σ σ 

iLîLJuE[(^--i)^-i)]. 
4 4 •- t a J 

Τ Τ Ζ . Ζ .Ζ . Ζ . 
/. 2 __ _ t i t i a i ai 

»4τ E Σ — t = 1 3 = 1 

ü - ^ _ = i 25 = - | r - Ε ( ζ 2 . ζ 2 . / σ ° ) 
4 4 t s Τ t i t j t 

σ σ t = ι 
t s 

ΛΗΜΜΑ Δ. 3: Ορίζουμε το Τχΐ διάνυσμα ν με στοιχεία 

ν =2σ
2
χ'Βχ -χ'ΒΓΒχ , 

t t t t t t 

και τα Txl διανΰσμστα u, ε KŒL ε με στοιχεία 

— 2 2 
u =u -σ , 
t t t 

(Ά.92) 

QED 

(A.93) 

ε =2u e -τβ 
t t t t ' 

e
t
=x

t
'BX'u/fT, (Δ.94) 

ε =2u e -τβ , e =x'GX'ßu/IT, 
t t t t t t 

αντίστοιχα. Αποδε ικνύονται τα αποτελέσματα: 

Ε(ΰΰ')=2Ω~
2
, 

Ε(ε.)-ν/-ίΤ, Ε(ε)=ν/ίΤ, (Α.95) 

E(e
l
)-x

t
'Gx

i
/4T. E(e)-XGx

t
/«JY. 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ: Από τον ορισμό του υποδείγματος μας γνωρίζουμε ότι 

ια~Ν(0,Ω
-1
). Χρησιμοποιώντας τις (4.1), (4.2) και (Α.2) βρίσκουμε 

ότι 

-ι 

Γ 2 
σ ι 

Ω 

και 

0 σ 

2 
-2 

Γ 4 
σ 

1 

0 

Τ-Ι 

[^Ι-ΦΙΛ...*] 

(Α.96) 

0 

Ί 

= [ ( νΧ 3 =ι J· 

όπου δ είναι το δ του Kronecker. Επομένως, για το Τχΐ διάνυσμα u 

ισχύουν οι σχέσεις: 
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u=|"(u ) 1 , 
L

x
 t t=i,. . . ,TJ 

E(u)-0, E(uu')-[(6
4
 σ

2
) ] , (A.97) 

L ta t t,3=i,. . . ,T-i 

E(uf)-of. E(u u )=5
t
 σ

2
=δ, E(uf) . 

t t t s ts t ts t 

Εφόσον via t^s τα u και u είναι ανεξάρτητα, τα u και, u είναι 
t 3 t S 

2 2 2 2 

ανεξάρτητα όπως επίσης και τα (u -σ ) και (u-σ ) . Επιπλέον, 
t t 3 3 

ισχύουν οι σχέσεις (Δ. 83), (Δ.84), (Δ.85) και (Δ.86) που 

συνδυαζόμενες με τις (Δ.96) και (Δ.97) δίνουν τα ακόλουθα 

αποτελέσματα: 
— — 2 2 

(i) Για το Τχΐ διάνυσμα u, με στοιχεία u =u -σ και για 

t,s=l,...,T, ισχύει ότι 

uu '=ί>Λ< J i > ) «
 Τ

]'=Γ[(<-σ^)(α
2
-σ

2
)] 1 

L
 t t=l,. . . ,Τ-» 1- 9 3=1, Τ-· Ι L t t 3 3 -1 t,3J 

E(u~u"')=EJ |[(U2
-O

2
) (u

2
-a

2
)l 1= [E[(U

2
-O

2
) (u

2
-o

2
)]l

t 

I >- t t 3 S J t,3 J I »- l l 3 S -* j t 

[ δ ΐ 3 Ε [ ( α 2 - σ 2 ) 2 ] ] ΐ 3 - [ δ ΐ 3 Ε [ [ σ 2 ( α 2 / σ 2 - 1 ) ] 2 ] ] ^ 

Γδ σ 4 Ε[(α 2 /σ 2 -1) 2 ]1 =2 ΓΓδ σ*] 1 
|_ ts t Lv t. t -M t,3 L 3 t J t ' s = 1 ' · · ·'TJ 

= 22 (Δ.98) 

όπου (iî) Για το Txl διάνυσμα ε, με στοιχεία ε =2u e-τβ , 

e
t
-x

t

,
BX'u/<n

,
-u'XBx

l
/<n', για t,s-l Τ (Βλ. τις (4.8) και (4.9)) 

και κάνοντας χρήση της (Δ.93) Βρίσκουμε ότι 

ε -2u (x 'BX'u/JD-TÌx 'BX'u/IT) (u'XBx/4Ti-

-2u ( X ' B X ' U / ^ T ) - T ( X * B X ' U U ' X B X /Τ)-

==|2u χ'ΒΧ' Ru ) "j-(x'BX'uu'XBx /Τ) 1 /fT= 
I t t » - a 3 = 1,. . . ,T J t J / 

-|2x'BX* f(u u ) 1-(x'BX'uu'XBx/T) / 4T =» 
I t >- t 3 S-' t t / 

• Ε(ε ) = |2x'BX'Er(u u ) 1-x 'BX Έ (uu ') XBx / T | /jT= 
t j t »- t 3 3 J t J / 

= [2xt'B [(x t) J [(δ ΐ 3 σ 2 ) J-x^BX Ώ-1ΧΒχ ι/τ] //ΤΪ'= 
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= |"2xt'B[ E x t5 t aa^]-x t 'B(X fS2 _ 1X/T)Bxl / f f = 

= ( 2x t* Bxt σ
2-χ t' BrBx t ) /<fT-vt/ ff, ( A. 9 9 ) 

δ ι ό τ ι cenò τ c ς ( 4 . 8 ) , ( 4 . 9 ) , (Δ.1) και, (Δ.96) έ π ε τ α ι ό τ ι 

Τ 

Γ- Σ ofx,x;/T-[(x t ) J d i a g ( o f ) Γ(χ ' ) 1/Τ=ΧΏ_ 1Χ/Τ. (Δ.100) 
t = 1 

Εφόσον ε=Γ(ε ) 1 και ν = Γ ( ν ) ] , από την (Δ.99) 
L t t = l , . . . , T J «- t t = l , . . . ,T-1 

συνεπάγεται ό τ ι 

Ε ( ε ) - Γ [ Ε ( ε ι ) ] 1 - [ ( ν ι / 4 Τ ) J - [ ( v t ) J/4T-V/4T. (Δ. 101) 

— 2 
( i i i ) Γ ι α το Txl διάνυσμα ε, με σ τ ο ι χ ε ί α ε = 2 u e - τ β , οπού 

ë - x ' G X ' ß u / J T - u ' ß X G x / J T , γ ι α t , s = l , . . . , T (ΒΛ. τ ι ς (4.8) και 

( 4 . 9 ) ) και κάνοντας χρήση των (4.9) και (Δ. 2) βριΐσκουμε ό τ ι 

ε ==2u (x 'GX'S2u/JT)-T(x'GX'ßu/JT) (u 'ßXGx/ f f ) = 
u t t t t 

= 2u (x 'GXΏια/4"Τ)-τ(χ «GXΏιπα 'ßXGx /Τ) = 

= |2u x ' G X ' a R u ) T-(x'GX'2uu'ßXGx /Τ) Ι /-JT-
I t t I- s s = l , . . . ,τ-i t t i / 

= |2xt'GX Ώ [ ( l y O J - (xt*GX 'ßuu 'ßXGxt/T) 1 /ff" =* 

-»- E(e )- |2χ'βΧ*ΩΕΓ(ιι u ) 1-x 'GX ΏΕ (uu ') ftXGx / T | /ff-
t l· t >- t S 3 J t t I / 

= r2xt'G[(xt)Jdiag(o^2) [(δ^σ2) J -xt'GX ΏΩ^ΩΧβχ^τΙ /fT= 

- [ 2 x t ' G [ Σ x to^25 t3a^]-x t 'G(X'ßX/T)Gx t"| / ^T= 

- (2x'Gx -x'GAGx ) / / ? = ( 2 x ' G x - x 'Gx( ) /JT=x'Gx / JT. (Δ . 102) 

Συνεπώς, εφόσον ε = [ ( ε ) J , από την (Δ.102) έ π ε τ α ι ό τ ι 

Ε(ε") = Γ [ Ε ( ε ι ) ] ι = [ ( x ^ G x / f D J = [(x t 'Gx t) J / ^ X G x / f T . (Δ. 103) 

QED 
2 2 

ΛΗΜΜΑ Δ. 4: Γ ι α τ ι ς μήτρες Ω και Ω ι σ χ ύ ε ι η σχέση 
χ. 

Ω2=Ω2+2τ Σ ΩΩ.ά .+ω(τ 2 ) , (Δ. 104) 
ι-1 ι 1,> 
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2 2 

όπου Ω ε ί ν α ι ένας ε κ τ ι μ η τ ή ς της μήτρας 2 και d . ε ί ν α ι το 

i - σ τ ο ι χ ε ί ο trou διανύσματος d j , το οποίο ε ί ν α ι υποδιάνυσμα του 

διανύσματος d ' - ( o ,d^' ) που έ χ ε ι ο ρ ι σ τ ε ί στη σχέση ( 2 . 6 ) . 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ: Χρησιμοποιώντας τ ι ς ( 4 . 1 ) , ( 4 . 2 ) , (Δ.2) Kau (Δ.3) 
βρίσκουμε ό τ ι 

2 2 = d i a g ( t / ) , u t=o~ 2=(2 t '-!i) _ 1 
(Δ.105) 

Επομένως, κάνοντας χρήση του Λήμματος Δ.1, βρίσκουμε ότι η 
2 

παράγωγος της μήτρας Ω ως προς γ. είναι, 
2 2 

<?Ω /âv.-diagiâL·} /âv. ) = d i a g ( 2 a j <3ω /<2γ. ) = d i a g (2ω ω . ) = 
Ι t i I t i ttl 

=2diag(u )diag(ω .)=2Ω2. 
t ti ι 

(Δ.106) 

2 2 

Αναπτύσσοντας κατά Taylor την μήτρα Ω περί. την Ω παίρνουμε 

2

2
=ο.

2

+ Σ
 _*L 

i = ί £γ. 
(γ.-γ.) + . • ·=Ω + Ε 

<?Ω U.-γ.) 
+. . .= 

ι #γ. 

=Ω
2
+τ Ε - ^ - δ.+ω(τ

2
) , (Δ. 107) 

1 = 1 £γ ̂  

όπου δ. = (γ.-γ. )/τ. Από τον ορισμό (2.4) και θέτοντας σ = 1 έχουμε 

ότι γ ta το (κ+1)χ1 διάνυσμα δ ισχύουν oc σχέσεις: 

δ= 

*- ι 1=1,. . . ,χ-» 
Η δ* = [(δ.).

 4
 ] = 

U-γ) 

και (Δ.108) 

δ
ο
=(σ -1)/τ. 

Επιπλέον, το διάνυσμα δ έχει ένα στοχαστικό ανάπτυγμα της μορφής 

ö=d +xd +ω(τ ) 
1 2 

(Δ.109) 

και συνεπώς το διάνυσμα δ^ έχει, κατ αναλογίαν, ένα στοχαστικό 

ανάπτυγμα της μορφής 

5*=α* -τά* +ω(- ) (Δ.110) 

Άρα, 

δ. =d .-τα .+ω(τ ) , 
ι 11 2ι 

(Δ.111) 

όπου τ α δ . , d . , d . ε ί ν α ι τα i - σ τ ο ι χ ε ί α των διανυσμάτων δ * , 
i l 2 ι 
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d̂  , αντίστοιχα. Από τις (Δ.106), (Δ.107) και (Δ.111) συνεπάγεται 

ÓTL 

Χ-

Ω 2 =Ω 2 +τ Γ 2ΩΩ. (d -xd . + ω ( τ 2 ) ) + ω ( τ 2 ) = 
*"" ι. i l. 2ι. 

i = ι 

=Ω2 + 2 τ Γ ΩΩ.ά + ω ( χ 2 ) . (Δ.112) 
" L l t . 

i = 1 

QED 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ ΤΗΣ ΠΡΟΤΑΣΗΣ 4 . 2 : Χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ώ ν τ α ς τ ι ς ( 4 . 1 ) , ( 4 . 2 ) , 

( 4 . 8 ) , ( 4 . 9 ) , ( Δ . 1 ) , ( Δ . 2 ) , (Δ.96) κ α ι ( Δ . 1 0 5 ) κ α ι ε ρ γ α ζ ό μ ε ν ο ι 

όπως στην α π ό δ ε ι ξ η τ η ς ( Δ . 1 0 0 ) , β ρ ί σ κ ο υ μ ε ό τ ι 
τ 

Ά= Σ o^ 2 x t x t ' /T=X 'ßX/T , G=A' 4 - (X 'QX/T) _ 1 , 
t = ι 

_ Τ _ __ 

Ά= Ε σ ~ 4 ζ ι ζ ι ' / Τ = Ζ ' 2 2 Ζ / Τ , G=A ~*= (Ζ Ώ 2 Ζ / Τ ) ~\ 
t = ι 

τ 
F - E x t x t ' /T=X'X/T, B = F _ 1 = ( X ' X / T ) ~ \ (Δ. 113) 

t = ι 
_ τ _ _ 
F= Σ z t z t ' / T - Z ' Z / T , B=F _ 1 = ( Ζ ' Ζ / Τ ) _ 1 , 

t = ι 
τ _ τ 

Γ= Σ σ 2 χ ι χ ι ' / Τ = Χ Ώ " 1 Χ / Τ , Γ= Ε σ \ ζ ι 7 Τ = Ζ ' 2 " 2 Ζ / Τ . 
t = 1 t = 1 

Από το Λήμμα Β.1, θέτοντας σ = 1, έχουμε 

0=ß+x(b+xb*) , (Δ. 114) 

όπου τα διανύσματα b και b* έχουν οριστεί στο Λήμμα Β.1 και 

b~N(0,G). Από την (Δ.114) έπεται ότι 

ß-Ö-xib+xb*) =» -|7(ß-ß)-b+xb* ·» 

=*· b=fT(ß-0)-Tb*=47(ß-ß)+cj(^==k+u)U) , (Δ.115) 

όπου k=-fT(ß-ß) . Συνεπώς, ισχύει ότι k=b+Gü(T) . Από την απόδειΊη της 

Πρότασης 3.2 έχουμε 

u'u=u'2u-k'(Χ'2Χ/Τ)k, (Δ.116) 

όπου u είναι τα GLS κατάΛοιπα της εξίσωσης (4.3), δηλαδή 

u-P(y-Xß), Ω=Ρ'Ρ. (Δ.117) 

Αντικαθιστώντας από την (Δ.115) στην (Δ.116) παίρνουμε 

u'u-u'ßu-(b+u)(x) ) '(ΧΏΧ/Τ) (b+cu(x) ) = 
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=u'2u-(b '+oj(T) ) (X'SX/T) (b+ωίτ) ) = 

=u'&u-b'(X'ßX/T)b+cj(T) =• 

=» = u ' u / T = [ u ' ß u - b ' ( X ' a X / T ) b + u { T ) ] / T . (Δ.118) 

Αναπτύσσουμε κατά Tay lor την ποσότητα u 'Qu/T γύρω από την 

u 'Ω,η/Ύ. Έχουμε 

χ 

u'ßu/T=u'S2u/T+ Ζ (du'Qu/*)f ) ( γ ί - γ . ) / Τ + 
1 = 1 

+ 4 Σ Ε (<?2υ'Ωυ/<?γ<?γ.) ( γ . - γ . ) ( γ . - γ . ) / Τ + . . .= 

χ ( γ . - γ . ) 
=u'2u/T+ Σ (ιι'ΩΛΐ/Τ)τ V ^ - + 

i = ι 

τ « χ ( T f i - T i ; ) ( γ - γ . ) 
+ Φ Σ Σ (u 'ß . .u/T) τ τ *—-*- + ...== 

2 . . Ï-J τ τ 
ν = 1 j = i 

χ 2 χ χ 

«u'Qu/T+τ Σ (u'S2.u/T)ö.+ - ξ - Σ Σ (υ'Ω. Λ.ι/Τ)δ.5.+ω(τ3) , (Δ.119) 

όπου δ. = (γ.-γ.)/τ και, i,j=l,...,K. Κατ* αναλογία προς το 

στοχαστικό ανάπτυγμα (Δ.109), το δ έχει èva στοχαστικό ανάπτυγμα 

της μορφής 

δ =σ +τσ +ω(τ
2
) , (Δ. 120) 

Ο Ο 1 

όπου τα σ και. σ είναι τα πρώτα στοιχεία των διανυσμάτων d και 

d , αντίστοιχα, της σχέσης (Δ.109). Στη συνέχεια Θα υπολογίσουμε 

τις ποσότητες σ και σ . Κάνοντας χρήση του Λήμματος Δ. 2 και 

αντικαθιστώντας στην (Δ.119) παίρνουμε (για i,j=l,...,κ) 

χ 

u'au/T=l-TÌT+T.fT(u '£u/T)+T Σ fc-fT(u 'S2.u/T)+-c|Ta.-a."|δ.+ 
1 = 1 

2 χ χ 

+ - ? - Σ Σ ΓτΤΤ(υ'Ω. .u/T)-T4T2a. +23..]δ.δ.+ω(τ 3 ) = 
V = ± J = l 

χ χ 

= 1 + T [ J T ( U ' Q U / T - 1 ) ] + T 2 '£ fF(u Ώ u/T+a ) δ - τ Σ a ô + 
i = 1 ί = 1 

2 χ χ 3 χ χ 

+ - 5 - Σ Σ 2a. .δ.δ.+ - 4 - Σ Σ i T ( u ' 2 . .u/T-2a. ,)δ.δ.+ω(τ 3) = 

Χ Χ X X 

= 1+TW + τ 2 Σ w.o.-τ Γ a.ö.+τ 2 V Σ a. .5.5.+ 
i = 1 l· = 1 i = l j = i 
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3 χ χ 

+ - ξ - Σ Σ w. δ . 5 . + ω ( τ 3 ) = 
1 = 1 j = l 

χ χ χ χ 

-1+T7(w - Σ a . 5 . ) + x 2 ( E W.6.+ Σ Σ a , . δ . δ . ) + ω ( τ 3 ) = 
l = i L = 1 l = i ] = l 

= 1 + χ ( ν / ο - α ' δ ^ ) + τ 2 ( ν ' δ ^ + δ ^ Α δ Α ) + ω ( χ 3 ) , (Δ.121) 

ό π ο υ 

w=[(w. ). Λ ] , a = [ ( a ) . "] 
«- L ν = 1 , . . . , X J L t L = l , . . . , X J 

(Δ.122) 

A=[(a. .). . ] , δ - [ ( δ . ) . 4 ] . 
L VJ 1.,J=i,. . . , X J "- V L=l , x J 

Α ν τ ι κ α θ ι σ τ ώ ν τ α ς από τ η ν (Δ.110) στην (Δ.121) π α ί ρ ν ο υ μ ε 

u'S2u/T=l+x[w - a ' ( α * - r d * + ω ( τ 2 ) ] + 

+ τ 2 [ κ ' ( α Λ ι - τ ά ^ 2 + ω ( τ 2 ) ) + ( ά # ι - τ < ί # 2 + ω ( τ 2 ) ) ' Ä ( d # i - x d w + ω ( τ 2 ) ) ] + ω ( τ 3 ) -

- 1 + T ( W - a ' d * ) + τ 2 ( ν ' ά Α +d* Âd* + a ' d * ) + ω ( τ 3 ) . (Δ.123) 
Ο χ 1 χ 1 χ 1 χ 1 χ 2 

Από την α π ό δ ε ι ξ η τ η ς Πρότασης 3 . 2 κ α ι -Θέτοντας σ = 1 έ χ ο υ μ ε 

ό τ ι 

u ' u / T = o - σ ητ =» σ =u 'u/Τ+σ η τ 

κ α ι (Δ.124) 

" 2 ~ 2 2 2 2 3 

σ =1+ω(τ) =* σ η τ = (1+ω(τ) ) ητ =ητ + ω ( τ ) 

κ α ι ό τ ι ι σ χ ύ ε ι 
Α=Α+ω(τ) -*· b ' Ab=b 'Ab+u)(x) =» 

=» I b ' A b = A ' A b = T 2 ( b ' A b + ( j ( T ) ) = A ' A b + u ( T 3 ) = ì b ' A b + u ^ 3 ) . (Δ. 125) 

Από τις σχέσεις (Δ.118), (Δ.120), (Δ.124) και (Δ.125) και 

χρησιμοποιώντας τον ορισμό (2.4) βρίσκουμε ότι 

σ
2
=υ'ι_ι/Τ+ητ

2
+ω(τ

3
) = 

= [u 'Qu-b ' (X'ßX/T) b+ω(τ) ] / Τ + η τ 2 + ω ( τ 3 ) = 

-U Ώ υ / Τ + τ 2 (-b · Ab+n) +ω ( τ 3 ) - u Ώ υ / Τ + τ 2 (-b 'Ab+n) + ω ( τ 3 ) = 

- 1 + T ( W - a ' d * )+x" 2 (w 'd* +dL·' Äd* +a'd, l f ) + τ 2 ( - b ' Ab+n)+ω(τ 3 ) = 
O x l x 1 x 1 x 1 * 2 

= l + T ( w û - a ' d l t i ) + T 2 ( w ' d j t i + d ; i Â d , i + a ' d J t 2 - b ' A b + n ) + u ( 0 =» 

=* δ = ( σ 2 - 1 ) / τ =(w - a ' d * ) + T ( w ' d * +d ' Âd* + a ' d , - b ' A b + n ) + ω ( τ 2 ) = 
O O x l x l " 1 x l x 2 

=σ +τσ + ω ( τ 2 ) , (Δ. 126) 
ο ι 
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όπου 

σ =w -a '<iL 
Ο Ο *1 

και - (Α.127) 

σ =w'd* +dr Äd* +a'd* -b'Ab+n. 
1 *1 *1 * 1 *2 

Έστω u xo Txl διάνυσμα των OLS καταλοίπων από την ε "ξίσωση 

(4.3). Ισχύει όχι 

u=u-X(X'X)
-1
X'u. (Δ.128) 

Έστω u το t-σχοιχείο του διανύσματος u. Από τους ορισμούς (4.8) 

και (4.9) και τις (Δ.94) και (Δ.128) έπεται ότι 

u -u -x
t
' (X'X)"

±
X'u-u -x

t
* (X'X/T)~

1
X

,
u/T= 

=u -xx'BX'u//T=u -τβ , (Δ.129) 
t t t t 

όπου e
4
=x'BX'u/-fT. Από τις υποθέσεις μας έπεται ότι το Txl 

διάνυσμα 

e=[(e ) J=0(1) . (Δ.130) 
*- t 1=1,. . . ,T

J 

Επομένως, 

u = (u -xe ) =u -2xu e +τ e =u-x(2ue -τβ ) =u -τε , (Δ. 131) 
t t t t t t t t t t t t t 

2 

όπου ε =2u e -τβ . Έστω u το Txl διάνυσμα των GLS καταλοίπων από 
l i t t ^ 

την εϋίσωση (4.3) , όταν η μήχρα Ω ε ί ν α ι γνωστή". Ι σ χ ύ ε ι ό τ ι 
ιι=ιι-Χ(ΧΏΧ) - 1ΧΏυ.. (Δ. 132) 

Έστω u το t-στοιχείο του διανύσματος u. Από χους ορισμούς (4.8) 

και (4.9) και τις (Δ.94) και (Δ.132) έπεται ότι 

u =u -χ' (X'S2X)
_1
X'au=u -χ' (ΧΏΧ/Τ)~

4
Χ'2υ./Τ= 

=u -τχ ' GX ' ßu/iT=u -τβ , ( Δ . 133) 

όπου e =x'GX'ßu/TT. Από τις υποθέσεις μας έπεται ότι το Τχΐ 

διάνυσμα 

β=Γ(8 ) 1-0(1} . (Δ.134) 
>-

ν ι' t=i,. . . ,τ-1 

Συνεπώς, 

* 2 — 2 2 — 2—2 2 — —2 2 ~~~ 

u =(u - τ β ) =u -2xu e +χ e = u - x ( 2 u e -xe ) =u - χ ε , (Δ. 135) 
t t t t t t t t t t t t t 

— — — 2 όπου ε =2u e —xe . 
t t t t 

0 GQ εκχιμηχής xou γ ε ί ν α ι 
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Γ
 T

 V
£ τ

 ~ 2 
= Σ z

t
z
t
' Ε ζ (y -χ;β) , (Δ.136) 

L t=i -» t=i 

• -ι τ 

όπου β είναι ο OLS εκτιμητής του β και y -x'ß=u είναι τα OLS 

κατάλοιπα από την εΊίσωση (4.3). Ορίζουμε το Τχΐ διάνυσμα 

"-[^^...J-
 ( Δ

·
1 3 7 ) 

0 GQ εκτιμητής του γ είναι ο OLS εκτιμητής του γ and την εΊίσωση 

υ=Ζγ+υ, (Δ.138) 

όπου 

υ~Ν(0,Ω~
2
) . (Δ.139) 

Το αποτέλεσμα αυτό αποδεικνύεται εύκοΛα με χρήση των (Δ.1), 

(Δ.137), (Δ.138) και (Δ.139), διότι 

^
3

 = ( ζ
'

Ζ )
~

1 ζ
'^[ Ε νι'Ι * È W - X t ' ß ) 2 = - W ( Δ

·
1 4 0 ) 

L t = i -ι t = ι 

Από τ ι ς ( 4 . 1 ) , ( 4 . 2 ) , ( Δ . 1 3 1 ) , (Δ.138) κ α ι (Δ.139) β ρ ί σ κ ο υ μ ε ό τ ι 

τ ο t - σ τ ο ι γ ε ί ο τ ο υ Τχΐ δ ι α ν ύ σ μ α τ ο ς υ = Γ ( υ ) 1 ε ί ν α ι 
L t t = l , . . . ,Τ-· 

υ =u —Ζ'Ύ-ΧΙ - τ ε - σ = (u - σ ) - τ ε =u - τ ε , (Δ. 141) 
ό π ο υ u =u - σ . Σ υ ν ε π ώ ς , 

t t ι 

υ = ΰ - τ ε , ü= Γ(ΰ ) "1 . (Δ. 142) 

Lv t t=i,. . . ,τ-l 

Από τ ι ς ( Δ . 1 ) , ( Δ . 1 0 8 ) , ( Δ . 1 1 0 ) , ( Δ . 1 1 3 ) , ( Δ . 1 3 8 ) , (Δ.140) κ α ι 

(Δ.142) π α ί ρ ν ο υ μ ε 
ï a Q = ( Z ' Z ) " 1 Z ' U = ( Z ' Z ) " 1 Z ' ( Z ï + u ) = 

= ( Z ' Z ) _ ± Z ' Z - i + ( Z ' Z ) _ 1 Z ' u = - i + ( Z ' Z ) _ 1 Z ' u => 

=• δ ° α = Τ Τ ( γ - γ ) = Τ Τ ( Ζ ' Ζ ) " 1 Ζ ' υ = ^ Τ ' ( Ζ ' Ζ / Τ ) ~ : 1 Ζ ' υ / Τ = χ a u 

=ΒΖ ' ( u - τ ε ) /JT=BZ ' U / ^ T - T B Z ' e / J T -

=α„, - T a * , (Δ. 143) 

όπου 

d°^=BZ'uATT, ά ^ = Β Ζ ' ε / Τ Τ . (Δ. 144) 

0 Α ε κ τ ι μ η τ ή ς τ ο υ γ ε ί ν α ι 

* Α = 

«- t = ι - l t = i 
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ό π ο υ β είναι ο OLS ε κ τ ι μ η τ ή ς τ ο υ β και, y - x ' ß = ü ε ί ν α ι τ α OLS 

κ α τ α Λ ο ι π α από τ η ν ε? ίσωση ( 4 . 3 ) . Χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ώ ν τ α ς τ ι ς ( Δ . 1 ) , 

( Δ . 1 3 7 ) , (Δ.138) κ α ι (Δ.139) β ρ ί σ κ ο υ μ ε ότι ο Α ε κ τ ι μ η τ ή ς τ ο υ "& 

ε ί ν α ι ο GLS ε κ τ ι μ η τ ή ς τ ο υ γ από τ η ν ε ΐ ιίσωση (Δ. 138) , δ ι ό τ ι 

^ - ( Ζ ' ^ Ζ Γ ' Ζ ' Λ -

L t = ι J t = i 

όπου 

^ ^ d i a g ^ z ^ r 1 ] . (Δ.147) 

Από τ ι ς ( Δ . 1 ) , ( Δ . 1 0 8 ) , ( Δ . 1 1 0 ) , ( Δ . 1 1 3 ) , ( Δ . 1 3 8 ) , (Δ..146) κ α ι 

(Δ.147) π α ί ρ ν ο υ μ ε 

γ = ( Ζ Ώ 2 Ζ ) " 1 Ζ Ώ 2 υ = ( Ζ Ώ 2 Ζ ) _ 1 Ζ Ώ 2 ( Ζ γ + υ ) = 

= (Ζ ' Ω 2 Ζ ) _ 1 Ζ Ώ 2 Ζ γ + (Ζ Ώ 2 Ζ ) _ ± Ζ Ώ 2 υ = γ + ( Ζ Ώ 2 Ζ ) _ 1 Ζ Ώ 2 υ =!• 

=» δ ^ = ^ Τ ( γ -γ)=ΛΓΤ(ΖΏ 2 Ζ) £Ζ Ώ 2 υ = ^ Τ ( Ζ Ώ 2 Ζ / Τ ) *Ζ Ώ 2 υ / Τ = 

=ΘΖΏ2υ/·,ΓΤ. ' (Δ. 148) 

όπου 

Θ = ( Ζ Ώ 2 Ζ / Τ ) _ 1 , Ω=Ω = d i a g [ ( z ' * ) _1"1 . (Δ. 149) 

Από το Λήμμα Α.1, τις (4.8) και (4.9), το Λήμμα Δ.4 και την 

(Δ.147) παίρνουμε 

»• 

2 ? act 3! 
Ζ Ώ Ζ / Τ = Ζ Ώ Ζ/Τ+2τ £ ( Z ' ß 2 . Z / T ) d + ω ( τ ) => 

ι 11· 
i = 1 

*» Α=Α+2τ Σ Α . ά ° α + ω ( τ 2 ) =» 
ι i l 

i = 1 

=» G=(A) _ 1 = Ά+2τ Σ Α . ( ί σ α + ω ( τ 2 ) =Α ~ 4 - 2 τ Ε Α _1Ά.Α _ 1 d G Q + w ( τ 2 ) = 
Ι . i l i Ι ι 1 ι 
<- l· = i -Ι ι = ι 

χ 

=Θ-2τ Σ GA.GdaQ+üüU2) , (Δ. 150) 

. _ ι 1 1 

ό π ο υ 

Α.-ΖΏΩ.Ζ/Τ. (Δ. 151) 
ι ν 

ΕπιπΛεον, κάνοντας χρήση του Λήμματος Δ.4 και της (Δ.142) 

παίρνουμε 
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Ζ ' 2 2 \ J / , T T = 2 Ώ 2 ( u - τ ε ) /fT= 

χ 

= Ζ Ώ 2 ( ι α - τ ε ) / Τ Τ + 2 τ Ε Γ Ζ Ώ δ . (u-τε)/<ΓΓ Ί ά σ α + ω ( τ 2 ) = 
i = 1 

χ 

= Ζ ' 2 2 ι ι Α Γ Τ - τ Ζ Ώ 2 ε / , Γ Τ + 2 τ Ε (Ζ ΏΩ. u/JT) d a a + u ( τ 2 ) . (Δ.152) 
1 Ι 

ί = 1 

Αντικαθιστώντας στην (Δ.148) από τις (Δ.150) και (Δ.152) βρίσκουμε 

ότι 

5
* = 

Τ-_ Χ -Ι 

ΪΘ-2τ Ε ΘΑ.Θ<1°%ω(τ2) · 

• | Ζ Ώ 2 ΰ / Τ Τ - τ Ζ Ώ 2 ε / Λ Γ Τ + 2 τ Γ (Ζ ΏΩ.ΰ/-ΓΓ) ά ° α + ω ( τ 2 ) = 

L j a l J * J J 
__ χ 

= β ( Ζ Ώ 2 υ / Τ Τ ) - τ β ( Ζ Ώ 2 ε / Τ Τ ) + 2 τ E G (Ζ ΏΩ.ιι/ΤΤ) d ° a ~ 
J ι J 

j = 4 
χ 

- 2 τ E G Ä L G ( Z ' ß 2 ü / i T ) d ° % u ( ^ ) = 

i = 1 

= Θ ( Ζ Ώ 2 ΰ / Τ Τ ) -

r _ vi _ x _ _ -ι 
- τ Θ(ΖΏ 2ε/ΛΓΤ)+2 Ε GA.G ( Ζ ' ß 2 u / 4 T ) d ' a a - 2 Ε G (Ζ'ΩΩ.υ/ΤΤ) d ° a +ω ( τ 2 ) = 

Ι 1 1 L 1 1 
L i = i i = l -I 

=d* - x d î + ω ( τ 2 ) , (Δ.153) 
όπου 

d* =G(Z'Q u / f f ) * ι 

και. (Δ.154) 
χ χ 

d* = β ( Ζ Ώ 2 ε / Τ Τ ) + 2 E GA.G(Z'f i2u/,ÌT')d a Q-2 E G (Ζ 'Qß .u /JT) d a r 

* 2 . 1 l i ι 1 
ι 

1 = 1 i = 1 

Ο ΙΑ ε κ τ ι μ η τ ή ς τ ο υ γ ε ί ν α ι 

Tf - Σ ( ζ ' γ ) 2 ζ , ζ ' Ε ( ζ ' γ )~ 2 ζ ( v - x ' 0 ) 2 , (Δ. 155) 
οι Ι t ot-i t t i t cx-1 t t t ot-1 

>- t = l -» t = 1 

όπου 0 , γ είναι ο εφικτός (feasible) GLS εκτιμητής του 0 και 
ot-1 <χ-± 

ο αντίστοιχος εκτιμητής του γ κατά την προηγουμένη επανάληψη και 

y -χ/β =u είναι τα GLS κατάλοιπα από την εξίσωση (4.3). Έστω 
.t .t Or-i. t „ 

γ =γ . Χρησιμοποιώντας την (4.1) και τον γ υπολογίζουμε την Ω και 
1 Α

 Α Α
 Α 

με την GLS μέθοδο εκτιμούμε τον β =β . Για α
:
=2,3,..., εύκολα 

Λ. 1. Α 

μπορούμε να δείξουμε ότι ο γ είναι ο GLS εκτιμητής του γ από την 
oc 
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υ = Ζ γ + υ , (Δ.156) 

όπου 

ύ = Γ ( ΰ 2 ) Ι (Α.157) 
L t t = i , . . . ,τ-ΐ 

κ α ι γ ι α τ ο υ ι σ χ ύ ε ι η (Α. 139) . Πράγματι . , -θέτοντας 

Ω=Ω - d i a g R z ' * ) - 1 ] , (Α.158) 

βρίσκουμε 

γ = ( Ζ Ώ 2 Ζ ) _ 1 Ζ Ώ 2 υ = 

"t 
- 2 

Ε ( z t ' W 2t zt 'J Σ ( z t ' W W ^ i ' 0 « ^ =*<*· ( Δ · 1 5 9 ) 

t = ι -I t = ι 

Από τ ι ς ( Δ . 1 ) , ( Α . 1 0 3 ) , ( Α . 1 1 0 ) , ( Α . 1 1 3 ) , ( Α . 1 4 9 ) , ( Α . 1 5 6 ) , 

(Α. 158) Kau (Α. 159) π α ί ρ ν ο υ μ ε ότι, 
γ = ( Ζ Ώ 2 Ζ ) _ 1 Ζ Ώ 2 υ = ( Ζ Ώ 2 Ζ ) - 1 Ζ Ώ 2 ( Ζ γ + υ ) = 

( Ζ Ώ 2 Ζ ) 1 Ζ Ώ 2 Ζ ί , ' + ( Ζ Ώ 2 Ζ ) ~ 1 Ζ Ώ 2 υ = γ + ( Ζ Ώ 2 Ζ ) ' ζ Λ =» 

=* δ~=4Τ(γ - γ ) = 4 Τ ( Ζ Ώ 2 Ζ ) 1 Ζ Ώ 2 υ = 

--(Τ(Ζ Ώ 2 Ζ / Τ ) _ ± Ζ Ώ 2 υ/Τ=ΟΖ Ώ 2 υ / 4 Τ . (Α . 160) 

Στην π ε ρ ί π τ ω σ η π ο υ μ ε Λ ε τ ο υ μ ε , τ α u ε ί ν α ι τ α GLS κ α τ ά Λ ο ι π α από τ η ν 

ε ΐ ί σ ω σ η ( 4 . 3 ) , ό τ α ν η μτίτρα. 2 δ ε ν ε ί ν α ι γνωστή". Ε ρ γ α ζ ό μ ε ν ο ι όπως 

στην α π ό δ ε ι ξ η τ η ς (Δ. 133) π α ί ρ ν ο υ μ ε 

u - u - τ χ ' Θ Χ ' Ω υ / / Τ . (Α.161) 
t t t 

Ό μ ω ς , από τ α Αόμματα Β.2 κ α ι Β . 3 π α ί ρ ν ο υ μ ε ό τ ι 

β = Θ + ω ( τ ) , Ω=Ω+ω(τ). (Δ.162) 

Α ν τ ι κ α θ ι σ τ ώ ν τ α ς από τ η ν (Α.16 2) στην (Α.161) κ α ι Λαμβάνοντας υπόψη 

τ η ν (Δ.133) β ρ ί σ κ ο υ μ ε 

u = u - τ χ ' Θ Χ ' Ω ι ι / Τ Τ + ω ( τ ) = ι α - τ β +ω(τ) . (Α. 163) 

t t t . t i 

Από τ ι ς ( 4 . 1 ) , ( 4 . 2 ) , ( Α . 1 3 9 ) , (Α.156) κ α ι (Δ.163) π α ί ρ ν ο υ μ ε ό τ ι 

τ ο t - σ τ ο ι χ ε ί ο τ ο υ Τ χ ΐ δ ι α ν ύ σ μ α τ ο ς υ = Γ ( υ ) 1 ε ί ν α ι 
υ =u - ζ ' γ = υ - τ ε - σ + ω ( τ ) = (u - σ ) - τ ε + ω ( τ ) =u - τ ε + ω ( τ " ) , (Δ. 164) 

ΐ . Τ» L L t . Ι. L u t· u t » 

— 2 2 

ό π ο υ u =u —σ . Σ υ ν ε π ώ ς , 

υ = ΰ - τ ε + ω ( τ 2 ) , ΰ = Γ ( ΰ ) 1 . (Δ. 165) 
L t t = i , . . . , T J 
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Χρησιμοποιώντας ΤΟ Λήμμα Α.1, την (Δ.113), το Λήμμα Δ.4 Kau την 

(Δ.158) και εργαζόμενου όπως στην απόδειξη της (Δ.150), βρίσκουμε 

ότι 

Θ=Θ-2τ r GA.Gd A .+u(T 2 ) , 
ι 1 ι 

i = 1 

(Δ.166) 

όπου η μ ή τ ρ α Α. έ χ ε ι ο ρ ι σ τ ε ί στην (Δ. 151) . Ε π ι π λ έ ο ν , από τ ο 

Λήμμα Δ . 4 KŒL την (Δ. 165) έ π ε τ α ι , ό τ ι 

Ζ Ώ 2 υ / Λ | Τ = Ζ ' Ω 2 [ ΰ - τ ε + ω ( τ 2 ) ] / | Τ + ω ( τ 2 ) = 

, Α , 2 . 

. + ω ( τ ) = 
= Ζ Ώ 2 [ ι ι - τ ε + ω ( τ 2 ) ] / Λ | Τ + 2 τ Ε | Ζ Ώ 2 . [ u - τ ε + ω ( τ 2 ) ] / | T | d A 

•κ. 

= Ζ Ώ 2 ( Ι Ι - τ ε ) / | Τ + 2 τ Ε [ Ζ Ώ& ( u - τ ε ) / | Τ ] ά * . + ω ( τ 2 ) = 
1 = 1 

»t 

= Ζ Ώ 2 α / | Τ - τ Ζ Ώ 2 ε / | Τ + 2 τ Ε (Ζ ΏΩ.ιι/ΙΤ) d A + ω ( τ 2 ) . (Δ.167) 
1 1 1 

i = 1 

Χρησιμοποιώντας τις σχέσεις (Δ.154), (Δ.160), (Δ.166) και (Δ.167) 

και εργαζόμενοι όπως στην απόδειξη της (Δ.153), βρίσκουμε 

Ö ~ = G ( Z ' 2 2 ü / | T ) -

ι- >1 ·Χ 

τ β ( Ζ Ώ 2 ε / | Τ ) + 2 Ε GA.G ( Ζ ' 2 2 u / | T ) d A - 2 Σ G ( Ζ ' 2 2 . u / 4 D d A 

Ι ι l i i l 
U i = ! i = 1 

, A , cu , 2 , 

=d* - τ α * + ω ( τ ) , 
x i * 2 

+ ω ( τ ) = 

(Δ.168) 

όπου 

,Α 
d* - G ( Z ' ß u / I T ) 

* 1 

κ α ι (Δ.169) 

d? -G(Z'S2 ε / | Τ ) + 2 E GA.G (Ζ Ώ u / | T ) d - 2 E G (Ζ Ώ Ω . Ι Λ / | Τ ) d . 
" 2 ι i l ι l i 

i = 1 i = 1 

Χρησιμοποιώντας τις (2.6), (Δ.108), (Δ.110) και (Δ.126) 

παίρνουμε ότι 

δ= 

L
5
* 

σ +τσ 
ο ι 

d̂ , -xd„ 
+ω(χ )= ο +χ 

-d. 

+ω{τΖ)=άΛ+τά^+ω(τζ) , (Δ.170) 

όπου 

d
;

= (
< V

d
* i > ' d;=

(0i
,-d;

2
) 

Από τις (2.8), (Δ.170) και (Δ.171) συνεπάγονται τα ακόλουθα 

αποτελέσματα: 

(Δ.171) 

336 



( i ) 
λ Λ' ο 

λ Λ 
= l i m Ε 

τ »co 
• ±-> 

(o^,d . ; ) = l i m E 
Τ »00 

Γ 2 
σ 

ο 

σ d .̂ 
·- Ο * 1 

σ d/ ο * ι 

* 1 * i J 

Λ = l im Ε(σ ) , λ= l i m Ε(σ d* ) , Λ= l i m E ( d * d ' ) 
Ο Ο Ο χ 1 χ 1 χ 1 

(Λ.172) 

( ϋ ) 
μ 

-»00 

* l im Ε 
Τ »00 

-•00 -»00 

•ΓΤσ +σ ο ι 

1 *2J 

lim Ε(ΤΤσο+σ±) , μ- lim E (-ITd^ - d # 2 ) . (Δ.173) 
-•00 -»00 

Χρησιμοποιώντας το Λτήμμα Α.8, το Λήμμα Α.2 και τις (Δ.127), 

(Δ.144), (Δ.154), (Δ.169), (Δ.172) και (Δ.173) μπορούμε να 

δείΊουμε ότι γ υα οποιονδήποτε εκτιμητή του γ ισχύουν τα ακόΆου€α 

αποτε Λεσματα: 

(i) E(o
2
)=Ef(w -a'd* )

2
1=E(w

2
-2w a 'd. + a'd* d' a) = 

ο L o *1 J Ο Ο *1 *1 *1 

=E(w
2
)-2a'E(w d* )+a'E(d* d' )a=2-2a'E(w d* )+a'E(d

w
 d' )a => 

ο O *± *1 *1 Ο *1 *1 *1 

·* λ « lim E(o
2
)=2-2a'lim E(w d* )+a Ί im E(d* d' ) a= 

ο ο ο * ι *i * 1 -»00 -»00 -»00 

=2-2a'lim E(w d„ )+a'Aa, 

-»co 
Ο

 x
i 

(Δ.174) 

(ii) E(o
o
d

#i
)-E[(w

o
-a'd

#i
)d

#
J-E[d

#i
(w

o
-a'd

#i
) '] = 

= E
 i

w
o

d
*r

d
*i

d
*'i

a ) = E (w
o

d
*i> "

E ( d
*

1

d
* i

) a
 •* 

=Φ λ- lim Ε(σ d* )= lim E(w d* )- lim E(d* d' )a= 
Ο

 x
i Ο

 x
l

 x
i

 x
 1 »00 -»00 -»CO 

= lim E(w d. )-Aa 
-+00 

Ο
 x

l 

(iii) Από τις (Δ.164) KŒL (Δ.165) παίρνουμε 

E(üt)=E(u
2-o2)=o2-o2=0 * E(ü)=E[(üt)t=i _

Τ
]=0· 

ΕπιπΛέον, εφόσον d̂  =*d* =BZ'u/*FT, γ ta 
χ
 1 "1 

d
*
 = d

* =G(Z'S2 uZ-fT) γ uà τους γ , γ κα 
χ
±

 χ
1 Α β» 

(Δ.175) 

(Δ.176) 

M L 

τον 

rfrrcrrf iu ό τ Ι 

' G Q και. 

E ( d ^ ) = 0 

Ά ρ α , 

(Δ.177) 

Ε (Tfd^-ά^) =m (d# i) -E (d.2) = -E (d#2) 
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=#· μ= lim EC^Td* -d
x
 ) = - lim E(d

#
J . (Δ. 178) 

n
 1

 Λ
 2 2 

Τ »οο τ »co 

(iv) Από το Λήμμα Δ.2, την (Δ.176) και (Δ.178) και εφόσον b~N(0,G) 

Kau trAG=trI =η, συνεπάγεται ότι 
η 

Ε(σ )=E(w -a'd* )=E(w )-a'E(d
w
 )=0, (Δ.179) 

Ο Ο "1 Ο '1 

και επομένως 

Ε(ΤΤσ +σ )=-ΓΪΈ(σ )+Ε(σ )=Ε(σ )=E(w'd„ +d' Ad* +a 'd* -b'Ab+n) = 
O 1 O 1 1 *i *± *i *2 

=E(w'd* )+E(d'Äd* )+E(a'd* )-E(b*Ab)+n= 

=E(w'd* )+trÄE(d„d; )+E(a'dw )-trAG+n= 
*i *± * 1 * 2 

=E(w'd* )+trÄE(d* d* )+E(a'd* )-n+n -* 
*i *i * i x 2 

••μ = l im Εί-ΓΤσ +σ ) = l im Ε(σ ) = 
* ο ' ο ι 1 

Τ »00 Τ »00 

= l im E ( w ' d „ )+ l im t rÄE(d* d ' )+ l im E ( a ' d * ) = 
Τ »CO Τ »00 τ »co 

= lim E(w'd* )+trÄ lim Eid* d#' ) + a'lim E(d* ) = 
Τ »CO Τ »CO Τ »CO 

= lim E(w'd, )+trÄA-a^. (Δ.180) 
Τ »CO 

Συνοψίζοντας τις σχέσεις (Δ.126), (Δ.127), (Δ.143), (Δ.144), 

(Δ.153), (Δ. 154), (Δ.168) και (Δ.169), βρίσκουμε ότι. γ ια τον GQ 

εκτιμητή του γ ισχύουν OL σχέσεις: 

C Ε 0 0 J J 0 0 J J Q C l a a /J 0 0 

ο =o„, , d* =d„, , d* =d* , σ =w -a d* , '* 

(Δ.181) 

σ =w'd* +d* 'Ad* +a d* -b'Ab+n. 
ι * 1 * 1 * t * 2 

Επιπλέον, για τον Α εκτιμητή του γ έχουμε: 

δ*=5*, d* =d* , d* =d. , σ =w — a 'd* , 
* * * · * - *2 *2 o o *i ' * ~ * ' *-*•* < ^ - x . 

(Δ.182) 

o
A
=w'd* +d

A
'Ad

A
 + a'd

A
 -b'Ab+n 

ΤέΛος, για τον ΙΑ και τον ML εκτιμητή του γ έχουμε 

_ ,... « , , Α , , ΟΙ .-Χ , , Α Α 

δ =ο* , d* =d* , d* =d* , σ =w -ad* =σ , 
* * *1 *ι *2 *2 Ο Ο *1 Ο (Δ.183) 

=w'd* +d*'AdC + a'd~ -b'Ab+n. 
*1 * 1 *i *2 

Στην συνέχεια 9α υπολογίσουμε τις ποσότητες E(w d* ) και 
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ECw'd* ) για όΛους τους εκτιμητές του γ που είετά'ζουμε. Από την 

απόδειίη του Λήμματος Δ. 2 έχουμε ότι 

w
o
=[ Σ ^-τ] /ίΤ= Ε (ψ*-1)/ΦΓ, w.= -τ Ε —1^(^-1) . (Δ.184) 

Lt=i J/ t=l t = 1 Ο 

t 

όπου 

ψ 2 =ιι 2 /σ 2 ~χ 2 , Ε ( ψ 2 ) = 1 , V a r ( i / ) = 2 , Ε Γ(ψ2-1) (ψ 2-1) ] -26 t , (Δ.185) 
t ' t ' L l t t *- t 3

J
 ta 

2 2 
όπου δ είναι το δ του Kronecker και εφόσον τα ω και ψ είναι 

ta ^ ^t
 T

s 

ανεΊάρτητα για t^s. Οι (Δ.94) και (Δ.185) συνεπάγονται ότι 

û =ΐΛ2
-σ

2
=σ

2
(ι//σ

2
-1)=σ

2
(ψ

2
-1) . (Δ. 186) 

Συνδυάζοντας τ ι ς ( 4 . 1 ) , (Δ.113) , (Δ .184) , (Δ.185) και (Δ.186) 

παίρνουμε 

E(w u ΑΓΤ)=Ε 
ο t 

2 

τ τ σ τ Ε σ2(ψ2-1) (ψ2-1)/Τ = -̂ Α Ε Ε[(ψ2-1) (ψ2-1)] = 
= 1 J S = 1 

2 
σ τ 

t 

U s = ± J S = 1 

= -γ- Ε 2δ ΐ 3 =2σ;/Τ=2 2 ι ' γ/Τ =» 
S = 1 

=, E(woü/4T)=E[(wou t/^T) t^ __ τ ] = [(2 Ζ ι 'γ/Τ) ι = ι J = 

=2Ζγ/Τ. (Δ.187) 

— r Τ Ζ . -ι 

E(w.u /iT)=E - τ σ 2 Ε — ^ ( ψ 2 - 1 ) ( ψ 2 - 1 ) / ί Τ = 
\. t I t 2 9 t. Ι 

«- 3 = ι σ J 

Ξ 

2 2 

σ τ ζ . σ τ ζ . 

Γ Ε - r EC'^-1) " r " ] τ1 Ε ~ 28,.-
Τ 

3 = ί . σ s = ι σ 
3 3 

= - 2 σ 2 ζ . / Τ σ 2 = - 2 ζ . / Τ =* 
t tL t ti. 

* E(ÜW'/^T)=E[(W.Ü/4T , ) 4 1 = 

= [ ( - 2 z V T ) ( 4 T , ]= -2Z /T . (Δ.188) 
L tL t = i , . . . ,T,L=1,. . . ,5*-· 

Κάνοντας χρήση των (Δ.113), (Δ.181), (Δ.182), (Δ.183), (Δ.187) και 

(Δ.188) βρίσκουμε τα ακόΛουθα αποτελέσματα: 

(a) Για τον GQ εκτιμητή του γ έχουμε ότι 

E(w d* )=E(w d°
Q
)=ETw (BZ 'ÜAfT) 1 =BZ Έ (w ü/-fT) =BZ '2Ζγ/Τ= 

ο * ± o Ä i "-Ο -• ο 

= 2(Ζ'Ζ/Τ)
_±
(Ζ'Ζ/Τ)γ = 2γ (Δ.189) 

και 
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E(w'd* ) = E ( w ' d ° a ) = E ( t r w ' d ° < 1 ) = E ( t r d ^ a w ' ) = t r E ( d J a w ' ) = 

= t rE [(BZ 'Ü/-TT) w ' ] =trBZ Έ (uw VfT) =trBZ ' (-2Z/T) = 

= - 2 t r ( Z ' Z / T ) _ 4 ( Z ' Z / T ) = - 2 t r l = -2κ. (Δ.190) 

(b) Tua χους Α, ΙΑ, και, ML ε κ τ ι μ η τ έ ς του γ έχουμε ό τ ι 

E(w d* )=E(w d* )=ETw 6(ΖΏ2ΰ/ΛΓΤ)1=ΘΖ'22Ε(ν/ ü/JT) =GZ Ώ 2 2Ζγ/Τ 

= 2 ( Ζ Ώ 2 Ζ / Τ Γ ± ( Ζ Ώ 2 Ζ / Τ ) γ = 2γ (Α. 191) 

και 

E ( w ' d # i ) - E ( w ' d î i ) = E ( t r w ' d î i ) - E ( t r d î i w ' ) - t r E ( d î i w ' ) = s 

=trE [ G (Ζ '2 2u/TT) w']=trGZ Ώ 2 Ε (üw'/^T) =trGZ Ώ 2 (-2Ζ/Τ) = 

= - 2 t r ( Z ' Q 2 Z / T ) _ 1 ( Z Ώ 2 Ζ/Τ)= - 2 t r l = -2κ . (Α.192) 
χ 

Συνεπώς, συνοψίζοντας τα αποτελέσματα (Α. 189), (Δ.190), (Α.191) 

και. (Α. 192) έχουμε ότι. για όλους τους εκτιμητές του γ ισχύουν οι 

σχέσεις: 

E(w d* )=2γ •» lim E(w d, ) =2γ 
Ο
 x

l
 v

 Ο *1 
Τ >co 

και (Α.193) 

E(w'd* )= -2κ «Φ lim E(w'd* ) = -2κ. 
Τ >CO 

Από τις (Δ.174), (Δ.175), (Δ.180) και (Δ.193) έπεται ότι για 

όλους τους εκτιμητές του γ που μελετήσαμε ισχύουν οι σχέσεις: 

Λ = lim E(o
2
)=2-4a'-tf + a'Aa, 

ο ο 
Τ »οο 

λ= lim Ε(σ d* )=2^-Aa, (Α.194) 
Ο *± 

Τ »00 

μ = lim Ε(σ )= -2K+trAA-a^=trAA-2K-a^ . 
Τ »00 

Απομένει να υπολογιστούν τα Λ και μ για τους διάφορους 

εκτιμητές του γ. 

(Α) Για τον υπολογισμό της μήτρας Α χρησιμοποιούμε το Λήμμα Α.3, 

τις (Α.113), (Δ.144), (Α.154), (Α.169) και (Α.172) και το γεγονός 

ότι οι μήτρες Β και G είναι συμμετρικές και βρίσκουμε τα ακόλουθα 

αποτελέσματα: 

(i) Για τον GQ εκτιμητή του γ ισχύει 
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E(d* 1d* 1)-E(d°°c£^')-E[(BZ'u/<n') (BZ'uAlT) ']=E(BZ *UU 'ZB/T) = 
- 2 N „=T 

- B Z ' E ( u u ' ) Z B / T - B Z ' ( 2 Q )ΖΒ/Τ«2Β(Ζ*Ω Ζ/Τ)Β=2ΒΓΒ =• 

=* Λ- l im E ( d * d ' ) = l i m 2ΒΓΒ. (Δ.195) 

τ »co τ »co 

Σ υ ν ε π ώ ς , γ ι α τ ο ν GQ ε κ τ ι μ η τ ή τ ο υ γ η μ ή τ ρ α Λ μ π ο ρ ε ί να ε κ τ ι μ η - θ ε ί 

ως 

Λ=2ΒΓΒ. (Δ.196) 

( i i ) Γ ι α τ ο υ ς Α, ΙΆ κ α ι IVEL ε κ τ ι μ η τ έ ς τ ο υ γ ι σ χ ύ ε ι 

Ε (d* d ; ) -Ε ( d j d j ') =E [(GZ ' ß 2 ü / f T ) (GZ Ώ 2 ΰ / 4 Τ ) ' ] = E (GZ Ώ 2 ^ Ώ2Ζ(3/Τ) = 

-.2 -
-GZ'Q E ( u u ' ) 2 ZG/T-GZ'ß (2Ω )Ω ZG/T-2G(Ζ Ώ Z/T)G=2GAG-2G ^ 

=* Λ= l im E(d» d ' )= l im 2G. (Δ.197) 
Τ »CO Τ »CO 

Επομένως, για τους Ά, ΙΑ και ML εκτιμητές του γ η μήτρα Λ μπορεί 

να εκτιμηβεί ως 

A=2G. (Δ.198) 

(Β) Γ ι α τ ο ν υ π ο λ ο γ ι σ μ ό τ ο υ δ ι α ν ύ σ μ α τ ο ς μ χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ο ύ μ ε τ ο 

Λήμμα Δ . 3 , τ ο υ ς ο ρ ι σ μ ο ύ ς ( 4 . 1 4 ) , τ ι ς σ χ έ σ ε ι ς ( Δ . 1 1 3 ) , ( Δ . 1 4 4 ) , 

( Δ . 1 5 4 ) , (Δ.169) κ α ι (Δ.178) κ α ι τ ο γ ε γ ο ν ό ς ό τ ι ο ι μ ή τ ρ ε ς Ω, Ω~ 

κ α ι Ω. ε ί ν α ι δ ι α γ ώ ν ι ε ς κ α ι β ρ ί σ κ ο υ μ ε τ α α κ ό λ ο υ θ α α π ο τ ε λ έ σ μ α τ α : 

( i ) Γ ι α τ ο ν GQ ε κ τ ι μ η τ ή τ ο υ γ ι σ χ ύ ε ι 

Ε (d* ) =Ε ( d ° Q ) =Ε (ΒΖ ' ε / J T ) =ΒΖ Έ (ε) /4Τ=ΒΖ ' (ν/Ή*) /ΤΓ= 

=* ί>Λ=. J t ( V t ) i-i J/T-B^v t VT-Bi * 

-> μ- - l im E ( d * ) - - l im F S . (Δ. 199) 
* 2 

Τ »CO Τ »co 

Ά ρ α , για τον GQ εκτιμητή του γ το μ μπορεί να εκτιμηθεί ως 

μ- -Β?. (Δ.200) 

(ii) Για rov Α εκτιμητή του γ έχουμε 

„2 _ , rs,, -, — , _ 2 „ , _
 Ν
 , Γ^> ~~ . ~2 

Ε Γ G ( Ζ ' Ω ε/-/"Τ) ] =GZ ' Ω Ε ( ε ) /-iT=GZ ' Ω ( v/JT) /-fT-

=Gl"(z ) "ldiag(o"
4
) Γ(ν ) ]/T= 

L
v
 t t=i,. . . ,τ-Ι L i- t t=l,. . . ,T-I 

_ τ _ 

=G Σ o ; 4
v z / T = G 1 , (Δ.201) 

t t t 1 
t = 1 
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E [(Ζ 'Qu/{Ti d ° J = E [ { Z ' Ω u / ^ > ( b i ' Z ' U / ^ D ] = 

-E[(Z'ß2ü/JT) (ü'ZbViT)]=E(Z'ß2üiü'Zb./T)=Z'ß2E(iIü')Zb./T= 

•Ζ Ώ 2 (2Ω 2 ) Zb. /T=2 (Z 'Z/T) b.=2Fb. , 
l· 1 1 . 

(Δ.202) 

όπου b . ε ί ν α ι η i-στήΛη τ η ς μ ή τ ρ α ς Β. Ε ρ γ α ζ ό μ ε ν ο ι όπως στην 

α π ό δ ε ι ί η τ η ς (Δ. 202) π α ί ρ ν ο υ μ ε 

E r ( Z ' ß ß . ü / i T ) d a Q l = E ( Z ' ß ß . ^ ' Z b . / T ) = Z ' ß ß . E ( i I u ' ) Z b . / Τ = 

=ΖΏΩ. (2Ω 2 ) Z b . / T = 2 ( Z ' 2 . ß _ ± Z / T ) b . , 
U V L I . 

(Δ.203) 

Συνδυάζοντας τις (Δ.154), (Δ.178), (Δ.201), (Δ.202) και (Δ.203) 

Βρίσκουμε ότι 

E ( d ^ ) = E ( d t 2 ) = 

r _ « •* -ι 

=E β ( Ζ Ώ 2 ε / ^ Τ ) + 2 E G A . G ( Z ' ß 2 u / T T ) d a Q - 2 E G (Ζ ΏΩ.u/JT) d a Q = 
iL L = 1 l = i J 

* >t 

= E [ G ( Z ' 2 2 e / ^ T ) ] + 2 E GA.GE [(Ζ Ώ 2 α / 4 Τ ) d ° ^ ] - 2 E G E [ ( Z ' ß ß . u / ^ | T ) d ^ ] = 
X. = i 

-Gì +2 E GA.G2Fb.-2 E G2(Z'ß.Q Z/T) b. =» 
i = 1 V = i 

=*· μ= - 1 im E (d* ) = 
Τ ><x> 

= - l ini Gì +4 E GA.GFb.-4 E β ί Ζ Ώ . Ω *Z/T) b. l· 
Τ !><X)L ι = 1 x. = 1 -I 

Gì +4 E I GÂ.GFb -G (Ζ Ώ.Ω _ 1 Ζ/Τ) b. j = - 1 im 
τ >oa 

= - l i m 
τ • < » 

= - 1 im 
Τ XX) 

Gl +4G Ε Γ A.Ge.-(Z'2.Q_1Z/T)b. 1 

Gl +4G E I Α.σ".-(Ζ'Ω.Ω-1Ζ/Τ)Ϊο. ] (Δ.204) 

από ό π ο υ σ υ ν ε π ά γ ε τ α ι , ό τ ι γ ι α τ ο ν Α ε κ τ ι μ η τ ή - τ ο υ γ τ ο μ μ π ο ρ ε ί ν α 

ε κ τ ι μ η θ ε ί ως 

μ= -Gl -4 Ε G Γ A.g.-(Z'ß.S2 ±Z/T)b. 1, 1 i = ± L v ι v L J 
(Δ.205) 

όπου Α. =ΖΏΩ. Z/T, g. είναι η i-στήλη της μήτρας G, b. είναι η 
L V V. <• 
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i-σττΊΛη τ η ς μήρας Β κ α ι εφόσον ι σ χ ύ ε ι ό τ ι 

FB-Ffb b ) = (Fb , . . . ,Fb ) = Ι = > F b . = e . , (Δ.206) 
1 Χ 1 Χ Χ L V. 

ό π ο υ e. είναι η i-σττΊΛη τ η ς μ ή τ ρ α ς Ι . 
\. χ 

( i i i ) Γ ι α τ ο υ ς ΙΑ και. ML ε κ τ ι μ η τ έ ς τ ο υ γ έ χ ο υ μ ε 

Ε [ G (Ζ Ώ 2 ε / J T ) ] =GZ 'Ω2Ε (ε) /ΛΓΤ=ΘΖ Ώ 2 ( X G x ^ f T ) / ^ Τ = 

=G~|"(z ) ] d i a g ( o " * ) f ( x ' G x ) 1 / Τ ­ι· t t=i τ-· t ·- t t t=i,. . . ,τ-Ι 
_ τ _ 

=G Σ ° t * x i G x t Z t / T = G V (Δ.207) 
t = ι 

Ε [(Ζ Ώ 2 ΰ / Τ Τ ) d A J =E [(Ζ ' 2 2 û / f T ) (g.'Z Ώ 2 ΰ / ^ Τ ) ] = 

=E Γ(Ζ Ώ 2 ΰ / / Τ ) (ü 'ß2Zg. /4T) 1 =E (Ζ Ώ 2 ΰ ΰ '£ 2 Zg./T) -Ζ Ώ 2 Ε (üü ' ) 22Zg. / Τ -

=Z'S22(2S2~2)ß2Zg./T=2(Z'ß2Z/T)g.=2Äg. , (Δ.208) 
l L I 

ό π ο υ g. ε ί ν α ι η i-στήΛη τ η ς μ ή τ ρ α ς G. Ε ρ γ α ζ ό μ ε ν ο υ όπως στην 

α π ό δ ε ι ξ η τ η ς (Δ.208) π α ί ρ ν ο υ μ ε 

Ε Γ( Ζ ΏΩ. ü / f T ) dA. 1 -E ( Ζ 'ΩΩ.üü 'Q2Zg. /Τ) =Ζ ΏΩ.Ε (üü ' ) Ω2ΖΟ\ /Τ= 
<- t 1 L J t V t. L 

=ΖΏΩ. (2S"2)ß2Zg. /T=2 (Ζ ΏΩ.Ζ/Τ) g. =2Ä.g. . (Δ. 209) 
t L V L \. X. 

Από τις σχέσεις (Δ.169), (Δ.178), (Δ.207), (Δ.208) και (Δ.209) 

συμπεραίνουμε ότι 

E ( d , 2 ) = E ( d ^ ) = 

[_ _ χ _ Χ _ _ -ι 

6 ( Ζ ' Ω 2 ε / Τ Τ ) + 2 £ G A . G ( Z ^ u / f T ) d A ~ 2 Ε G (Ζ Ώ Ω ^ / ^ Τ ) d A . = 
ν l i . u I t i 

L = 1 1. = 1 J 
Χ χ 

= Ε [ 6 ( Ζ Ώ 2 ε Λ ί Τ ) ] + 2 Σ GA.GE [(Ζ 'Q 2u/.JT) d A . ] - 2 E GÈ [ (Ζ Ώ Ω ^ / ^ Τ ) d A J = 
1 = 1 t = i 

χ χ χ χ 

=G1 +2 E GA.G2Ag.-2 E G2A.g.=G1 +4 Σ GA.GAg.-4 Γ GA.g.= 
ν = 1 i = l ι. = 1 1 = 1 

χ χ 
=G1 +4 Σ GA.g.-4 Ε GA.g.= G?, =» 

2 " ι ι " 1 . 1 . 2 
V = 1 ι. = 1 

•+ μ- - l im E ( d * ) = - 1 im Gl . (Δ. 210) 
2 2 

Τ >CO Τ ><Χ> 

Επομένως, για τους ΙΑ και ML εκτιμητές του γ το μ μπορεί να 

εκτιμηθεί ως 

μ= -G"i . (Δ. 211) 
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Αντικαθιστώντας στην (Δ.194) από τις (Δ.196) και (Δ.198) και 

χρησιμοποζώντας το Λήμμα Δ. 2 βρίσκουμε τα ακόΛουθα αποτελέσματα: 

(i) Για τον GQ εκτιμητή του γ οι παράμετροι Λ, λ και μ μπορούν 

να εκτιμηθούν από τις σχέσεις: 

λ=2γ-Λά=2γ-ΛΑγ=2γ-2ΒΓΒΑγ, (Δ.212) 

Λ = 2-4a'ii + a'Aa=2~4* 'Χγ+γ 'ΑΛΑγ=2-2γ 'Αγ-2γ 'Άγ + γ 'ΑΛΑγ = 

= 2(1-γ *Αγ)-γ 'Ά(2γ-ΛΑγ)-2(1-γ 'Αγ)-γ 'ΆΛ, (Δ.213) 

μ -trAÄ-2K-aVtrAÄ*-2K-* *Αμ. (Δ.214) 

(ϊί) Για τους Α, ΙΑ και ML εκτιμητές του γ, εργαζόμενοι όπως στις 

(Δ.212), (Δ.213) και (Δ.214), βρίσκουμε ότι οι παράμετροι Λ, Λ 

και μ μπορούν να εκτιμηθούν από τις σχέσεις: 

Λ=2γ-ΑΑγ=2γ-2ΘΑγ=2γ-2γ=0, (Δ.215) 

λ
ο
 = 2-2γ'Αγ-2γ'Χγ+γ 'Ä(2G)Χγ = 2(1-γ»Αγ)-2γ'Χγ+2γ 'Χγ = 

=2(1-γ'Αγ), (Δ.216) 

μ -trAÄ-2K-K'Αμ-tr(2GÄ)-2κ-γ 'Χμ = 2Γ.Γ<3Χ-2κ-γ 'ÄM = 2trI -2κ-γ 'Χμ = 

=2κ-2κ-γ'Αμ= -γ'Χμ. (Δ.217) 

Οι σχέσεις (Δ.196), (Δ.198), (Δ.200), (Δ.205), (Δ.211), (Δ.212), 

(Δ.213), (Δ.214), (Δ.215), (Δ.216) και (Δ.217) συμπληρώνουν την 

απόδε ιΊη. 

QED 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ E 

ΑΠΟΔΕΙΞΕΙΣ ΤΟΥ ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ 5 

Πρίν προχωρήσουμε στις αποδείξεις των προτάσεων του 

Κεφαλαίου 5, θα δώσουμε μερικούς επιπλέον συμβοΛ ισμους, ορισμούς 

και αποτελέσματα. 

Έστω u' (t=l,...,T) οι γραμμές της μήτρας 0\ οπότε u είναι 

οι στήλες της μήτρας U'. Επίσης, έστω u. (i=l,...,k) οι στήλες της 

μήτρας U, οπότε u,' είναι οι γραμμές της μήτρας U'. Δηλαδή 

u'" 
ι 

: -Γ(ιι') 1, U=(u u-) = f(u). .1. (E.l) 
L

v
 t t=i,. . . ,T-I 1 X I- t L=i,. . . , k

J 

u' 
L T-· 

u= 

Έστω ότι u', u' είναι οι t- και s-γραμμές της μήτρας U και u. , u. 
t a u j 

ε ί ν α ι ο ι i - και j - σ τ ή λ ε ς της μ-ήτρας U. Τότε 

U t ' = ( U

t i

 U t k ) ' U 3 = ( U S 4

 U

9 k } ( t ' S = 1 T ) 

u. 

u . 
i l . 

U . 

U . = 
J 

u . 
i-i 

u . 
L Tj 

( i , j = l . ,k) ( E . 2 ) 

E ( u . u . ) = 5 σ., ( t , s = l T) ( i , j = 1 , . . . ,k) , 

U s j t s vj 

όπου 6 είναι το δέλτα του Kronecker. Χρησιμοποιώντας την (Ε.2) 

βρίσκουμε: τα ακόλουθα αποτελέσματα: 

(i) Για την t-γραμμή της μήτρας U ισχύει ότι 

t t 

u ti 

u tk-

(u 
' u t k ) = 

"u u . 
t i t i 

u , u . L tk t i 

. . u u , 
t i tk 

; 

.u , u , 
tk t k J 

=> E(uu') = 

= Γίη \ 

ti ' 

E(u u ) . . .E(u u, ) 
ti ti ti tk 

E(u
t k
u

u
)...E(u

l k
u

t k
)

J 

σ . . . σ , 
ü ik 

°ki · · · °kk-i 

(σ..). 
>-J i-,j=i,. . . J< 3-Σ. (E.3Ì 

(ii) Εργαζόμενοι όπως στην απόδειξη της (Ε.3) μπορούμε να δείξουμε 

ότι για τις i- και j-στήλες της μήτρας U ισχύει ότι 

E(u.u')=o..I . (E.4) 

Από τις (5.5), (5.6), (E.l) και (Ε.4) παίρνουμε ότι 

345 



u = v e c (U) = 

u 

hJ 
u ' - i u ^ u £ ) . 

ό π ο υ u. ( i = l , . . . , k ) ε ί ν α ι , η i - σ τ ή Ά η τ η ς μ ή τ ρ α ς U. Ε ρ γ α ζ ό μ ε ν ο ι ό π ω ς 

σ τ η ν α π ό δ ε ι ξ η τ η ς ( Ε . 3) β ρ ι ί σ κ ο υ μ ε ό τ ι 

E ( u u ' ) = 

σ Ι . . . σ . Ι 
1 1 Τ ± k τ 

α, Ι . . .σ, . Ι 
• k l τ k k τ-i 

= Γ(σ. .1 ).. . . Ί - Σ β Ι = Ω _ 1 

L' LJ Τ u,j=i k J τ 
( Ε . 5 ) 

Από τ η ν ( Ε . 1 ) έ π ε τ α ι ό τ ι η μ ή τ ρ α U 'U γ ρ ά φ ε τ α ι . 

U ' U = ( u u ) 
1 Τ 

u ' 
1 

u ' 
L. ·Γ· 

- Σ u tu t·. 
t = ι 

( E . 6 ) 

όπου oc γραμμές u' (t=l. Τ) της Txk μήτρας U είναι, ανεξάρτητα 

Ν, (Ο,Σ) διανύσματα. Συνεπώς, η μήτρα U'U έχει μια Wishart κατανομή 

με μήτρα στάθμισης Σ και Τ βαθμούς ελευθερίας και συμβολίζουμε 

U'U~W. (Σ,Τ) . 

Από τ η ν ( Ε . 6 ) έ χ ο υ μ ε 

Τ Τ 

E ( U ' U ) = Σ E ( u u ' ) = Σ Σ = Τ Σ . 
i t 

t. = 1 t = 1 

Από τ η ν ( 5 . 3 ) έ χ ο υ μ ε ό τ ι 

R=["(ö. .R. ) . . . "1 = 
t- VJ Λ,' t,j = i k J 

R t 0 

0 R 
k-

= d i a g r ( R . ) . 
L. x. \.-

* ] 

κ α ι 

β - [ ί ^ ^ . . . Α 3 -
L\J 

( E . 7 ) 

( E . 8 ) 

( E . 9 ) 

Οι π ε ρ ι ο ρ ι σ μ ο ί ( 5 . 2 ) γ ι α ό λ ε ς τ ι ς σ τ ή Λ ε ς τ η ς μ ή τ ρ α ς Β γ ρ ά φ ο ν τ α ι 
rì> "* 

LV L 

Î"R 

0 R 
k-» k-i 

= [(δ. .R.). . , . ] [(&.). t v]=Rß -> 

-*> vec(B)=Rß, (Ξ.10) 

όπου vec(B) είναι ένα kmxl διάνυσμα. Χρησιμοποιώντας τις (5.5) και 
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(E.10) βρίσκουμε ότι 

v e c (ΖΒ) = ( I j®Z) v e c (Β) = ( Ι ^ · Ζ ) Rß=Xß , (E . 11 ) 

ό π ο υ ( Ι , ® Ζ ) κ α ι X=(I .<»Z)R ε ί ν α ι Tkxkm κ α ι T k x n μ ή τ ρ ε ς , α ν τ ί σ τ ο ι χ α . 

Ο ρ ί ζ ο υ μ ε τ η ν n x n μ ή τ ρ α 

Q = H ' ( H G H ' ) _ 1 H , ( Ε . 12) 

όπου Η είναι μια rxn γνωστή" μήτρα βαομού r. 

ΛΗΜΜΑ Ε. 1: Έστω Δ., η kxk μήτρα που έχει 1 στην (i,j)—θέση και 

μηδέν οπουδήποτε αΛΛού, δηΛαδή 

Δ. =[(δ. 5 .) Λ . ] , (Ε.13) 
t-J

 u
 i-ot ßj <x,(3=i,. . . ,Κ-l 

όπου δ. και δ . είναι, δέλτα του Kronecker. Η μήτρα Σ δεν 
<-« ßs 

υπόκειται, σε περιορισμούς. Έστω σ^ το ( i , j ) -στο ιχε ίο της μήτρας 

Σ"
1
, δηΛαδή 

Σ
_1
=[(σ^). . t , ] . (Ε. 14) 

L i,J=l,. . . , k
J 

Ι σ χ ύ ο υ ν ο ι σ χ έ σ ε ι ς : 

d Z - 1 / a o i j - A . ., â 2 2 - V ^ l J i ? o k L = 0 ( i , j , k , l = l k ) . ( E . 15) 

<-) 

Ο ρ ί ζ ο υ μ ε τ ι ς μ ή τ ρ ε ς 

<?Ω 
Ω . . = , 

*>γ . . 

Ω . . , , = , ( Ε . 1 6 ) 
<Μ><ΧΙ> d « ^ 

Ω . . , , =Ω . . Ω _ ± Ω , , , 
( t j x k l ) aj> d<L> 

όπου ο δείκτης (ij) έχει οριστεί στην (5.16) Αποδεικνύονται τα 

αποτεΛέσματα: 

Ω..=Δ. .®Ι , Ω..,,-O, Ω*.. ,, =σ,Δ.,®Ι . (Ε. 17) 
<tj> t.j Τ a j X k D < v j X k D j k a Τ 

Ο ρ ί ζ ο υ μ ε τ ι ς μ ή τ ρ ε ς 

Α = Χ ' 2 Χ / Τ , Α . . = , 
^ < Μ > 

d A * A 

A .. ,, = . A .. ,, = Χ Ώ .. ,, X/T. 
<i.jXkl> ^ ^ < ν tXkl> < LjXkl) 

' ( i j ) g < k l ) 

( Ξ . 1 8 ) 
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Αποδεικνύονται τα αποτελέσματα: 

ι j_ . -ι „ . , ~ - ι . Α = Γ ( σ JB. . ) . . . ] Η Ε ? ' ( Σ ®Γ) R, 

. = Γ ( δ . δ .Β ) . ] = R ' ( A . » D R , A. . = ( E . 1 9 ) 

A. . ,, = 0 , A . . ,, =σ., A ., . 

a j x k l ) < LjXkl> j k a l > 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ: 

(A) O L ( 5 . 6 ) , ( 5 . 7 ) , ( E . 5 ) κ α ι ( E . 1 4 ) σ υ ν ε π ά γ ο ν τ α ι τ ι ς σ χ έ σ ε ι ς : 

Ω = Σ - 1 ® Ι - Γ ( σ ν , Ι ) . . . ] 
τ L χ ï . , j = i , . . . , k J 

κ α ι ( Ε . 2 0 ) 
. _ - ! . ι - , -ι VI 

γ = ν β σ ^ - [ « w ^ . . . . * 2 ] · ^ > = σ 
<ij> à j > = ± , . . . J e -' ' " â j > 

Επομένως, κάνοντας χρήση της (Ε. 15) βρίσκουμε τα ακόλουθα 

αποτε λέσματα: 

09. 39. 
( i ) Ω....= - - [ ( * σ I T / ^ J ) k f l e i _ - j k ] -

«-j> 
dv . . âo 

0 < ι j ) 

Γ(6 δ I ) , 1 = Γ(δ δ ) 1®Ι =Δ « Ι 
L v i k l j τ' k , l = l , . . . ,k-J L i k l j k,l-l Τ i j · 

θΩ azQ. 

( i i ) Ω 
< v j > 

<ijxkl> 

* * < i j > * * « k l > 

k l . 

do 
k l 

-[<* 6uAjV*° >k.J-°· 

( i i i ) Ω*.. ,, - Ω , . Ω ^ Ω , , = ( Δ . .el ) ( Σ ® 1 ) ( Δ . . « Ι ) -
< i j X k l ) a j> <kl> t-j Τ Τ k l Τ 

( E . 2 1 ) 

( E . 2 2 ) 

= (Δ. .ΣΑ,®Ι ) = σ . , Δ . , ® Ι , 
VJ k l Τ j k a τ 

δ ι ό τ ι 

Δ..ΣΔ = [ ( δ . δ .) ] Γ(σ ) ] [ ( δ , δ ,) ] = 
V) k l ι- ι β (9j α,β-J *- β-χ β,~ίΔ L k-y e l γ , e - " 

k k 

( E . 2 3 ) 

[ Λ Λ -I 

( Σ E δ . δ , σ δ . δ , ) = C ^ ° u 5 δ , ) 1 = σ ν [ ( δ δ ι> 1 = 
" ι .« ô j β γ k-» e l o<.e Ι *- j k \.c* e l < x , e J j k <- t o t e l o v e - 1 

( 9 - I T Ì - 1 J =σ Δ . 
j k i l 

(Β) Από τις (5.5), (5.15) και (Ε.9) έπεται ότι 

(Ε.24) 

X=(I,®Z)R= 

"ζ 0 

ο 

R* ο 
1 

ο R, 

ZR
4
 0 

0 ZR, 
k-» L 

\ 0 

Ο 
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= d i a g [ ( X . ) . ] ( E . 2 5 ) 
L t t = l , . . . J<J 

Σ υ ν ε π ώ ς , χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ώ ν τ α ς τ ι ς ( 5 . 5 ) , ( 5 . 1 2 ) , ( 5 . 1 4 ) , ( 5 . 1 5 ) , 

( Ε . 2 1 ) , ( Ε . 2 2 ) , (Ε.23) Kau ( Ε . 2 5 ) κ α ι α π λ ο π ο ι ώ ν τ α ς τ ο ν σ υ μ β ο λ ι σ μ ό 

Ι ή Ι, σε Ι , α π ο δ ε ι κ ν ύ ο υ μ ε τ α κ ά τ ω θ ι α π ο τ ε λ έ σ μ α τ α : 

( i ) Α=ΧΏΧ/Τ= 

=dia g [ (X i W J '[(ο-Ι τ)^= 1 k]dia g[(X j ) j = i k̂]/T= 

= d i a g [ ( X ' ) . ] [ ( o L J I ). . ] d i a g [ ( X . ) ] /T=[(a L J X. 'X./T) . .] = 
L t t-< ·- Τ v , j J L J J J L 1- J t.j-J 

= [ ( ° L J V u = 1 , . . . , k ] · < E - 2 6 ) 

( i i ) A=(X'ßX/T) = [ d k ® Z ) R ] ' ( Σ ~ Α ® Ι τ ) [ d k ® Z ) R ] / T = 

=R' ( I ® Z ' ) (Σ-±<&Ι) (I®Z)R/T=R' [ E _ 1 ® ( Z ' Z / T ) ] R = R ' (Σ _ 1 ®Γ)Η. (E. 27) 

dA 3A 
( i i i ) A . . = = — -Γ(3σ"βΒ /do^) t , ] = 

= [ ( δ . δ .B ) . ] . (E.28) 

aA 
( i v ) A. = = £ ( Χ Ώ Χ / Τ ) / £ γ . . =X ' (dQ/dy . . ) X/T= 

<tj> a °aj> aj> 
° < l j > 

= Χ Ώ . . Χ/Τ=Γ(Ι. ®Z)R] ' (Δ. ,®I ) Γ(Ι, ®Z)R]/T= 
<Lj> L k J IJ τ «- κ J 

=R' ( I * Z ' ) (Δ. »lì d®Z)R/T=R ' ΓΔ. . ® ( Z ' Z / T ) l R = R ' ( A . . C ) R . (E. 29) 

( V ) A < ^ > = ~Z » =*2(X'ßX/T)/a*aj>*W 
^ < L j > ^ < k l > 

=X' (<?2Ω/<?γ . . ^ „ ) X / T = X ' 2 . . ,, X/T-0. (E. 30) 
°{tj> °<kl> UjXkD 

( v i ) A*.. ,, - Χ Ώ * . . ,, Χ/Τ=Γ(Ι. ®Z)R] ' ( σ , Δ . , ο Ι ) Γ( I. ®Z) Ri / Τ -
< tj><kl> <tj><kl> L k J jk i l Τ L k ' J ' 

=R' (I®Z') (σ., Δ.,«Ι) (I«Z)R/T-R' fa, A.,o(Z *Z/T) ]R= 
jk ti '- jk ti J 

-O..R' (A.,®DR=a. l ., . (E.31) 
jk ti jk <tl> 

QED 

ΛΗΜΜΑ E.3: Χρησιμοποιώντας τους ορισμούς του Κεφαλαίου 5 και το 

Λήμμα Ε.1 βρίσκουμε τα ακόλουθα αποτελέσματα: 
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t r ( A . . P ) = t r ( B . P.. ) , 

t r ( A . . , , P ) = 0 , 
U j X k l ) 

t r ( A * . . ,, P ) = o . , t r ( B . P ) , 
< i. jxkl> j k α u 

A..GA = [ ( δ . δ ,B . G B ) Λ v ] , (E .32) 
<LJ> <kO *· \.c*. el <xj j k k e <x,e.=±,. . . ,Κ-» 

t r ( A . . GA P) = t r (B. .G Β P.. ) , 
<ij> <kl> i-j j k kL U 

A. . PA,, = Γ(δ. δ ,Β .Ρ,Β, ) . 1 , 

t r ( A . . P A , , P ) = t r ( B . Ρ , Β , , Ρ , . ) . 
ix.fi <kL> LJ j k k l U 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ: OL ηχη μ-ήτρες G κ α ι Ρ μπορούν ν α γραφούν ως 

G=A~1=[(G. .) . . 4 . ] , Ρ = [ ( Ρ . . ) . . . ] , (Ε. 33) 

όπου ÖL μ ή τ ρ ε ς G., και, P.. ε ί ν α ι , n.xn. υπομτΊτρες των μητρών G neat 

Ρ, α ν τ ί σ τ ο ι χ α . Επομένως έ χ ο υ μ ε 

( i ) A . . Ρ = Γ ( δ . δ .Β ) . 1 f'(P .) , . 1 = 
<vj> «-ν ν « o j Ä ( 9 0 , 0 = 1 , - . - J < J ι · O l 0 , 1 = 1 k J 

= Γ( Σ δ. δ .Β Ρ ,) ,1 = [(δ. Β .Ρ J ] => 
t<x OJ « 0 Ο 1 « Ί ι · « « J J"- « . l J 

k 
=»· t r ( A . . P ) = t r [ " ( ö . Β .P.,) , ] = Σ δ. t r ( B .P. ) -

<vj> *- uoe <xj i l « , l J ι .« o y j o t 

= t r ( B . .P..) . (E .34) 

( i i ) Α.. ,, P=0 Φ t r ( A . . ,, P ) = 0 . (E.35) 
a j X k D a j X k l > 

( i i i ) A*.. ,, P=o\, A .. Ρ -• 
< LjXkL> j k a l > 

-» t r ( A * . . ,, Ρ ) - σ _ t r ( A . , P) =o\, t r (B..P,. ) . (E .36) 
< LjXkU j k <\Λ> j k \X Ix. 

( i v ) A . . G A , , = r ( ö . δ .Β ) , ] [(G ) . Ί ­
α,;) <kl> L t.« OJ «P «.0=1,. - - J<J L Oï 0.-ï=i.- - - .k J 

• [ ( δ , δ ,Β ) . 1 -
»- k-y GL - J E T , e = l , . . . , k J 

k k 
= | ( Σ Σ δ. δ .Β G δ. δ ,Β ) 

X.C*. βί « β Ο ι kTt e l γ β « . ε 
0 « 1 κ - 1 

[< 
- [ ( δ . δ ,3 G B . ) Α . ] . (Ξ. 37) 

·- ι .« ε ΐ o y j k k e « , e = l , . . . J Ç J 

Σ υ ν ε π ώ ς , 

A. .GA,, Ρ=Γ(δ. δ ,Β G.B ) . ] Γ(Ρ ) . ] = 
<vj> <kl> L t o t e l oej j k k c ο ι , ε = 1 , . . . J < J >- e m ε,ττ>=1,. . . , k J 
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= Γ( Ε δ. δ ,Β GB. Ρ ) 1 = [(δ. Β .G..B..P. ) ] 
Ι *"· lot e l oy J k k e em e^m Ι *- ιο ί oy jk k l Lm ovm-» 

k 
Σ 

e at 1 

•• t r ( A . . G A u P ) - t r [ ( 5 . Β G B P ) ] = 
aj> <kl> L tot oy jk k l Im <x,m-* 

k 
= Ε δ. t r ( B G B P , ) = t r ( B . .G. Β Ρ ) . ( E . 3 8 ) 

*-' voi o y jk k l I t t i j jk k l Lt 

(ν) Αντικαθιστώντας την μήτρα Ρ=Γ(Ρ..). . ,Ί στην θέση της 

μήτρας G=I"(G..). . ,1 και εργαζόμενου όπως στην απόδειΊη των 
L IJ l , J = l , . . . J < J 

( E . 3 7 ) κ α ι ( E . 3 8 ) , β ρ ί σ κ ο υ μ ε ότι, 

A . .PA, , = Γ ( δ . δ ,Β P B ) Λ . ] (Ε .39) 
<ij> <kl) L to t e l oy jk k e ο ς ε = 1 , . . . J < J 

κ α ι συνεπώς 

t r ( A . . P A , , P ) = t r ( B . .Ρ,,Β,,Ρ,.) . (E. 40) 
<ij> <kl> Lj jk k l l i 

QED 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ ΤΗΣ ΠΡΟΤΑΣΗΣ 5. 1: Ορίζουμε τις μήτρε( 

D
 u,

 = Β
 , Α Α /2. C . . =σ,,Β -2Β ., . (E. 41) 

<xk\.ß oik k l Iß cdclß k l ot(9 oiklje 

Χρησιμοποιώντας τις (2.14) και (2.29), την (5.14), το Λήμμα Ε.1, 

το Λήμμα Ε.2 και την (Ε.41) βρίσκουμε ότι 

(ί) C , -Α* , .-2Α., GA..+A., ,./2-
a k x l j ) < ikx l j ) <ik> <lj> <ikxlj> 

=σ, ,Α. . - 2 A . , GA, . = 
k l <LJ> <ik> <lj) 

- σ , , Γ ί δ . δ Β ) . ] - 2 [ ( δ . δ Β G B ) . . , ] -
k l 1- ι ο ί (Sj ot|9 <χ,β=1,. . . χ - · ·- ICK p j otk k l 1,8 i , J = l , . . . ,jCJ 

«σ., Γ(δ. δ Β ) 1-2 Γ(δ. δ Β ) ] = 
kl«- ιοί ßi <χβ <χ.β-> *· ιο ι ßj aklß <x,ßJ 

= [(δ. δ .(σ.,Β -2Β ., )) ] -
*- l o t (9j k l ot(9 otkl(9 ot,(9-» 

= [ ( δ . δ .C ) ] . ( E . 4 2 ) 
«- lot ßi otkl(8 o t , ^ = l , . . . J X J 

( i i ) D., , . = A , P A , . / 2 = Γ ( δ . δ .Β ,Ρ,,Β, ) , 1 / 2 = 
<ikxlj> <ik> <lj> *- lot β) oik k l Iß a,ß = l,. . . J<-l 

= [ ( δ . δ .D ., ) A . ] . (E. 43) 
«- l o t |8 j o t k l # <χ,β=ί,. . . X-i 

( i l i ) G A . . G = 
<IJ> 

- E « 3 * * ^ J [ ( 5 i A A i W k3 [ < V ^ k ] -

-[(G .B..G. ) , . ] . (E.44) 

(iv) Εργαζόμενοι όπως στην περίπτωση (iii) έχουμε 
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GC G = 
<lkxlj> 

= T(G ) . Ι Γ(δ. δ .C .. ) 4 . ] [(G ) , ] = 

- [ ( G - C G . ) ] = [(G .(σ. .Β. -2B. , . . )G. ) 1 -

=σ U 1 [ ( G B. G. ) 1-2 [(G .B....G. ) ] = 

=σ GA .. G-2[(G .B....G. ) , . ] . (E.45) 

Αντικαθιστώντας στις (2.12), (2.13) Kau (2.28) τα προηγούμενο: 

αποτελέσματα και χρησιμοποιώντας το Λήμμα Ε.2, βρίσκουμε τα 

ακόλουθα αποτελέσματα: 

(α) Το (ij)-στοιχείο του k xl διανύσματος 1 είναι 

1 .. - e ' G A . . G e / e ' G e = 
<1.J> <Lj> 

= !"(e ) i l 'TCG B..G. ) , "I f(e ) . 1/e'Ge-
L v ex. <x=± k J L oa vj iß <x.ß=± k J L β 0 = 1 k J 

= [ ( e ' ) 1 [(G .B..G. ) 1 [ ( e ) 1 / e ' G e -
l- a « J L oa. Lj iß <x,ßJ «- β β-> 

k k 
= Σ E e 'G .Β. .G. e / e 'Ge= 

. . <* «>- W JO ο 
« - 1 Ο - 1 

k k 
= E E ( e ' / ( e ' G e ) 1 / 2 ) G .B..G. (e / ( e ' G e ) 1 / 2 ) = 

« ca. i-i iß β 
« - I O - 1 

k k 
= E E n'G .B. .G. h , (E.46) 

*"• o» oa tj JO 0 
« • 1 β m 1 

όπου 
h =e / ( e ' G e ) 1 / 2 , h =e / ( e ' G e ) 1 / 2 . (E.47) 

a a β β 

(β) Εργαζόμενοι όπως στην απόδειΊη του (α) βρίσκουμε ότι το 
2 2 

( ( i k ) , ( l j ) ) - σ τ ο ί χ ε ί ο τ η ς k xk μ ή τ ρ α ς L ε ί ν α ι 

1 ., ,. = e ' G C , G e / e ' G e -= e ' Γ σ GA.. G-2|"(G B.,,.G. ) v ] l e / e ' G e = 
[_ kl aj> L co. Vklj J O <^β-ί,- • . - k J j 

- 2 [ ( e ) A ,.1'Γ(<3 -Β.,,.G. ) , . Ι Γ ί β ) , 1 J / e ' G e = 

k k 
= σ , 1 . . - 2 E E h ' G .B....G. h . (E.48) 

kl <Lj) a on i-klj iß β 
o t . Ι Ο - I 

2 

(γ) To (ij)-στοίχεto του k xl διανύσματος e είναι 
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e .. =tr(A. . P)-tr(B. P..) -
<t-J> <I-J> tj JL 

2 , 2 
(δ) To ( (ik) , ( Ij) ) -στοιχείο της k xk μήτρας C είναι, 

e ,.-triC. ,.P)-tr[(o. A. .-2A.. GA. .)P] = 
akxlj) akxlj) L k l <LJ> <tk> <Lj> -> 

(E.49) 

= o , , t r ( A . . P ) - 2 t r ( A . , GA , . P) = 
k l <LJ> a k > <Lj> 

=σ, , t r ( B . .P.. ) - 2 t r ( B . , G Β P.. )=σ t r ( B . P.. ) - 2 t r (Β., P.. ) = 
k l Lj jv t k k l I j ji. k l ».j ji. L k l j j t 

=σ, c - 2 t r ( B . P . ) . 
k l (T.J> \-klj ji. 

2 2 

(ε) To (( ik) , ( l j ) ) - σ τ ο ι χ ε ί ο τ η ς k xk μ ή τ ρ α ς D ε ί ν α ι . 

d . t , . - t r t ü . , , . P ) = t r i " ( A . ΡΑ, . / 2 ) P ] = t r ( A ΡΑ , . P ) / 2 = 
a k x l p <\.kxli> L v <u]c> <lj> J a k > <lj> 

(E.50) 

= t r (B..P. ,B, P.. ) / 2 = t r (D., , Ρ .. ) 
\.k k l I j j i i-klj jv 

(E.51) 

QED 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ ΤΗΣ ΠΡΟΤΑΣΗΣ S. 2: Όταν ou περιορισμοί επιβάΛΛονται μόνο 

στην πρώτη εΊίσωση, το nxl διάνυσμα e και η rxn μήτρα Η γράφονται 

e 

e= 
0 

Η-

Η 0. . .0 
11 
0 0 0 

0 0. . .0 

(Ε.52) 

όπου e είναι το n χΐ υποδιάνυσμα του διανύσματος e και Η είναι 

η r xn υπομήτρα της μήτρας Η που χρησιμοποιούνται για να εΛέγΊουν 

περιορισμούς επί των διαρθρωτικών παραμέτρων της πρώτης εξίσωσης. 

Τότε έχουμε 

e'Ge-(e^,0, 

και συνεπώς 

h 

h= 

h. 

0) [(G..). . ] 

=e/(e'Ge) 

=e 'G e 
1 11 1 

e /(e 'G e ) 
1 1 11 1 

(e 'G e ) 
1 11 1 

l/2n 

fh =h =h =e*=e /(e'G e ) 
1/2 

Λ β 1 1 11 1 
αν a=ö=l 

h =h =0, αν a-&=2, . . . ,k 

(E.53) 

(E.54) 
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όπου h είναι το υποδι&νυσμα του διανύσματος h που αντιστοιχεί 

στους περιορισμούς της πρώτης εξίσωσης. Αντικαθιστώντας από την 

(Ε.54) στις (Ε.46) και (Ε.48) παίρνουμε 
k k 

1 = Σ Σ h'G Β· G h -h'G Β. G. h =e/G .B. G. e* 
<ij> « on i j j(9 g i 11 t j j l 1 " I l l j j l " 

( E . 5 5 ) 
<x» 1 ,8 • 1 

κ α ι k k 
1 u > = C 5u, 1 - 2 Σ Σ h ' G Β.., .G. h = 

<ikxlj> k l <ij> " " α α i k l j j e Θ 
οι» 1 £ - 1 

- σ , , Ι . . - 2 h * G B . G . h =σ 1 . . - 2 e / G .Β., , .G. e . . 
k l <ij> 1 1 1 Lklj j l 1 k l <ij> * I L vk l j j l * 

Από τ η ν ( E . 5 2 ) έ π ε τ α ι ό τ ι Η. .=0 γ ι α i , j ^ l 
i-J 

χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ώ ν τ α ς τ ι ς ( 5 . 1 3 ) κ α ι ( Ε . 1 2 ) Β ρ ί σ κ ο υ μ ε ό τ ι 

Η ( 3 Η ' - [ < ν ^ kl C ( G

k i W . .. j j C(Vuj=i kl -
Γ k k 

= [ ( H - J - J [ t G

w ^ , 3 [ ( H;•>, • ] - < Σ: Σ H..G..H;.). . 
«- Lk L,k-J ·- kL k , l J <- I j l,j-J *"* *"* ile k l l i L , J = 1 , . . 

j , j L k = i l = i J ' J ' 

Ή G H ' 0 . . . 0 
i l 1 1 1 1 

0 0 . . .0 

-k 

' 0 0 . . .0 

( E . 5 6 ) 

Ε π ο μ έ ν ω ς , 

( E . 5 7 ) 

=* Q=H' (HGH') H= 

= [(HLk>L,k = l k ] # 

H G H ' 0 . . . 0 
11 l i 1 1 

0 0 . . . 0 

0 . ... 0 

- i - l 

[(HijW...lJ-

[ ( H L ' k ) , j 

(H G H ' ) 0 . . . 0 
11 1 1 l i 

0 0 . . . 0 

0 . . .0 

C'ViJ-

H ' (H G H ' ) H 0 . . . 0 
1 1 l i i l 1 1 11 

0 

0 

0 . . .0 

0. . .0 

•=» 

P = [ ( p · · ) • · « τ,Ί-GQG-
<- LJ L,J=1,. . . , k J 

- C ( G i l c ) i . ^ . . . . J c ] 

- 1 , 
H ' (H G H ' ) H 0 

i l 11 1 1 l i 11 
0 

0 

. 0 

0 . . .0 

0 . . .0 

[<<3ιΛ.ί=. * ] -

( E . 5 8 ) 
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- [ " ( G . H ' (H G H ' ) *H G .) . . . "I « 
!» v i 1 1 11 i l l i 11 1J v ,J=l , . . . J < J 

»[(P
1
.). -_

1
 J . (E.59) 

u
 vj ν , j -I , . . . , K

J 

Από την (E.59) έπεται ότι, όταν οι περιορισμοί επιβάλλονται μόνο 

στην πρώτη εξίσωση, στους τύπους (5.18) μποροΰμε να 

αντικαταστήσουμε την μήτρα P.. με την μήτρα 

Ρ 1 =G Η ' (Η G Η ' )""±Η G .. ( Ε . 6 0 ) 
vj v i i l l i i l l i l ì I j 

QED 

ΛΗΜΜΑ E. 3 : Ε π α ν α λ α μ β ά ν ο υ μ ε γ ι α ε υ κ ο λ ί α τ ο ν ο ρ ι σ μ ό τ ο υ υ π ο δ ε ί γ μ α τ ο ς 

μ α ς , τ ο ο π ο ί ο ο ρ ί ' ζ ε τ α ι α π ό τ η ν 

Y=ZB+U, ( Ε . 6 1 ) 

ε: ί τ ε α π ό τ η ν 

y=Xß+u , ( Ε . 62) 

ό π ο υ 

y=vec-(Y) , Χ = ( Ι ® Z ) R , u = v e c ( U ) , v e c ( B ) = R ß . ( E . 6 3 ) 

Γ ι α ό λ ο υ ς τ ο υ ς ε κ τ ι μ η τ έ ς , Β ( I = U L , RL„ GL, I G , ML), τ ο υ Β ι σ χ ύ ε ι 
1 

η σ χ έ σ η 

Β = Β + τ Β Ι + ω ( τ 2 ) , ( Ε . 6 4 ) 
ι ι 

ό π ο υ 

B U L = ( Z ' Z / T ) _ 1 Z ' U / 4 T , ι 

vec(BRL)=R(X'X/T)_1X'u/,rr, (E. 65) 
ι 

v e c ( B G L ) = v e c ( B i a ) = v e c ( B M L ) =R(X Ώ Χ / Τ ) _±X 'Slu/JT. 
i l i 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ: 

( i ) Γ ι α τ ο ν Β ι σ χ ύ ε ι 

B U L = ( Ζ ' Ζ) _ ± Ζ Ύ = ( Ζ ' Ζ) _ 1 Ζ ' ( ZB+U) = ( Ζ * Ζ) ~ 4Ζ ' ΖΒ + ( Ζ ' Ζ) ~*Ζ 'U= 

=Β+ (Ζ ' Ζ / Τ ) _ 1 Ζ ' υ / Τ = Β + τ ( Ζ ' Ζ / Τ ) _ 1 Ζ '\3/ξΤ= 

r = B + x S U L (Ε βόΛ 

ό π ο υ 

r> = (^ " <ο/ ι ; Ζ υ / ι ι . ι 

(ίi) Για τον Β ισχύει 

vec (Β ) =R ( Χ ' Χ) ~âX 'y=R ( Χ ' Χ) _ ±
Χ ' (Xß+u) =R ( Χ 'Χ) - 1Χ ' Xß+R ( Χ ' Χ) Χ ' u= 

RL 

r τ? e -ι \ \ ο . u / ) 
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=Rß+R(X'X/T) 1X'u/T=Rß+xR(X'X/T) *X*u/fT= 

RI.» 

vec (B) +wec (B ) => 

=>• Β =B+xB
RL
, (E.68) 

όπου 

vec(B*
L
)=-R(X'X/T)""

1
X'u/-fT. (E.69) 

(iii) Για τον Β ισχύει 

vec (Β )=R(X'ßX)-1X'ßy=R(X^X)_±X'S(XB+u) = 
GL 

=R ( Χ ΏΧ) - 1
X ΏΧβ+R ( Χ ΏΧ)

 _ ±
X 'ßu=Rß+R (Χ ΏΧ/Τ) _ ±

X 'ßu/T= 

=Rß+TR(X'aX/T)-1X'ßu/.{T, (E.70) 

óno\j Ω είναι, ο UL ή ο RL εκτιμητής της μήτρας Ω. And την απόδειΊη 

του Λήμματος Β.3 έχουμε ότι 

k 2 

Ω=Ω+τ Γ Ω . . δ + ω ( τ 2 ) = Ω + ω ( χ ) , (Ε.71) 
. . *~ι <νj> <1.J> 

< l· J > = i 

όπου δ . . = (γ . . -ν . . ) /τ και y... είναι το ( ij ) -στο ιχε ίο του 

k xl διανύσματος γ. Αντικαθιστώντας από την (Ε.71) στην (Ε.70) και 

χρησιμοποιώντας το Λήμμα Ά.1, βρίσκουμε ότι 

vec(BaL)=Rß+TR[X' (Ω+ω(τ) )Χ/Τ]
_1
Χ' (Ω+ω(τ) )u/iT= 

=Rß+-i;R[(X'2X/T) +τω(τ2
)]~

±
[(Χ

,
Ωιι/-ίΤ)+ω(τ

2
)]-

= R B + T R [(Χ ΏΧ/Τ) _ ± + τ ω ( τ 2 ) ] [(Χ Ώ ι ι / / Τ ) + ω ( τ 2 ) ] = 

=Rß+xR(X ΏΧ/Τ) ~4Χ Ώιι/<ΠΓ+ω ( τ 2 ) =vec (Β) + w e c (B°L) + ω ( τ 2 ) =» 

-•Β =Β+τΒ + ω ( τ ) , (Ε. 72) 
OL 1 

όπου 
v e c (B^ L ) =R(X ΏΧ/Τ) _ 1Χ ΏιιΑΓΤ. (E . 73) 
( i v ) Εφόσον ο ι Β κ α ι Β ε κ τ ι μ η τ έ ς τ ο υ Β π ρ ο κ ύ π τ ο υ ν με 

IO B4L 

επαναληπτική χρησιμοποίηση της GLS εκτιμητικής διαδικασίας, κατ
1 

αναΛογία των (Ε.72) και (Ε.73) ισχύουν οι σχέσεις: 

Β =;3+τΒ
ΙΟ
+ω(τ

2
) (Ε. 74) 

ία ι 

και 

Β = B + T B
M L
+ U ( T

2
) , (Ε.75) 

όπου 
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vec (Β*
α
) =vec (Β* ) =vec (β" ) =R(X ΏΧ/Τ) ' X »QuAlT. 

Συνοψίζοντας τις (E.66), (E.67), (E.68), (E.69) 

(E.74) (E.75) και (E.76) παίρνουμε ότι 

(E.72) 

Β =Β+τΒ
Ι
+ω(τ

2
) 

I 1 

(I=UL, RL, GL, IG, ML), 

όπου 

B
UL
=(Z'Z/T)

_1
Z'U/fT, 

(E.76) 

(E.73), 

(E.77) 

vec(B* )=R(X'X/T) X'u/^fT, 

vec(B°
L
) =vec (B

IQ
) =vec (B

MU
) =R (Χ ΏΧ/Τ)

 _ ±
X Ώυ/^Τ. 

(E.78) 

QED 

ΛΗΜΜΑ E.4: Χρησιμοποιώντας το Λήμμα E.3 μπορούμε να δείξουμε ότι 

Τ »00 τ >00 

lim Τ Ε ^ - Β ^ ) Τί^-Β^)]- lim Ε[(Β*-Β^*) Τ(Β*-Β^)] (Ε.79) 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ: Από το Λήμμα Ε.3 παίρνουμε 

B
X
- B

U L
= (Β+τΒ^+ω (τ

2
) ) - (B+TB" L

) =Τ (B*-B"
L
) +ω (Τ 2

) (Ε.80) 

(Bj-B^) Τ(Β ι -Β υ ι ^) = [τ(Β^-Β"^)+ω(τ 2 ) ] Τ [τ (B*-B"L)+ω (τ 2) ] = 

2 ,τ,1 - ο υ 1 - Λ , - Ρ / Ώ 1 T 3 U L - , , / 3 Ν 

=τ (Β -Β ) Γ (Β -Β ) + ω ( τ ) => 
1 1 1 1 

=> Ε ^ - Β ^ ) T ( B I - B U L ) ] = E [ T 2 ( B ^ - B " L ) 'Γ ( B * - B " L ) + ω ( τ 3 ) ] = 

= T 2 E [ ( B I - B U U ) T ( B I - B U L ) ] + 0 ( T 3 ) -> 
*- 1 1 1 1 - * 

=>ΤΈΓ(Β-Β ) Τ ( Β -Β ) ] = E [ ( B I - B U L ) 'Γ ( Β 1 - ^ ) ] + 0 (τ) =» 
L Ι UL Ι UL -Ι L ι ι 1 1 J 

=* lim ΤΕΓ(Β -Β ) 'Γ(Β-Β )]= lim ΙΈ r(B I-B u u) 'Γ Ì B 1 ^ ) 1+0 (τ) = 
L

v
 Ι U L Ι U L -J L i 1 1 1 - » 

Τ »00 Τ •ΟΟ'-
 J 

= lim E[(B*-B"
L
) T ( B * - B " L

) ] . (E. 81) 

QED 
-»00 

ΛΗΜΜΑ E. 5: Το υπόδειγμα μας δίνεται από την ε"ξ £σωση 

Y=ZB+U, (Ε.82) 

όπου οι, γραμμές της μήτρας U των διαταρακτικιΐν όρων είναι 

ανεξάρτητα Ν. (Ο,Σ) διανύσματα, οι μήτρες Υ και U έχουν διαστάσεις 

Txk και Σ είναι μια kxk μήτρα. Αποδεικνύεται ότι 

Ε(υ'υΣ υ'υ)=Τ(Κ+Τ+1)Σ, (Ε.83) 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ: Έστω u' (t=l,...,T) οι γραμμές της μήτρας U, οπότε u 
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ε ί ν α ι ÖL σττήΛες τ η ς μ ή τ ρ α ς U ' . Ε π ο μ έ ν ω ς , 

τ 
U'U= Ε u u ' . (Ε.84) 

t = ι 

Από τ η ν (Ε.84) π α ί ρ ν ο υ μ ε ό τ ι 

Τ Τ T T 

U ' U Z - 1 U ' U « ( £ u u ' ) Z _ 1 ( Ε u u ' ) = £ E u u ' E _ ± u u ' = 
*"* t t 3 3 " t t 3 3 

t = i 3 = 1 t = l 3 = l 

Τ T T 

= E u u ' E _ 1 u u ' + E E u u ^ - i u u ' , (E .85) 
" t t t t *"• t t 3 3 

t = l t = i 3 = 1 
t ^ S 

όπου τα u' και u' είναι ανεξάρτητα Ν, (Ο,Σ) διανύσματα για t^s. 
t 3 J\ 

θεωρούμε το kxl αυθαίρετο, μη στοχαστικό διάνυσμα. 1. Κάνοντας 

χρήση του Λήμματος Α.8 και της (Ε.3) βρίσκουμε ότι 

1 ' (u u ' Z ~ 4 u u ' ) l = t r ( 1 'u u ' 2 _ 1 u u ' 1 ) = t r ( u ' l l ' u u ' Z - 1 u ) = 
L ì » u t u t u t - t· t u L 

=u ' 11 'u u ' Σ u =» 
t t t t 

=> E [ l ' ( u t u ^ _ 1 u t u t ' ) l ] - E ( u ' l l 'u u ' Z ^ u )=• 

= ( t r l l 'Σ) ( Γ . Γ Σ - 1 Σ ) + 2 ( t r l l 'ΣΣ - ± Σ) = α Γ ΐ 'Σ1) ( t r l k ) + 2 ( t r i 'Σ1 ) = 

= k l 'Σ1 + 21 ·Σ1-(Χ+2) 1 ' Σ Ι . (E.86) 

Εφόσον τ α u ' κ α ι u ' ε ί ν α ι α ν ε ξ ά ρ τ η τ α δ ι α ν ύ σ μ α τ α γ ι α t ^ s , ο ι 
t 3 

σχέσεις (Ε.85) και (Ε.86) συνεπάγονται ότι 

[ Τ Τ Τ -, 

1 ' ( E u t u t 'Z \ u t ' + E E u t u t ' Z ^ u j ) 1 = 
t = l t = 1 3 = 1 ' J 

t * S 
Τ T T 

= E E [ l ' ( u u ' Z _ 1 u u ' ) l ] + E E E [ l ' ( u u ^ _ 1 u u ' ) l ] = 
*-* L t t t t J — L· t t S 3 - · 

t = 1 t = 1 3 = 1 
t ^ s 

Τ T T 

» E E [ l ' ( u l u t ' Z " 1 u t u l ' ) l ] + E E r E t ^ u ^ r t i u ^ ) ! ' 
t = 1 t = 1 s = 1 

Τ T T 

= E E [ l ' ( u . u . ; Z " 1 u t u . ; ) l ] + E E 1 'ΣΣ _ 1 Σ1 = 
t = l " " " " t = ± s = 1. 

Τ T T 

= E ()ς+2)1 'Σ1+ E E 1'Σ1=Τ(Χ+2) 1 'Σ1+Τ(Τ-1) 1'Σ1= 
t = 1 t = 1 3 = 1 

t * S 

=T(k+T+l) 1 ' Σ 1 . (E.87) 
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Εφόσον το 1 είναι ένα kxl αυθαίρετο, μη στοχαστικό διάνυσμα, από 

την (Ε.87) βρίσκουμε ότι 

Ε[1 ' (U'U2
_1
U'U) 1] = 1 'E(U'U2

_1
U'U) l=T(k+T+l) 1 'ΣΙ -* 

•* E(U'U2
_±
U'U)=T(k+T+l)2. (Ε. 88) 

QED 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ ΤΗΣ ΠΡΟΤΑΣΗΣ 5.3: Έστω U τα κατάλοιπα από την ε!ίσωση 

Y=ZB+U, (Ε.89) 

όταν χρησιμοποιούμε τον Β (I=UL, RL, GL, IG, ML) εκτιμητή του Β. 

Χρησιμοποιώντας το Λήμμα Ε.3 βρίσκουμε ότι 

U =Υ-ΖΒ =ΖΒ+υ-Ζ(Β+τΒ
Ι
+ω(τ

2
) )=ΖΒ+υ-ΖΒ-τΖΒ

Ι
+ω(τ

2
) = 

=υ-τΖΒ
Ι
+ω(τ

2
) . (Ε. 90) 

Έστω Σ η ε κ τ ι μ ή τ ρ ι α της μήτρας Σ από την I (I=UL, RL, GL, IG, 

ML) με€οδο εκτ ίμησης . Ι σ χ ύ ε ι ό τ ι 

Σ ι =υ^υ ι /Τ=[υ-τΖΒ^+ω(τ 2 )] ' [U-τΖΒ^+ω ( τ 2 ) ] /Τ= 

= (Ό-τΖΒ*) ' (υ-τΖΒ*)/Τ+ω(τ 4) = ( υ ' - τ Β * ' Ζ # ) (U-τΖΒ*)/Τ+ω ( τ 4 ) = 

= ( υ , υ - τ υ , Ζ Β Ι - τ Β Ι ' Ζ ' υ + τ 2 Β Ι * Ζ 'ΖΒ1)/Τ+ω (τ 4 ) = 
1 1 1 1 

=U 'U/T-τΙϊ 'ΖΒ Ι/Τ-τΒ Ι 'Ζ Ό/Τ+τΊΒ 1 ' (Ζ 'Ζ/Τ) Β*+ω(τ4) = 
1 1 1 1 

= υ ' υ / Τ - τ 2 υ ' Ζ Β * / ^ - τ 2 Β * ' Ζ ' υ / Τ Τ + τ 2 Β * ' (Ζ 'Ζ/Τ) Β*+ω ( τ 4 ) = 

=U'U/T+x 2 rB I ' (Z 'Z/T)B 1 -U'ZB 1 /JT-B I 'Z 'U//T 1 + ω ( τ 4 ) . (Ε.91) 
h i . I l l -1 

Από την (Ε.78) γνωρίζουμε ό τ ι 

B " L = ( Z ' Z / T ) _ 1 Z ' U / f T . (Ε. 92) 

Άρα, 

Β*'Ζ'υ/4Ύ=Β*' (Ζ'Ζ/Τ) (Ζ 'Ζ/Τ) - 1 Ζ 'U/ÌT-B*' (Z 'Z /T)B U L . (E. 93) 

Ό μ ο ι α α π ο δ ε ι κ ν ύ ε τ α ι ό τ ι 

U'ZB I / iT=B U U ' (Ζ'Ζ/Τ) Β1. (Ε. 94) 
1 1 1 

Από τ ι ς ( 5 . 1 2 ) , ( Ε . 9 1 ) , (Ε.93) και (Ε.94) έ π ε τ α ι ό τ ι 
Σ -U'U/T+T^fB1 ' (Z 'Z/T)B 1 -B U U ' (Ζ'Ζ/Τ) B V B * ' (Ζ'Ζ/Τ) Β~" ]+ω (τ 4 ) = 

Ι >- ± ί ± 1 1 1 J 

=Σ-τΤΤΣ+τΤΤυ'υ/Τ+τ 2 (Β Ι ΤΒ Ι -Β υ ί ' ·ΓΒ Ι -Β Ι 'ΓΒ υ ΐ ' )+ω(τ 4 ) . (Ε. 95) 
1 1 1 1 1 1 

Όμως, ισχύει το κατωτέρω αποτέΛεσμα: 
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Β1 Τ Β ^ Β " 1 , ' Γ Β ^ Β 1 T B U L = 
1 1 1 1 1 1 

=Βτ 'ΓΒ'-Β" 1 · Τ Β 1 - * 1 T B U L - f B U L T B U L - B U L T B U U = 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

= (B I '-B U L ' )r(B I -B U L )-r(Z"Z/T)" : L Z'U/-|T ] ' (Z 'Z/T) |"(Z 'Z/T) - 1 z 'u/JT 1-
I 1 1 1 *- J *- J 

= ( B I - B U L ) T ( B I - B U U ) - U ' Z ( Z ' Z / T ) " " 1 ( Z ' Z / T ) ( Z ' Z / T ) _ ± Z'U/T= 
A i . i. i. 

= ( B Ï - B " L ) T ( B ^ - B " L ) - U ' Z ( Z ' Z ) _ 1 Z 'U= 

- ( B 1 - B ° L ) T ( B I - B U I * ) - U ' P U, (E .96) 
I I 1 1 ζ 

όπου Ρ = Z ( Z ' Z ) _ 1 Z ' . Α ν τ ι κ α θ ι σ τ ώ ν τ α ς τ η ν (Ε.96) στην (E. 95) 
TT. ζ 

π α ί ρ ν ο υ μ ε 

Σ ι = Σ + τ [ Τ Τ ( υ ' υ / Τ - Σ ) ] + τ 2 [ ( Β ^ - Β " 1 ^ ) 'Γ ( B * - B " L ) - U ' P ^ U J + ω (τ*) = 

=Σ+τΣ + τ 2 Σ Ι + ω ( τ 4 ) = Σ + τ ( Σ + τ Σ * ) + ω ( τ 3 ) , (Ε. 97) 
1 2 1 2 

όπου 

Σ -iTiU'U/Τ-Σ) 

κ α ι (Ε.98) 

Σ Ι = ( Β Ι - Β υ ι < ) T ^ - B ^ - U ' P U. 
2 1 1 1 1 Ζ 

Χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ώ ν τ α ς τ ο ΛτΊμμα Α.1 β ρ ί σ κ ο υ μ ε ό τ ι 

Σ - ± = ΓΣ+τ ( Σ +τΣ* ) +ω ( τ 3 ) 1 ~±= i L ι 2 J 

= Σ _ 1 - τ Σ _ 1 ( Σ + τ Σ Ι ) Σ " 1 + τ 2 Σ _ 1 ( Σ + τ Σ Ι ) Σ _ 1 ( Σ +τΣ χ ) Σ - 1 + ω ( τ 3 ) = 
1 2 1 2 1 2 

= Σ _ 1 - τ Σ _ 1 Σ Σ " 1 - τ 2 Σ " 1 Σ 1 Σ " 1 + τ 2 Σ ~ 1 Σ Σ~*Σ Σ _ 1 + ω ( τ 3 ) = 
1 2 1 1 

= Σ _ 1 - τ Σ _ 1 Σ Σ _ 1 + τ 2 ( Σ _ 1 Σ Σ_ ±Σ Σ ^ - Σ " 1 ^ " 1 ) +ω ( τ 3 ) = 
1 1 1 2 

= Σ _ 1 - τ Σ _ 1 Σ Σ ^ + τ ' Γ Σ ^ ί Σ Σ - 1 Σ - Σ 1 ) Σ _ ± ] + ω ( τ 3 ) = 
1 L 1 1 2 -1 

= Σ _ 1 - τ 3 + τ 2 δ Ι + ω ( τ 3 ) , (Ε.99) 
1 2 

όπου 
S =Σ _ 1 Σ Σ _ ± 

1 1 

κ α ι (Ε.100) 

2 1 1 2 

2 

Ο ρ ί ζ ο υ μ ε τ ο k χ ΐ δ ι ά ν υ σ μ α 

δ = Γ ( δ . . ) .. , 2] . (Ε.101) 

3 6 0 



Από τον ορισμό του υποδείγματος μας έχουμε 

δ 

δ= 
Γ(δ . ) . . .2] 

όπου 

δ =(σ*-1)/τ, δ =(γ-γ)/τ. δ . . = (γ ..-γ ..)/τ. 

(E.102) 

(E.103; 

Επιπλέον, από τον ορισμό (2.6) έχουμε ότι το δ έχει ένα στοχαστικό 

ανάπτυγμα της μορφής 

2, 
ö=d +τά +ω(τ 

ί 2 

(Ε.104] 

και κατ αναλογία τα δ και δ
Α
 έχουν στοχαστικό: αναπτύγματα της 

μορφής 

δ =σ +τσ +ω(τ ) 
Ο Ο 1 

και 

δ*=ό^ +τα^ +ω(τ ) , 

(Ε.105) 

αντίστοιχα, όπου τα d* και d* είναι k χΐ διανύσματα. Από τις 

(Ε.102), (Ε.104) και (Ε.105) παίρνουμε ότι 

d'=(o ,d' ) ά'=(σ ,d' (E.106: 

Από τ ι ς ( 5 . 8 ) , ( Ε . 9 1 ) , ( Ε . 9 9 ) , (Ε.100) κ α ι ( Ε . 1 0 5 ) σ υ ν ε π ά γ ε τ α ι ό τ ι 

γ ι = ν β ο [(Υ-ΖΒ ) ' (Υ-ΖΒ ) / T ] _ 1 = v e c (U *U /Τ) _ 1 = v e c (Σ" 1) = 

=vec Γ Σ _ 1 - τ 3 + τ 2 3 Ι + ω ( τ 3 ) l = v e c ( Σ - 1 ) - τ ν β ο (S ) + τ v e c ( S I ) + u ( T ) = 
>- 1 2 J 1 2 

= γ - τ ν β ο ( 3 ) + τ v e c ( S ) + ω ( τ ) =» 
1 2 

-*· δ * = ()ί - γ ) / τ = - v e c ( S ) + T v e c ( S ) + ω ( τ ) =d l l f +xdÄ + ω ( τ ) , 

όπου 

Σ - U ' U /Τ 
Ι I I 

και 

d* = -vec(S ) , d* =vec{SX) . 
* 1 1 *2 2 

Χρησ ιμοπο ιών τα
1
™ τον ο·"

1
 ιο· ' ό (2.Β) και τ ι ̂  ( Ε . 10 2 ̂  fΕ.105) 

και (Ε. 108) βρίσκουμε τα ακόλουοα αποτελέοματα: 

(Ε.107) 

(Ε.108) 

(Ε,106) 

(a) 

Λ λ'"
1 

= lim E(d d') = lim E 
1 1 

τ >οο τ »οο 
ο *i 
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= lim E 
τ »οο 

Γ 2 
σ 
ο 

σ cL 

σ d / 
ο *ι 

d. cL·' 
Ο
 χ

1
 χ

1 " ι -

από την οποία συνεπάγονται ou σχέσεις: 

(Ε.109) 

λ = l i m Ε(σ ) , ο ο 
τ »<χ> 

λ= l i m Ε(σ d* ) = l im Ε Γ-σ v e c ( S )"! = - l i m Ε Γσ v e c ( S ) ] , (E.110) 
0 * i L o ± -> L o 1 - 1 -»co -»CO -»00 

A= l i m E ( d * d ' )= l im E f " ( - v e c ( S ) ) ( - v e c ( S ) ) ' ] : 

" l x l •- 1 1 J 

-»co -»00 

l im E f ( v e c ( S ) ) ( v e c ( S ) ) ' ] 

(b) 

-»co 

μ. 
= l i m E f f f d +d )= l i m E 

1 2 
Τ »CO Τ »CD 

JTo +σ 
O l 

Tfd^+d, 
(E.Ill) 

1 * 2-J 

από την οποία συνεπάγονται, ou σχέσεις: 

μ = lim E(JTa -t-σ ) 
ο ο ι 

Τ »00 

Kau 

μ= lim E(JTcì* +d* ) = lim E[JT(-vec(S ))+vec(S*)] 

(E.112) 

-»co -»co 

Στην συνέχεια θα υπολογίσουμε τις ποσότητες Λ, λ, Α , μ Kau 

μ . Χρησιμοποιώντας το Λήμμα Α.Θ, τις (Ε.7) και (Ε.8), το 

Λήμμα Ε.5 και. τις (Ε.97), (Ε.98), (Ε.99) και (Ε.100), Βρίσκουμε τα 

ακόλουθα αποτελέσματα: 

(i) Ε(Σ
ι
)=Ε[|Γ(υ'υ/Τ-Σ)]=ΤΤ[Ε(υ

,
υ)/Τ-Σ]=^Τ(ΤΣ/Τ-Σ)=0 (Ε.113) 

(ii) Εφόσον η μήτρα U'U~W (Σ,Τ) και η μήτρα Ρ =Ζ(Ζ'Ζ) Ζ' είναι 

ταυτοδΐ^ναμη, έπεται ότι 

U'P
z
U~W

k
a,m) , 

δ ιότι 

m=rank(P ) =trP =trZ (Ζ'Ζ)
 _±
Ζ'=tr (Ζ'Ζ)

-1
Ζ'Z=trl . 

Ζ Ζ m 

Επιπλέον, από τις (Ε.114) και (Ε.115) έπεται ότι 

E(U'P U) = (trP )Σ=ΓΠΣ. 
ζ ζ 

(iii) Ε (S )=Ε(Σ
_±
Σ Σ

_1
)=Σ

_1
Ε(Σ ) Σ

_1
=0 , 

λόγω της (Ε.113). 

(ϊν) Ε(Σ
ι
Σ~

1
Σ
ι
)=Ε[ΤΤ(υ'υ/Τ-Σ)Σ"

1
Τΐ'(υ'υ/Τ-Σ)] = 

(Ε.114) 

(Ε.115) 

(Ε.116) 

(Ε.117) 
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=E [ n u 'υΣ~±υ,υ/Ίζ-υ ' υ Σ _ 1 Σ / τ - Σ Σ _ 1 υ Ό Υ Τ + Σ Σ ^ Σ ) ] = 

=Ε (U 'υΣ - ± υ 'U/T-2U "J+ΤΣ) =Ε (U 'UT_1U 'U) /Τ-2Ε (U 'U) +ΤΣ= 

=T(k+T+l) Σ/Τ-2ΤΣ+ΤΣ= (k+T+1) Σ-ΤΣ= (k + 1) Σ . (Ε . 118) 

(ν) Ε(Σ Ι )=ΕΓ(Β Ι -Β υ Κ ) T ( B I - B U 1 ' ) - U ' P Ul = 

=Ε [ ( Β 1 - ^ ) T Ì B ' - B ^ I - E I U ' P U ) = 
1 - 1 1 1 1 - · ζ 

=Er(B I -B U L ) ' Γ ^ - Β ^ Π - ι η Σ =* (Ε. 119) 
L. ± ± ± ± J 

•* Ε ( Σ " 1 Σ Ι Σ _ 1 ) = Σ _ 1 Ε ( Σ Ι ) Σ " 1 = 
2 2 

=Σ" 1 ΕΓ(Β Ι -Β υ ΐ Ί Τ ί Β ^ Β 0 1 - ) ΐ Σ ^ - π ι Σ ^ Σ Σ " 1 -
> - ν 1 1 1 1 - 1 

==Σ"1ΕΓ(ΒΙ-Βυ ί) Τ ί Β ^ Β ^ ΐ Σ ^ - ι η Σ " 1 , (Ε. 120) 
·- 1 1 1 1 J 

λόγω της ( Ε . 1 1 6 ) . 

(vi) Συνδυάζοντας τις (Ε.100), (Ε.118) και (Ε.120) παίρνουμε 

Ξ ( 3 Ι ) = Ε Γ Σ ~ 1 ( Σ Σ _ 1 Σ - - Σ Ι ) Σ " 1 ] = Ε Γ Σ _ 1 ( Σ Σ _ 1 Σ ) Σ ~ 1 - Σ _ 1 Σ Ι Σ ~ 1 ] = 
2 L ν ι 1 2 - 1 1 - j. ι' 2 - 1 

=Σ_1Ε (Σ Σ - ±Σ ) Σ_ ±-Ε (Σ_ 1Σ ΙΣ~1) = 
1 1 2 

= (k+1) Σ _ 1 Σ Σ _ 1 - [ Σ ~ Έ [ ( B * - B " L ) 'Γ ( B " - B " U ) ]Σ~1-ιηΣ"11 = 

= ^+1)Σ~1+ΐϊΐΣ~1-Σ~±Ε("(ΒΙ-Βυ1') 'Γ (B I-BU L) ] Σ _ 1 = 

^ π ^ + υ Σ ^ - Σ ' Έ ^ Β ^ - Β " 1 ' ) 'Γ (B*-ß"L) ]Σ~* . (Ε.121) 

Εκφράζουμε το υπόδειγμα μας στην μορφή 

y=XB+u. (Ε.122) 

Εφαρμόζοντας την Ι μέθοδο εκτίμησης, εκτιμούμε την μήτρα 2 με τον 

εκτιμητή Ω =Σ β>1 . Χρησιμοποιώντας την 2 εκτιμούμε εκ νέου τις 

παραμέτρους της (Ε.122) με την GLS μέθοδο εκτίμησης. Έστω Σ η 

μήτρα συνδιακύμανσης που υπολογίζεται από τα GLS κατάλοιπα, 

u =vec(U ), της εΐ ί,σωσης (Ε.122), δηλαδή 
OL au 

Σ =U' U /Τ. (E.123) 
J OL OL 

Έστω ß ο GLS ε κ τ ι μ η τ ή ς του ß από την ες ί.σωση (Ε. 122) . Από την 
OL 

(2.3), και εφόσον η μήτρα Σ είναι συμμετρική, έπεται ότι, για 

I=UL, RL, GL, IG, ML, ισχύει η σχέση 

o*=(y-Xß ) '2 (y-Xß )/(Tk-n)=u' (Σ~>1 ) u / (Tk-n) = 
I OL I GL OL Ι Τ OL 
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-fveciU )1'(Σ
1
®Ι )vec(U )/(Tk-n)= 

<- OL -Ι I Τ OL. 

=trfU (Σ
-1
) 'U' ]/(Tk-n)=tr(E_1Û' U ) / (Tk-n) = 

I- OL I O L J I OL OL 

=tr (Σ^ΤΣ^) / (Tk-n) =tr (Σ"^) / ( (Tk-n) /T) = 

=tr(Σ~
1
Σ
J
)/(k-n/T)=tr(Σ^

1
Σ
J
)/(k-τ

2
n) . (E.124) 

Κατ* αναΛογ ta προς τις (E.97) και (E.98) έχουμε ότι 

Σ =Σ+τΣ +τ
2
Σ'

7
+ω(τ

3
) , (Ε.125) 

J 1 2 

ό π ο υ 

Σ ι - Τ Τ ( υ , υ / Τ - Σ ) 

κ α ι ( Ε . 1 2 6 ) 
2 J = ( B

J _ B

U L ) T ( B J - B U L ) - U ' P U . 
2 1 1 1 1 Ζ 

Χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ώ ν τ α ς τ ι ς ( Ε . 9 9 ) , ( Ε . 1 0 0 ) , ( Ε . 1 2 4 ) κ α ι ( Ε . 1 2 5 ) β ρ ί σ κ ο υ μ ε 

ό τ ι 

Σ _ 1 Σ = p L _ 1 - x S + T 2 S I + u ) ( T 3 ) l Γ Σ + τ Σ + τ 2 Σ ' ί + ω ( τ 3 ) 1 = 
I J L 1 2 - I L ι 2 - 1 

= Σ " 1 Σ + τ Σ " 1 Σ + τ 2 Σ " 1 Γ ' - τ 3 Σ - τ 2 3 Σ + τ 2 3 ζ Σ + ω ( τ 3 ) = 
1 2 1 1 1 2 

= 1. + τ Σ ~ 1 Σ + τ 2 Σ ~ 1 Σ ' / - τ Σ " 1 Σ Σ _ 1 Σ - τ 2 Σ ~ 1 Σ Σ~*Σ + 
k 1 2 1 1 1 

+ τ 2 Σ ' _ 1 ( Σ Σ _ 1 Σ - Σ Ι ) Σ " " ± Σ + ω ( τ 3 ) = 
1 1 2 

Τ , 2„-i_J 2„-1_ „-!„ , 2„-!_, ^,-1^ 2_-1„Ι 3. 
= Ι, +τ Σ Σ - τ Σ ΣΣ Σ +τ Σ 2] Σ ζ - τ Σ Σ + ω ( τ ) = 

k 2 1 1 1 1 2 

= 1. +τ 2 Σ _ 1 (Σ*'-Σ Ι )+ω(χ 3 ) =» 
k 2 2 

·*· t r ( Σ " 1 Σ )=trfL· +τ 2 Σ~ 1 (Σ ' / -Σ Ι )+ω(τ 3 ) ]=^τ 2 ΐΓΣ" 1 (Σ ' 7 -Σ Ι )+ω(τ 3 ) ^ 
I J L k 2 2 J 2 2 

-» o 2 = t r ( Σ _ 1 Σ ) / ( k - x 2 n ) = 
χ ι J 

= | V t ^ _ 1 ^ - ^ * ) + k ] / ( k - ^ n ) + w ( x 3 ) . ( E . 1 2 7 ) 

Ό μ ω ς , 

Σ " 1 ( Σ ^ Σ 1 ) = Σ _ ± ( Σ Σ _ ± Σ - Σ Σ~*Σ + Σ " ' - Σ Ι ) = 

2 2 1 1 1 1 2 2 
= ν - 1 Γ CT ν - 1 ν _ ν Ι ι _ fT ν _ 1 ν —-VJ'ì Ί = 

Ζ L ^ i - "ι - ζ ' *~i- "ι -2'-ι 

=Σ~* (Σ Σ_1Σ -Σ 1) Σ^Σ-Σ - 1 (Σ Σ_ 1Σ -Σ*7) Σ_1Σ=3ΙΣ-3*,Σ= (S I -S J ) Σ =» 
1 1 2 1 1 2 2 2 2 2 

=» t ^ ^ i r ' - ^ - t r i S ^ S " ' ^ . (Ε. 128) 
2 2 2 2 

Από τ ι ς (Ε.103), (Ε.127) και (Ε.128) έπεται ό τ ι 

σ 2 = Γ τ 2 ΐ Γ ( 3 Ι - 3 * ; ) Σ + ^ / ( ^ τ 2 η ) - κ ω ( τ 3 ) Φ 

Ι L 2 2 J 
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=> δ Ι = ( σ 2 - 1 ) / τ = σ 2 / τ - 1 / τ = 
Ο Ι Ι 

= [ T 2 t r ( S ^ - S ^ ) Z + k ] / T ( k - x 2 n ) - l / T + u ( T 2 ) = 

= [τ χ . Γ ( 3 * - 3 ^ ) Σ + ^ τ ] / ^ - τ 2 η ) - 1 / τ + ω ( τ 2 ) . (Ε.129) 

Κάνοντας χρήση του Λήμματος Α.1 παίρνουμε 

1/ (k-x 2 n) = (}<-τ2η) _ 1 = [k ( l-x 2 n/k) ] _ 1 = k _ 1 ( l - c 2 n / k ) ~±= 

= ^ 4 [ ΐ + τ 2 η ^ + ω ( τ 4 ) ] = ( 1 + τ 2 η / ^ ) ^ + ω ( τ 4 ) . (E.130) 

Αντικαθιστώντας την (Ε.130) στην (Ε.129) βρίσκουμε ά τ ι 

δ*=[τ t r (S*-S^)2+k/T] [( l+T 2n/k) /k+u ( τ 4 ) ] -1/τ+ω (τ 2) = 

= [τ t r (S I -S J ) Σ/k+l/T] (1+τ2η/Τ<) -1/τ+ω(τ 2 ) = 

=τ t r C S ^ S ^ / k + l / x + x n / k - l / T + i J Ì - i ; 2 ) -
2 2 

^ r t r C S ^ S ^ S + n l / k + u U 2 ) . (Ε. 131) 
L. 2 2 J 

Συνδυάζοντας τις (Ε.105) και (Ε.131) βρίσκουμε ότι 

δ*=σ +τσ +ω (τ
2
) =τ [tr (S

X
-S

J
) Σ+η]/k+u (τ

2
) => 

Ο Ο Ι » - 2 2 -! 

=> σ =0, σ = ["tr(S x -S J ^+n" |/fc · (Ε.132) 
Ο i Ι- 2 2 -J 

Ορίζουμε τ ι ς kxk μήτρες 

Μ = lim ECS1) 
I 2 

Τ »00 

και (E.133) 
Δ = lim ΤΕΓ(Β -Β ) Τ ( Β -Β )1 (I=UL, RL. GL, IG, ML) 

I L ' ι U L I U L J 
Τ »00 

2 2 

και την k xk μήτρα Ν με σ τ ο ι χ ε ί α 
ν , · · » ι , ΐ χ " σ · ι ° · ι + σ - , σ - ι , ( i , j , k , l = l k ) . ( E . 1 3 4 ) 

<vjXkl) \.k j l ι,Ι jk 

Ana το Λήμμα E.4, την (E.121) και τον ορισμό (Ε. 133) παίρνουμε τα 

κατωτέρω αποτελέσματα: 

(α) Μ= lim E(S
I
)= lim Γ (m+k + 1) Σ

_1
-Σ

_±
Ε j"(Bï-BUL) 'Γ (Β^Β"1

') ]Σ~
4 

Ι 2 Ι- 1 i i 1
 J 

Τ »CO Τ »00 *-

= (πΗ*+1)Σ~
4
·-Σ

_1
| lim E[(B^-B" U

) 'Γ (B*-B"U
) ]"|Σ~

4
= 

- ϊ »-Û0 -J 

= (m+k+l)2-
i-X-1[ lim TE[(Bi-èuL) T ^ - B ^ ) ]] 

L. τ »oo -1 

) 1 |Σ
_±
= 

-(m+k+1) Σ
 4
-Σ *Δ Σ *. (Ε.135) 
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(0) E [ ( S ^ - S ^ ) E ] = [ E ( S ^ - E ( S ^ ) ] Z = 

= Γ(ιη+]<+1)Σ~1-Σ""1ΕΓ(ΒΙ-Βυ ΐ^) T ( B * - B " L ) ] Σ _ 1 -
Ι *- i i χ χ -* 

- ( m + k + l ) l " 1 + l " 1 E [ ( B J - B U L ) Τ ( B J - B U L ) ] Σ _ 1 1 Σ -

= ^ _ 1 E [ ( B ^ - B " L ) Τ ( Β ' - Β " 1 ' ) ] Σ ~ 1 Σ + Σ " 1 Ε [ ( Β ^ - Β " 1 - ) Τ ( Β ^ - Β ^ ) ] Σ _ 1 Σ =• 

=• l i m Ε Γ ( 3 Ι - 3 " 7 ) Σ ΐ = 
<- 2 2 J 

Τ »00 

= - Σ - 1 ϋ ι η Ε [ ( Β Χ - Β υ 1 ) 'Γ (B X -B U L ) ] + Σ _ 1 1 im E [ ( B J - B U L ) T ( B J - B U L ) ] = 
Τ »OD Τ >CO 

= - Σ - 1 l im TE Γ (Β -Β ) ' Γ ( Β - Β ) 1 + Σ _ 1 1 im TE Γ(Β -Β ) * Γ ( Β - Β ) 1 = 
L Ι UL I UL J I- J UL J UL -" 

Τ ><Χ> Τ ><Χ> 

= -Σ
_±
Δ +Σ

_1
·Δ =Σ

-1
(Δ -Δ )=Σ

_1
(Δ - Δ ) , (Ε. 136) 

I J J Ι OL. Ι 

διότι η J μέθοδος εκτίμησης είναι, η μέθοδος GLS. Από την (Ε. 100), 

εφόσον η μήτρα Σ είναι συμμετρική, συνεπάγεται, ότι. 

S =Σ
_1
Σ Σ

- 1
 =* 

ι ι 

=* vec (5 ) = Γ(Σ_1
) 'ΑΣ

_1
]νβσ(Σ )=(Σ"

1
®Σ

_1
) νβσ(Σ ) =* 

-• (vec(S ) ) (vec(S ) ) '= Γ(Σ
_1
<8>Σ

_1
) vec (Σ )] [(Σ^βΣ

-1
) vec (Σ )] '-

Χ Χ *•* χ J W. Χ -* 

= [(Σ
_1
®Σ

_1
) νβο(Σ )] [(vec (Σ) ) ' (Σ^βΣ

-1
) '] = 

-(Σ^βΣ
-1
) (νβσ(Σ

±
)) (νβο(Σ

4
)) '(Σ'^Σ

-1
) . (Ε. 137) 

Όμως, από τις (Ε. 7) και. (Ε. 8) έχουμε ότι. η μήτρα U'U έχει. μ La 

κατανομή Wishart με E(U'U)=TT. Από την (Ε.98) έπεται ότι 

Σ
±
=|Τ(υ'υ/Τ-Σ) =» 

•* νί=,ΓΓΣ =Τ(υ'υ/Τ-Σ)=υ'υ-ΤΣ, (Ε. 138) 

δηΛαδή η μήτρα ν/=^ΤΣ ε£ναι μια μήτρα Wishart σε αποκΛισεις από 

τον μέσο της. Έστω w. . το ( i , j ) -στο ιχε to της μήτρας W. Τότε, αν 

σ.. ε tvccL το ( i , j ) -στο ι,χε to της μήτρας Σ, ΧΡΉΟ ιμοπο ιώντας τον 

ορισμό (Ε.134) και. ακολουθώντας τον Zellner ((1971).. σεΛ.389. 

(Β.58)) έχουμε 

Cov(w. .,w., ) =Ε (w. .w., ) -Τ(σ.. σ. ,+σ.,σ., ) -Tv..... (Ε . 139) 
Lj k l ι j k l \.k j l LL j k <i.j}<kl> 

Ou σ χ έ σ ε ι ς (E.137) κ α ι ( E . 1 3 9 ) σ υ ν ε π ά γ ο ν τ α ι ό τ ι 

E f ( v e c ( S ) ) (vec (S ) ) '1= ( Σ ^ β Σ - 1 ) E [(vec (Σ ) ) ( v e c (Σ ) ) ' ] (Σ~4®Σ_:1) = 
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= ( Σ _ 1 Α Σ _ 1 ) ( l / T ) E [ ( v e c ( J T l i ) ) ( v e c i J T Z ^ ) ' ] ( Σ ' ^ Σ - 1 ) = 

= ( Σ ~ 1 « Σ ~ 1 ) ( l / T ) E [ ( v e c ( W ) ) ( v e c ( W ) ) ' ] ( Σ ^ Α Σ - 1 ) = 

= (Σ _ 1 β>Σ _ 1 ) ( l / T ) E [ ( w . v . . ) , . w , . _Λ . 2 ] ( Σ ~ 1 ® Σ ~ 1 ) = 
1- v j k l < \ . j > , < k U = l , . . . , Κ J 

= (Σ _ 1 δ>Σ _ 1 ) ( 1 / T ) [ ( E ( w . w . ) ) . . . . 4 , 2 ] ( Σ _ 1 ® Σ _ 1 ) = 

= ( Σ _ 1 ® Σ _ 1 ) ( 1 / T ) Γ ( T v . . ,, ) .. ,, . ζ ] (Σ" 1 ®Σ~ 1 ) = 

= ( Σ _ 1 ® Σ _ 1 ) Γ(ν ) , z i ( Σ _ 1 ® Σ - 1 ) = 
ν ' Lv àjxkU' âj>,<kl>=l,. . . J< J 

= (Σ" 1 ®Σ~ ± )Ν(Σ" 1 ®Σ"" 1 ) -Φ 

=* l i r a E [ ( v e c ( S ) ) ( v e c ( S ) ) ' ] - l i m [ ( Σ _ 1 ® Σ - 1 ) Ν ( Σ _ 1 ® Σ _ 1 ) ] = 
Τ »00 Τ >·00 

= ( Σ ~ 1 Α Σ " 1 ) Ν ( Σ " 1 ® Σ ~ 1 ) , ( Ε . 1 4 0 ) 

δ ι ό τ ι τ α δ ι α ν ύ σ μ α τ α v e c ( S ) Kau v e c (-/ΤΣ ) = v e c ( W ) ε ί ν α ι k xi • 

Χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ώ ν τ α ς τ η ν ( Ε . 1 3 5 ) π α ί ρ ν ο υ μ ε 

(Μ -Μ ) Σ= f(m+k + l ) Σ _ 1-Σ"" : ,Α Σ - 4 - (m+k + 1) Σ _ 1 + Σ _ 1 Δ Σ - 1 ] Σ = 
Ι G L L Ι O L -Ι 

= ( Σ _ ± Δ Σ _ 1 - Σ _ 1 Δ Σ ~ 1 ) Σ = Σ " 1 ( Δ - Δ ) Σ ~ 1 Σ = Σ _ ± (Δ - Δ ) . ( Ε . 141) 
OL. Ι G L Ι G L Ι 

Από τ ι ς ( Ε . 1 1 0 ) , ( Ε . 1 1 2 ) , ( Ε . 1 1 7 ) , ( Ε . 1 2 1 ) , ( Ε . 1 3 2 ) , ( Ε . 1 3 5 ) , 

( Ε . 1 3 6 ) , ( Ε . 1 4 0 ) κ α ι ( Ε . 1 4 1 ) π ρ ο κ ύ π τ ο υ ν τ α α κ ό λ ο υ θ α α π ο τ ε Λ έ σ μ α τ α : 

( i ) λ = l i r a Ε ( σ 2 ) = 0 . ( Ε . 142) 
ο ο 

Τ »co 

( i i ) λ- - l i m ΕΓσ v e c (S ) 1 = Q . ( E . 143) 
t- ο t -> 

Τ -»OD 

( i i i ) Λ= l i m E [ ( v e c ( S i ) ) ( v e c ( S i ) ) ' ] - ( Σ " 1 Α Σ " 1 ) Ν ( Σ ~ 1 < » Σ " 1 ) . ( E . 1 4 4 ) 
Τ »co 

( i v ) μ= l i m E [ ^ T ( - v e c ( S i ) ) + v e c ( S ^ ) ] = l i m E J v e c [TT {-S) + S * ] | « 
τ »co τ »co L ™ -1 

= v e c | l i m E l T F i - S J + S ^ ] | = v e c | l i m [- ΛΓΤΕ (S±) +E (S*) ] 1 = 
L χ »co J Ι- τ »co -I 

= v e c [ lirn E t S ^ J - v e c t M ^ v e c ^ m + k H - l ^ - 1 - ^ - ^ ^ - 1 ] . (E.145) 
-»co 

( ν ) μ = l i m Ε ( - Π Ό -fo ) - l i m Ε ( σ ) = l i m Ε f f t r ( S I - S ' J ) Σ + n l / k = 
" θ O l 1 M - 2 2 J 

Τ »CO Τ »CO Τ »co »- J 

=trj" lim E[(S*-S^)I]1 /k+n/k-
L τ »co -»' 

= τ . Γ Σ _ 1 ( Δ - Δ ) / k + n / k = t r ( M - M ) Σ / k + n / k . ( E . 146) 
au ι ι a u 
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Αυτό π ο υ απομένε ι , ε ί ν α ι , ν α υ π ο λ ο γ ί σ ο υ μ ε α ν α λ υ τ ι κ ά τ ι ς μ ή τ ρ ε ς 

Δ - 1 ί ΐ ϊ ΐ Τ Ε Γ ( Β - Β ) 'Γ (Β -Β„ ) ] ( I - U L , RL. GL, IG, ML), (E. 147) 
τ »αο 

γ t a τ ι ς ο π ο ί ε ς , λόγω τ ο υ Λήμματος Ε , 4 , ισχύε ι , ό τ ι 

Δχ= l i m E [ ( B * - B " L ) T ( B * - B " L ) ] . (E. 148) 

Τ >0Û 

Υπενθυμίζουμε ÓTL ΤΟ υπόδειγμα μας ορί'ζεται, εναλλακτικά, είτε από 

την σχέση 

Υ=ΖΒ+υ, (Ε.149) 

όπου ou μ ή τ ρ ε ς Y, U, Ζ και, Β έ χ ο υ ν δ ι α σ τ ά σ ε ι ς Txk, Txk, Txm και, 

mxk, α ν τ ί σ τ ο ι χ α , ε ί τ ε από ττιν σχέστι 

y-Xß+u, ( Ε . 1 5 0 ) 

όπου y = v e c ( Y ) , X = ( I . « Z ) R , u=vec(U) Kau v e c ( B ) = R ß . Ε π ι π λ έ ο ν , ο ι 

δ ι α σ τ ά σ ε ι ς των δ ι α ν υ σ μ ά τ ω ν y κ α ι u ε ί ν α ι T k x l κ α ι των μήτρων 

( Ι . ® Ζ ) , R κ α ι Χ ε ί ν α ι Tk®km, kmxn κ α ι Tkxn, α ν τ ί σ τ ο ι χ α . 

Χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ώ ν τ α ς τ ο ΛτΊμμα Ε . 3 π α ί ρ ν ο υ μ ε τ α α κ ό λ ο υ θ α α π ο τ ε λ έ σ μ α τ α : 

(a) B U L = ( Z ' Z / T ) " 1 Z ' U / 1 T T = T ( Z ' Z ) " 1 Z ' U / | T = | T ( Z ' Z ) _ 1 Z ' U + 
1 

=*· v e c ( B " L ) = v e c [ ^ T ( Z ' Z ) _ 1 Z ' U ] = , r r v e c [ ( Z ' Z ) ' " i Z ' U ] = 

- 4 T [ l k e ( Z * Z ) " 1 Z ' ] v e c ( U ) - - f r [ l k ® ( Z ' Z ) " 1 Z ' ] | u . (E.151) 

(b) vec(B R L )«R(X'X/T)~ 1 X'u/- iT=TR(X'X)" 1 X 'U/-JT-
1 

=.fFR(X'X)~~1X'u. (E.152) 

(c) v e c ( B a L ) =vec (B x a ) =vec (B M L ) =R ( Χ ΏΧ/Τ) _ 1X 'Su/4T= 
1 1 1 

=TR(X ißX)~1X'S2u/iT=-fTR(X'^X)_ 1X'2u. (E. 153) 

Από την (E.80) έπεται ότι 

Β -Β =T(B
I
-B

U L
)+

W
(T

2
) =#• 

I U L 1 1 

* 4Τ(Β -Β )=ÌT[T(B I-B U L)+ W(T
2)1=(B I-B U L)H- W(T) => 

I U L *" 1 1 -• 1 ί 

•* vec[iT(B
i
-B

uL
)]=iTvec[(B

i
-B

ijL
)]=vec(B^-B"

L
)+

W
(T) . (Ε. 154) 

Ορίζουμε την μήτρα Φ , έτσι ώστε 

4T9
iU
=vec(B^-B"

C
) . (Ε. 155) 

Οι σχέσεις (Ε.154) και (Ε.155) συνεπάγονται ότι 
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1 T T v e c [ ( B i ~ B u L ) ] = f T 9 i u + W ( T ) . 

Σ υ ν δ υ ά ζ ο ν τ α ς τ ι ς σ χ έ σ ε ι ς ( Ε . 1 5 1 ) , ( Ε . 1 5 2 ) , ( Ε . 1 5 3 ) 

β ρ ί σ κ ο υ μ ε τ α κ ά τ ω θ ι α π ο τ ε λ έ σ μ α τ α : 

( i ) Γ ι α I=UL έ χ ο υ μ ε 

^ 9 i u = 4 T 9 u L U = v e c ( B " L - B " L ) = 0 =» Φ Ο [ - 0 . 

( ϋ ) Tua I=RL έ χ ο υ μ ε 

^TT l? iu=TT9R Lu=vec ( B * L - B " U ) = / T R ( X ' Χ )
 _ 1Χ ' u - ^ J T [ l k ® (Ζ 'Ζ) - 1 Ζ ' ] u = 

(Ε.156) 

κ α ι (Ε.155) 

(Ε.157) 

=f f |R(X 'X) 4 Χ ' - [ ΐ ®(Ζ'Ζ) *Ζ*] u 

-» Φ =R(X'X) ± Χ'-Γΐ, e ( Z ' Z ) * Z ' l · 
RL L χ J 

( i i i ) Γ ι α Ι-GL, IG, ML έ χ ο υ μ ε 

4ΤΦ u=fT9 u=-JT* u=4T9 u= 
I OL ί α ML 

=vec Β - 3 =vec Β -Β ) =vec (Β -Β ) = 
1 1 i l 1 1 

= T T R ( X ' ß X ) _ 1 X ' ß u - i T [ l ® ( Ζ ' Ζ ) _ ± Ζ ' ] u = 

= i T j R ( X ' ß X ) _ 1 X ' Q - [ l ® ( Ζ ' Ζ ) - 1 Ζ ' ] l u •» 

^ φ =φ =φ =R(X 'QX) _ 1 X'ß - r i . 0 ( Ζ ' Ζ ) _ 1 Ζ ' Ι · 
OL ί α ML L k J 

Έ σ τ ω 1 έ ν α α υ θ α ί ρ ε τ ο k x l δ ι ά ν υ σ μ α κ α ι L = l l 

σ υ μ μ ε τ ρ ι κ ή μ ή τ ρ α , τ έ τ ο ι α ώστε 

1==[(1Λ=ι J 
κ α ι 

1 
1 

\ -

( 1 4 . . . . l k ) -

1 ι 1 ι · 

• 

Λ1«· 

· ι Λ 

•Vk. 

L = [ ( l . . ) . . 4 , 1 = 11 '« 

= [ ( 1 . 1 . ) . . . ] =*· 1..-1.1., γ ι α i , j = l k . 
U ι- J >-,J=i,. . . , k J Vj X. J 

Ι σ χ ύ ε ι ό τ ι 

1 ' (B I -B U 1 ' ) T ( B X - B U L ) l = t r [ l ' ( B I - B U L ) ' r ( B J - B U L ) l ] = 
1 1 1 1 *· 1 1 1 1 J 

= t r [ ( B ; - B " L ) T ( B * - B " L ) l l ' ] = t r [ i . s ; - B , , n ' ) Τ ( B * - B " L ) L j -

= [vec ( B ^ B ^ ) ] ' v e c [Γ ( B ' - B 0 1 - ) L] = 

= [vec ( B ^ B " 1 " ) ] ' (L ' * D [vec ( B 1 ^ " 1 * ) 1 = 

(E.158) 

(E.159) 

μ ι α kxk 

(E.160) 
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= rvec(B I-BU L)] '(L®D [vec (B1-BUL) ] . (E.161) 
L. i l - 1 *- 1 1 J 

Σ υ ν δ υ ά ζ ο ν τ α ς τ ι ς ( E . 5 ) , (E .155) κ α ι ( E . 1 6 1 ) π α ί ρ ν ο υ μ ε ό τ ι 

1 ' ( B I - B U L ) 'Γ (B I -B U L ) 1= (TPP U) ' (L®r) (4ΤΦ. Γ ΙΙ) =Tu 'Φ ' (L®D Φ u= 

=T t r u ^ ' ( L » D 9 u = T tr<P^ ( L « n Φ uu * =Φ 

=> E r i ' ( B 1 - B U L ) T(B X -B U L ) l l=EfT tr<? ' ( L * n Φ u u ' 1 = 
>- ± ± 1 1 - I L ι i J 

=T t r 9 ' ( L ® D ? E ( u u ' ) = T t r 9 ' ( L ® D 9 (ΣβΙ ) . (E. 162) 
I I Ι Ι Τ 

Από τις (E.148) και (E.162) συνεπάγεται ότι 

1'Δ 1 = 1' lim E["(B
X
-B

UL
) 'Γ (B

x
-B

uu
) ] 1= lim E [l ' (B^B" 1

*) 'Γ (B'-B^) l] = 

(E.163) 

-*oo -»•00 

lim [T tr9^(L®D9 (Σ«Ι )]. 

-*oo 

Χρησιμοποιώντας την (E.163) παίρνουμε τα κατ ω-81 αποτελέσματα: 

(Α) Αντικαθιστώντας την (Ε.157) στην (Ε.163) βρίσκουμε ότι για 

κάθε αυθαίρετο kxl διάνυσμα 1 και για I=UL ισχύει 

1'Δ 1 = 1 Ά 1= lim ΓΤ tr<P ' (L®D Φ (Σ*Ι )]=0 -» Δ =0 
Ι UL <- U L U L Τ -ί UL 

(Ε.164) 
->οο 

(Β) Από τις (Ε.9) και (Ε.25) παίρνουμε 

X'X=diag[(X.). .] 'diag Γ(Χ.) . .] = 
*- ι. ι = 1 , . . . , X J *· L ι = 1 , . . . , X J 

= d i a g [ ( X . ' ) . l d i a g [ ( X . ) . ] = d i a g f ( X . ' X . ) . ] 

-» ( X ' X ) _ i = d i a g [ ( X . ' X . ) _ 1

j , ] => 

R(X'X) 4 X ' = 

=diag[(R. ). , . ] d i a g [ ( X . ' X . ) ± 

L i. t = l , . . . ,Χ-J ·- ι. l· t = î 

=diag[(R. ( X . ' X . T V ' ) . ^ . ] . 

i k ] d i a g [ ( X p L = i k ] = 

(E .165) 

En inAéov , 

[ l k «(Z 'Z)- 1 Z'] = 

( Z ' Z ) * Z ' 0 

0 (Z 'Z) Z'_ 

= d i a g f ( ( Z ' Z ) _ 1 Z ' ) . . 1 . (E .166) 
I- v = i , . . . JC-J 

Α ν τ ι κ α θ ι σ τ ώ ν τ α ς τ ι ς (E.165) κ α ι (E.166) στην (E.158) π α ί ρ ν ο υ μ ε 

Φ__ = R ( X ' X ) _ 1 X ' - [ l k Ä ( Z ' Z ) _ 1 Z ' ] = 

=diag[ (R. ( X ' X . T V ) . 4 . ] - d i a g [( (Ζ 'Ζ) _ ±Ζ ') . . ] = 

R L 
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• d i a g f t R . (X.'X.) * X . ' - ( Z ' Z ) *Z ') . , v ] = 

=di^lXXi,...J' 
ό π ο υ 

9 R L = R . (X'X ) 1 X . ' - ( Z ' Z ) *Z ' . 

( E . 1 6 7 ) 

( E . 1 6 8 ) 

Χ ρ η σ υ μ ο π ο ι ώ ν τ α ς τ η ν ( E . 168) Kau συμ3οΛ ι ί ' ζ ο ν τ α ς , γ t a α π λ ο ύ σ τ ε υ σ η , 
. R L 

Ψ.=Φ. , β ρ ί σ κ ο υ μ ε 

( a ) Φ ' ( L ® r ) - d i a g [ ( < P . ' ) . v ] | [ ( 1 ) , ν ] ® Γ 1 = 

Φ ' 
1 

0 1 Γ . . . 1 . Γ 
1 1 i k 

1 Φ T . . . 1 . Φ Τ 
i l ι i k ι 

0 Φ,' 1, Γ . . . 1. . Γ 1, Φ ' Γ . . . 1 ν ΐ Γ Φ ' Γ 
<- k J ι· k i kk J L k* k kk k • 

= Γ( 1 . .Φ.Τ). . . 1 . 

(b) Φ ( Σ « Ι ) = d i a g l " ^ . ) . . ] (Σ®1 ) = 

( E . 1 6 9 : 

φ 

ο 

ο σ Ι . . . σ , Ι 
ι ι τ i k τ 

Φ. ο. Ι , σ. . Ι σ, Φ, 
k k τ-ΐ <- k i k 

σ Φ 
1 1 1 

σ . Φ 
ι > ; ± 

°kk'k 
= Γ(σ. .Φ.). . . ] . 

O L ( E . 169) κ α ι ( E . 170) σ υ ν ε π ά γ ο ν τ α ι , ότι 

Φ' (Ι,βΠΦ ( Σ * Ι ) - Π ΐ . . ( Ρ . ' Γ ) . 4 ν ] [ ( σ . Φ.). Λ .] = 
RL RL Τ L ij ν L,J = 1,. . . , k J u jq j j*q=i,- . . , k J 

Γ k 1 = ( E 1..0. Φ . Τ Φ . ) . -• 
. <-j j q ν J u,q 

L J = 1 J 

Γ k 1 -» Γ . Γ Φ ' (Ι,«Γ)Φ ( Σ « Ι ) = t r ( E 1..σ. Φ . Τ Φ . ) . 
RL RL Τ . " \ι ;q \ ) L,q 

L j = ι 

( E . 1 7 0 ) 

k k 
- Σ Σ Ι.,σ.. τ-Γ(Φ.ΤΦ,) 

i = l j = i 

( E . 1 7 1 ) 

Χ ρ η σ ψ ο π ο ι ώ ν τ α ς τ ι ς ( 5 . 1 2 ) κ α ι ( E . 1 6 8 ) κ α ι ε φ ό σ ο ν Φ.=Φ. , έ χ ο υ μ ε 

m 'τπω = ΓΌ e Υ Ύ i ^ Y ' - f y y i " 1 ? ' ! ' ("7 ' '7 / τ ι Γρ e Υ Ύ •> - ± Y '— e 7 '7> _ 1 7 Ί = 
t J L I. L L I. -I L J J J J J 

= ΓΧ. (X.'X. ) _ : t R . ' - Z ( Z ' Z ) - 1 ] ( Ζ ' Ζ ) r R . ( X ' X . ) " : t X ' - ( Z ' Z ) _ 1 Z ' ] / τ = 

= ΓΧ. (X.'X. ) _ 1 R . ' Z ' Z R . ( X 'X.) _ 1 X '-X. (X.'X.) _ 1 R . * Z ' Z ( Z ' Z ) - 1 Z ' -

- Z ( Z ' Z ) " i Z ' Z R . ( X ' X . ) ~ 1 X ' + Z ( Z ' Z ) _ 1 Z ' Z ( Z * Z ) _ 1 Z ' ] / T = 

= ΓΧ. (X.'X. ) _ 1 ( Z R . ) ' Z R . ( X ' X . ) _ 1 X ' - X . ( X . ' X . ) _ 1 ( Z R . ) ' -
l - L L L L J J J J l· l L V 
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-ZR.CX'X.) 4 X ? + Z ( Z ' Z ) ^ ' l / T -
j j j j J 

= ΓΧ. (X.'X. Ì ^ X . ' X . U ' X J ^ X ' - X . (X.'X.)_1X.'-
L L L L L J J j J L L L L 

-x.ixrxj^xr+ziz'zj^z Ί / τ -

= ( P Ρ - Ρ - Ρ +P )/T =s> 
x x χ χ ζ 

L j L j 

=*· t r ( 9 . T < P . ) = t r ( P Ρ - Ρ - Ρ +P ) / T . (E. 172) 
υ j Χ X Χ Χ Ζ 

*· j L j 

Από τ υ ς (E. 160) , (E. 163) , ( E . 1 7 1 ) κ α ι ( E . 1 7 2 ) έ π ε τ α ι ό τ ι γ ι α κάθε 

α υ θ α ί ρ ε τ ο k x l δ ι ά ν υ σ μ α 1 κ α ι γ ι ο : I =RL ι σ χ ύ ε ι 

k k 
tr<P· ( L » D 9 D 1 (Σ®1 )= Σ Σ 1· .σ .. t r ( Ρ ν Ρ ν - Ρ ν - Ρ ν +Ρ ) /Τ => 

R L. R L Τ ν J α Χ . Χ . Χ . Χ Ζ 
ν = 1 j = 1 ν J ν j 

- Τ ^Φ^ί^ΓίΦ^ίΣ^ι^-τ Σ Σ lV JV
r ( P*p*-px-px+ IV / T = 

ι = 1 j = 1 L j τ- J 

k k 
= Σ Σ l . l . o . . t r ( P Ρ - Ρ - Ρ +P ) = 

L L ι j j t X X Χ Χ ζ 
L = 1 j = 1 '- j L j 

k k 
= Σ Σ l . o . . t r ( P Ρ - Ρ - Ρ +Ρ ) 1 = 

1 1 L ι j i X X Χ Χ Ζ J 
ν = 1 j = 1 L j L j 

= l ' f ( t r ( P Ρ - Ρ -Ρ +Ρ ) σ . . ) . Ί ΐ -» 
L ' χ χ χ χ ζ jL u,j-l 

ι- j ι- j 

=» 1'Δ 1 = 1'Δ 1= l im Γτ tr<P ' (L«T)Φ (Σ«Ι ) 1 = 
I P.L *- Η, L, RL. Α -* 

Τ >00 

= l im l l ' R t r C P Ρ - Ρ - Ρ +Ρ ) σ . . ) . Ί ΐ | -
L χ χ χ χ ζ jL L . J J 

Τ >CûL ι j χ. j -I 

= 1' l im f ' ( t r ( P Ρ - Ρ - Ρ +Ρ ) σ . . ) . I l =» 
L X X Χ Χ Ζ JL L,J-J 

Τ »00 i j i. j 

=» A = l im f ( t r ( P Ρ - Ρ - Ρ +P ) σ . . ) . . . 1 . (E.173) 
RL L Χ Χ Χ Χ Ζ JL L,j=l,. . . J<J 

Τ »CO L j L J 

Όμως, οι μήτρες Χ. και Ζ έχουν διαστάσεις Τχπ. και Txm, 

αντίστοιχα. Επομένως, 

t r P =trX. (Χ.'Χ. ) - 1 X'==tr(X. 'X.) _ 1 X. 'X.=trI =n. -* t r P =n. 
X L L L L L L L L Π L X j 

L L i 

κ α ι ' (E. 174) 

t r P ^ = t r Z (Z "Z) _ 1 Z ' = t r (Z 'Z) _ 1 Z ' Z = t r l m = m . 

Ε π ι π λ έ ο ν , από ττ\ν ( 5 . 1 4 ) έ π ε τ α ι ό τ ι 

t r ( P Ρ )=trTX. (Χ.'Χ.)~1Χ.'Χ.(ΧίΧ.)"1ΧΠ" 
X X . Ι- L L L L J J J J J 

<- J 
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-trRx.'X. )
 1
X.'X.(X'X.) *Χ'Χ.] = 

=tr Γ(Χ.'Χ. /TV^X.'X./T) (Χ'X./T) "* (X *X./T) "]-

=tr(B
_1
B. .B

_1
B.. ) . (E.175) 

i-i- i-J J J Ji-

Αντικαθι,στώντας από τις (E. 174) και (E.175) στην (E. 173) βρίσκουμε 

Δ = lim Γ r(tr(B
_1
B. .B

_±
B .. )-n.-n +m) σ..] . .1 = 

R L

 T >œlL «·«• «-J JJ Jt i- J J t J i - . j J 

= | r ( t r ( B - 1 B . B - 1 B. . ) -n -n.+m) σ . . ] . . , 1 . (E.176) 
| _ L J.L Vj JJ JL L J J L - « t , J = l , . . . J < J 

(Γ) Χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ώ ν τ α ς την (E.5) β ρ ί σ κ ο υ μ ε 

Τ tr<P' ( L * D 9 (Σ«Ι ) - Τ tr<P ' ( L « D 9 Ω_1= 
O L GL Τ OL GL 

=T tr<P Ω _ 1 Φ' (L»r) . (E.177) 
GL O L 

Εφόσον OL μ ή τ ρ ε ς Ω, ΧΏΧ κ α ι Ζ ' Ζ ε ί ν α ι σ υ μ μ ε τ ρ ι κ έ ς , από τ ι ς ( 5 . 5 ) , 

( 5 . 1 2 ) , ( 5 . 1 3 ) κ α ι (Ε.159) έ π ε τ α ι ό τ ι 

Φ Ω - ± Φ ' = 
OL O L 

= JR(X ΏΧ) - 1 Χ Ώ - [Ι ® (Ζ *Ζ) _ ±Ζ ' ] (Ω - 1 jR ( Χ ΏΧ) _±Χ Ώ - [Ι ® (Ζ 'Ζ) _ ±Ζ ' ] 1 ' = 

= |R(X ΏΧ) ~ 4 Χ Ώ - [ ^ « ( Ζ 'Ζ) ~*Ζ ' ] ] Ω _ 1 |ΩΧ(Χ ΏΧ) _ ±R ' - [Ι «Ζ (Ζ 'Ζ) - ± ] | = 

=R ( Χ ΏΧ) _±Χ Ώ2 _ 1 ΩΧ ( Χ ΏΧ) _ 1 R ' - R ( Χ ΏΧ) _1Χ Ώ Ω _ 1 [Ι <&Ζ ( Ζ ' Ζ ) - 1 ] -

- [ l k * ( Z 'Ζ) ~4Ζ ']Ω- ±ΩΧ(Χ ΏΧ) _ 1 R '+ [ l k » ( Z 'Ζ) _ ±Ζ ' ] Ω _ 1 [ Ι . * Ζ ( Ζ *Ζ) _ ± ] = 

=R ( Χ ΏΧ) _ 1 R ' -R ( Χ 'ΩΧ) _±Χ ' [ ΐ ,®Ζ ( Ζ ' Ζ) "*] - [ Ι , ® ( Ζ ' Ζ) _ ± Ζ ' ] Χ (Χ ΏΧ) - 1 R ' + 

+ [ l k ® ( Z ' Z ) _ 1 Z ' ] ( Z ® I T ) [ ΐ ^ β Ζ ί Ζ ' Ζ ) - 1 ] -

- R ( X ' S X ) " ± R ' - R ( X * ß X ) " 1 [ ( I k * Z ) R ] ' [ lk®Z ( Ζ ' Ζ ) _ ± ] -

- [ l k ® ( Z ' Z ) _ 1 Z ' ] ( I k ® Z ) R ( X ' ß X ) " i R ' + [ 2 ® ( Z , Z ) " 1 Z ' Z ( Z ' Z ) " 1 ] = 

=R(X '2X)" 1 R' -R(X 'ßX)" 1 R' ( Ι «Ζ ' ) [ L ® Z ( Ζ ' Ζ ) _ ± ] -

- [ Ι , « ( Ζ ' Ζ) _ 1 Ζ ' ] ( I k ®Z) R ( Χ ΏΧ) _ 1 R ' + [Σ® ( Ζ ' Ζ) _ 1 ] = 

- [ ^ » ( Z ' Z l ^ Z ' Z j R t X ' ß X J ^ R ' + p e i Z ' Z ) " ^ 

= R ( X ' 2 X ) R ' - R ( X ' ß X ) _ 1 R ' ( Ι . ®Ι ) - ( Ι _ ® Ι ) R(X ΏΧ) _ ± R '+ ΓΣ®(Ζ 'Ζ) _ 1 1 => 
k m k m ·- -> 
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=> ΤΦ Ω *Φ * -
G L O L 

= R ( X ' ß X / T ) ~ 1 R ' - R ( X ' 2 X / T ) " 1 R ' L - I . R(X Ώ Χ / Τ ) - 1 R ' + Γ Σ ® (Ζ 'Z/T) - 1 " } = 
km km L J 

=RGR *-RGR '-RGR ' + (Σ®Γ-4") = (Σ®Γ_1) -RGR *, (E . 178) 

δ ι ό τ ι ο ι μ ή τ ρ ε ς R, G, Σ κ α ι Γ έ χ ο υ ν δ ι α σ τ ά σ ε ι ς kmxn, η χ η , kxk κ α ι 

mxm, σ,ντίοτο ι χ α κ α ι συνεπώς ο ο μ ή τ ρ ε ς RGR ' , ( Ι ν ® 1 ) κ α ι (Σ®Γ~ ) 
Λ Ili 

έχουν διαστάσεις kmxkm. Σημειώνουμε ότι η μήτρα (Ι, ®Ι ) είναι η 

kmxkm ταυτοτική μήτρα. Οι σχέσεις (Ε. 177) και (Ε. 178) συνεπάγονται, 

ότι 

Τ trf 2
±
Φ' (1,®Γ)=Τ.ΓΤΦ Ω

 1
φ' (L®D=tr 

GL OL OL GL 

Γ [(Σ®Γ
 1
)-RGR'] (L®D 

=tr [(Σ®Γ~
Α
) (L®r)-RGR' (L®D ]=tr (ZL®r

-1
r) -trRGR ' (L®D = 

=tr(ZL®I )-trGR' (L»DR. (E.179) 

m 

Όμως, από τις (5.5), (5.12) και. (5.14) βρίσκουμε 

R' (L®DR=R' [ L ® ( Z ' Z / T ) ] R = R ' [L® ( Ζ ' Ζ ) ]R/T= 

=R' ( I , ®Z') (L®I ) ( I . ® Z ) R / T = r ( I . ®Z)Rl ' (L®I ) ( I , *Z)R/T= k T k L k J T k 

=X'(L®I )X/T= τ 

=diag[(X.). ν][(1·Ι)··, v l
d i a

S [(*) · ι v]/T= 
L ν t=l,. . . ,k

J L
 ij Τ t,j=l,. . . ,k

J L
 J j=l». . . 2<J 

= [(1..(X.'X./T)). .]-[( l.B..). •
 v

] - (È.180) 

Συνδυάζοντας τις (E.160), (Ξ.179) και (Ε.180) παίρνουμε 

Τ tr<P Ω
_1
Φ' (L®D = 

G L O L 

« t r ( Z L ® I ) - t r [ ( G . .) V ] [ ( 1 . B . ) . < v i = 

m u vj t,J=l,. . . , k J L jq jq J,q=±,. . . , k J 

= t r ( I L ) t r ( I )-tr]"( E G..1. Β. ). Λ , 1 = 
m . IJ jq jq i,q=± k 

L J = l J 

r k -ι k k 

= t r ( 2 1 1 ' ) m - t r ( E 1. G..B. ). = t r < 1 ' Σ 1 ) m ~ Σ Σ l . . t r ( G . . B J -
L j = l jq Vj jq ^qj i = l j s l J l " * 

k k k k 
- m l ' S l - Σ E l . l . t r ( G . B . . ) - m l ' Σ Ι - Ε Σ l . t r (G. .Β..) 1 = 

„ . Α J ι- i-J Ji- · . · . v M J 1 J 
ι = 1 J = 1 ι = i J = 1 

— i ÎU2, i _ i \ \K.C \K3. .L> .. ) ) . . • i — 

= 1' [mZ-[(tr(G. .B..)). . -ill· (E.181) 

Χρησιμοποιώντας τις (E.163), (E.177) και (E.181) Βρίσκουμε ότι για 
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κάθε α υ θ α ί ρ ε τ ο k x l δ ι ά ν υ σ μ α 1 κ α ι γ ι α I=GL, IG, ML ι σ χ ύ ε ι ό τ ι 

Γ Α 1 = 1 Ά η ι 1 = 1'Δ 1 = 1 'Ά 1-
I OL ί α ML 

= l im IT tr<P' ( L » D 9 (ΣβΙ )1= l i m [T tr<P Ω *φ ' (LeT)l 
L OL QL Τ -1 1- QU OL J 

τ >ι 

' [m2-[(tr(G. Β .. ) ). . 4 . ]1 

[m2-[(tr(G. B.. ) ) . . i l l =» 

Δ -Δ =Δ = lim | m Z - r ( t r ( G . Β.. ). .] 1 = 

OL τα ML L LI JJ. v,J-J 
τ »cot- -> 

= m E - i " ( t r ( G . B . . ) ) . . , ] . (E .182) 

Σ υ ν ο ψ ί ζ ο ν τ α ς τ ι ς σ χ έ σ ε ι ς ( E . 1 6 4 ) , ( E . 1 7 6 ) κ α ι (E.182) ίίχουμε 

τ *œ 

•• l i m 
τ >00 

= 1 ' l i m 
τ »co 

• 0 0 

Δ = 0 , 
U L 

R L 
r(tr(B. 1 B..B. i B.:)-n.-n.+in)c.. l , ] 
U T-t LJ J J j l · V J J<--1 V,J = 1 „ . . - J < J 

Δ =Δ -Δ = m Z - r ( t r ( G . Β.. ) ). . , 1 
GL ΙΟ ML L LJ jL v,J=l, . '. . , k J 

(E.183) 

QED 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Ζ 

ΑΠΟΔΕΙΞΕΙΣ ΤΟΥ ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ 6 

Ζ.1 ΑΝΑΠΤΥΓΜΑΤΑ ΚΑΤΩ ΑΠΟ ΤΗΝ Η __
0 

ΛΗΜΜΑ Ζ. 1 : Ορί'ζουμε τις ποσότητες 

Ν =P -Ρ , g=JT(u'u/T-l), f=X'u/JT, E=X'X/T. 
"* H F 

* 

:z.i) 

( z. 3 ) 

Αποδεικνύεται ότι, κάτω από την μηδενική υπόθεση (6.7), το 

στατιστικό υπερταυτοποίησης, υπολογ ισμένο από τα k-ταΊης κατάλοιπα 

της εξίσωσης (6.1) , είναι 

ννν ( Ζ · 2 ) 

όπου 
Υ'Ρ u Υ'Ρ Υ 

A, =u'P u-2e' — +e,' ^ — e, , 

Κ Η k p=j k Τ k 

TJ u'u
 0

 , Y'U , , Y'Y 2^ 

B
k
= — 2 τ β ' -

τ
— ^ e ^ - ^ — e

k
-T A

fe
, 

κ α ι e ε ί ν α ι τ ο δ ε ι γ μ α τ ο λ η π τ ι κ ό σφάλμα τ ο υ ε κ τ ι μ η τ ή k - τ ά Ί η ς . 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ: Κάτω από τ η ν μ η δ ε ν ι κ ή υπόθεση ( 6 . 7 ) έ χ ο υ μ ε ό τ ι Η=Ζ κ α ι 

έ τ σ ι ο ε κ τ ι μ η τ ή ς k - τ ά Ί η ς τ ο υ β ε ί ν α ι 
e k = ( F k Y ) ~ l F k y = ( F k Y ) " J ' F k ( Y ß + o u ^ = ö + < F k Y ) " l F k O U = 

= ß+Ta(F k 'Y /T) _ : t F k ' u / iT , (Ζ. 4) 

όπου 

F = ( Ρ - τ 2 α Ρ )Υ, a = I ' ( k - l ) . (Ζ. 5) 
Je M H 

Χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ώ ν τ α ς τ ι ς σ χ έ σ ε ι ς ( 6 . 3 ) , ( Ζ . 1 ) κ α ι ( Ζ . 5 ) κ α ι τ ο 

θεώρημα Α.2 β ρ ί σ κ ο υ μ ε τ α α κ ό λ ο υ θ α α π ο τ ε λ έ σ μ α τ α : 
2 — , , ,τ ,, , , , . , „ 2 

F,'Y Γ(Ρ - τ αΡ ) Υ"| Ύ Υ ' ( Ρ - τ αΡ )Υ 
, . . k L ' H Η J Η Η 

( ι ) T T Τ 

Υ ' Ρ Υ Υ 'Ρ Υ (X+uq') 'Ρ (X+uq') 
Η 2 Η ^ ι Η , 2 . 

Τ " ~ Τ Τ 

Χ ' Ρ Χ+Χ'Ρ u q ' + q u ' P X + q u ' P Uq ' 
Η Η Η Η , 2 . 

+ ω ( τ ) = Τ 
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F ' F * * 

Τ 

F ' u 
+x Ρ 

u ' F , 
q ' + q 

* I , 2 , 
+ω(χ ) , 

curò τ η ν ο π ο ί α έ π ε τ α ι ό χ ι (ΒΛ. Λτίμμα Ά . 1 ( Ι ) ) 

1 

( Ζ . 6) 

F ' Y 
k 
Τ 

* * r F ' u 
* 

Τ 

u ' F , 

π 
q ' + q 

π 
+ ω ( τ ) 

F ' F 

Τ - τ 

F ' F * * 

Τ •Π— 
u ' F . 

q '+q 
π 

* * 

Τ 
+ ω ( τ 2 ) 

= G ^ - T G ^ | q ' + q 

U ' F 

* * π π 
G + ω ( τ 2 ) = 

Γ G * F * U 

= G * - T q ' G ^ + G ^ q 
u ' F G 

r? 
* * π 

* * 1 

J +ω(χ ) = 

» G ^ - x d ^ q ' G ^ + G ^ q b ^ + u i x ) . ( Z . 7 ) 

i i ) 

2 — 

Y ' P u 
H 2 

- τ α 

[ ( Ρ Η - τ a P H ) Y ] ' u 

π 
Y ' P u 

Y ' ( Ρ - τ αΡ ) u 
H H 

π 

π π 
(X+uq ') ' Ρ u Y ' ( I - P ) u 

H 2 H 
- x α — 

π π 
( X ' + q u ' ) P u v , Y ' P U 

H 2 Y ' U , 2 H 

— - χ α +x α π π π 
X ' P u u ' P u v , 

H H Y U , 2 . 
+ q - χ α ?j: T U ) ( X ) . 

4T fr" 
Ό μ ω ς . 

Y ' u 
Τ 

( X + U q ' ) ' U 

Τ 

Τ 

X ' u , u ' u 
+ q Τ Τ 

X ' u 
Τ 

+ q ( x g + l ) = 

( Ζ . 8 ) 

=q+x + q g = q + x ( f + q g ) 

L ^ T J 
( Z . 9 : 

Α ν τ ι κ α θ ι σ χ ώ ν χ α ς α π ό τ ι ς ( Ζ . 1 ) και . ( Ζ . 9 ) σ χ η ν ( Ζ . 8 ) π α ί ρ ν ο υ μ ε μ ε 

β ά σ η χ ο θ ε ώ ρ η μ α Α . 2 ό χ ι 
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F 'u 
k 

F'u 

TT TT 
+xqu'P u-Ta[q+T(f+qg)]+u(x )= 

F
*

u Ζ 
+xq(u'P ια-α)+ω(τ ) . . (Ζ.10) 

TT 

Από τις (Ζ.4), (Ζ.7) και (Ζ.10) και χρησιμοποιώντας το 

θεώρημα Α. 2 έχουμε ότι το δε ιγματοληπτικό σφσΛμα του εκτιμητή 

k-τόϊξης είναι 

ek=TT($k-S)/o-
F'Y 
k 
Τ 

F
k

U 

4Τ 

-[G.-Tib.q'G.+G^qb^+oXT
2
)] 

Γ F 'u 

π 
+τq(u'Ρ u-α)+ω(τ ) 

Η 

G
*

F
*

U F
*

U 

= +TG
e
q(u'P u-aJ-TÌb^q'G^+G^qb^) +ω(τ

2
) 

TT TT 

• b . + T G * q [ ( u * p „ u - a > - u ' F * i F ; F * ) " l F ; u ] - T b ^ ' b * + t * , t T 2 ) -

=b +τΰ a(u'P u-a-u'P u)-xb.q'b +ω(τ ) = 
* * ̂  H F *

 J
 * ' 

* 
=b +τΘ al"u'(P -P )u-al-xb a'b +ω(τ

2
) = 

* * L. H F -> * * 
* 

=^+τ [G^q (u 'N^u-a) -b
#
q 'b J +

ω
 (τ

2
) ̂ + τ ^ + τ

2
^ , 

όπου 

b^G^q (u 'N^u-a) -b^q 'b^= (u 'N^u-a) G^q-b^qb^ 

(Z.ll) 

(Z.12) 

και το b =ω(1) παραμένει προς το παρόν απροσδιόριστο. Τα κατάλοιπα 

k—τάίης από την εξίσωση (6.1) είναι 

u =γ-Υβ, =Yß+au-Yß, -où-Y (β, -β) =σα-τσΥ/Τ(β, -β)/σ=συ.-τσΥβ, = 
k k k k k k 

=σ(ιι-τΥβ, ) 
k 

(Z.13) 

Ά ρ α , τ ο σ τ α τ ι σ τ ι κ ό υ π ε ρ τ α υ τ ο π ο ί η σ η ς , υ π ο λ ο γ ι σ μ έ ν ο από τ α 

κ α τ ά λ ο ι π α k - τ ά ' ξ η ς . ε ί ν α ι 

" 2 
U ' f J U, 

k Η k u,'Ρ u, /σ 
k H k (V 1 4 Ì 

u ' P u, / T u / P u , /Ta2 Bk 
k H k k H k 

ό π ο υ 
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A, -u/P u, /σ =σ (u-τΥβ, ) 'Ρ (u-τΥβ.) /σ = 
k k Η k k Η k 

Y'P u Y'P Y 
=u'P u-2e,' — +e/ = ^ — e, 

H k r ^ k Τ k 4T 
(Z.15) 

κ α ι 

=σ2 (u-τΥβ, ) ' (u-τΥβ, ) /Τσ2-τ2Α, = 
k k k 

U U 

Τ -2xe 
, Y ' u ^ 2 , Y ' Y 2 , 
k-χ— + τ e k ^ T — β ι Γ τ V 

(Z.16) 

QED 

ΛΗΜΜΑ Ζ. 2: Έστω L , L το στατιστικό (6.11) υπολογ ισμένο από τα 

2 * 3 

L, =L +τ a(a-2L ) e +ω(τ ) 
k l l i 

κατάλοιπα k-τάΐης και τα TSLS κατάλοιπα, αντίστοιχα. Τότε 

(Ζ.17) 

Επιπλέον, εύκολα μπορεί! να δ ε ι χ θ ε ί ότι 

S(k, j ,90 =L +τ2Γα(α-2Ε )c*-(3<C+jL /2)L ]+ω(τ 3) . (Ζ. 18) 
1 "- 1 1 1 Ι-1 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ: Αντικαθιστώντας την (Ζ.11) στις (Ζ.15) και (Ζ.16) κάι 

χρησιμοποιώντας το θεώρημα Α.2 και το Λήμμα Α.1 (Ι) Βρίσκουμε τα 

ακόλουθα αποτελέσματα: 

( i ) A -u'Ρ u-2 [ϊ^+τϊ^+τ
2
!^] Ύ 'Ρ u//T+ 

+ ["b + ^ +τ
2
b Ί Ύ'Ρ Υ Tb +τb + τ ^ Ί/Τ= 

L * i 2-J Η >- * ! 2-1 

=u'P u-2(b'+xb') Y'P u/Tr+Cb '+τb ') Y'P Y(b +Tb )/Τ+ω (τ
2
) 

H * 1 H * 1 H * 1 

( i i ) Β,-u'u/T-2xrb +-cb +τ7Τ3 1 'Y'u/T+ 
k >- * 1 2-i 

+τ2 fb^+xb + Λ l'Y'Y Ph+irb + Λ 1 /Τ-τ2Α, = 
L * i 2-1 L * i 2-1 k 

=u 'u/Τ+τ [-2 (bJ+Tb ') Y 'u/TJ+ω (τ 2) =#· 

u ' u/Τ+τ [-2 ( b^ +Th ' ) Y ' u/T] +ω ( τ*) 

= (u ' U / T ) _ 1 - T ( U ' U / T ) - 1 [-2 (b^+xb ') Y'u/Tj (u 'u/T) - ±+ω(χ2) = 

-(u WT)~S2x(u'u/T)~Nb^-M:b;)Y'u(u'u/T)~VT+<d(-i;2) . (Ζ. 20) 

Αντικαθιστώντας τ ι ς (Ζ.19) και (Ζ.20) στην (Ζ.14) παίρνουμε 

(Ζ.19) 

- B k = 

- ι - * 

V WW 
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= ["u'P u-2(b'+Tb')Y'P u/,fr+(b'+Tb')Y'P Y(b +Tb )/Τ+ω(τ
2
)]* 

u Η * 1 Η * 1 H * l J 

• [(u'u/T)"
1
+2T(u'u/T)~

1
(b;+Tb^) Y'u (u'u/T)

 _1
/Τ+ω (τ

2
) ] , (2.21) 

που σ\.ινεπάγεται όχι, με èva σφάλμα χαίτης ω (χ ) , χο στατιστικό L 

δεν εΊαρτάται από χο b που είναι ο συντελεστής χου τρίτου όρου 

χου αναπτύγματος χου e Επομένως, οτις (Ζ. 15) και (Ζ. 16) μπορούμε 

να γράψουμε χο e ως 

e,=e-xd, d=aGa, (Ζ.22) 
k l * 

όπου e ε ί ν α ι χο δ ε ι γ μ α τ ο λ η π τ ι κ ό σφάλμα τ ο υ TSLS ε κ τ ι μ η τ ή . Τ ό τ ε 

Υ 'Ρ u Υ'Ρ Υ 
A, - u ' P u - 2 ( e -Td) ' - — + ( e -Td) ' =£— (e -Td) = 

k H 1 ·-=. 1 I I 

Y'P u Υ 'Ρ Y Y 'P u 
= u ' P u - 2 e ' — +e * = ^ — e + 2 T d ' — -

H 1 ^ 1 Τ ^ 

Y'P Y Y 'P Y 
- 2 T d ' = 5 — e + T 2 d ' = 5 — d= 

Τ ι Τ 
Y'P Y 

=A + T 2 d ' = 5 — d + 2 T 2 d ' Y ' P (u-Ye /4T) = 
i l H i 

Y'P Y 
=A i +T 2 (aG^q) ' ^ — (aG Ä q)+u(T 2 ) = 

(X + uq ') 'PH(X + Uq ') 
=A +T 2a 2q'G j t ~^ G4q+(j(T2) = 

X'P X 
=A±+T2a2q'G# ^ — β ^ σ + ω ( τ 2 ) = Α ι + τ a q ' G f ( F ; F ^ / T ) G^q+ω ( τ ) = 

= A + T 2 a 2 q ' G q+tü(T2) =A +T2a2c + ω ( τ 2 ) . ( Ζ . 2 3 ) 
1 * ί 1 

Ό μ ο ι α , 

T. u ' u _ , ,- , Y ' u , 2 . ,. , ΥΎ . ,. Ζ, Β, = — ~ — - 2 τ ( β -Td) — = — + τ (e -Td) — = — (e - T d ) - τ A = k i 1 1 1 l i κ 

- u - ' u . _ 2 τ β ' ^ Ο ί - + T 2 e ' - ^ X - e -x 2 A + 2 x 2 d ' - ^ - + ω ( χ 3 ) = 

=B +2T 2 (aG a) ' Y ' U - + ω ( χ 3 ) = Β +2x 2 aq ' 3 ^ Y ' U +ω(χ 3 ) = 

=B + 2T 2 aq 'G r q + T ( f + q g ) l + c j ( T 3 ) = B +2T 2aq 'G^q+co(T3) -

=B + 2 τ 2 α σ * + ω ( τ 3 ) . ( Ζ . 2 4 ) 
1 1 
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Εφόσον Β = 1 + ω ( χ ) , από τ η ν ( Ζ . 2 4 ) π α ί ρ ν ο υ μ ε ό χ ι ( β λ . Λήμμα Α . 1 ( Ι ) ) 

Β, 1=ΓΒ + χ 2 ( 2 α ο * ) + ω ( χ 3 ) ] *=Β ± - τ 2 Β * ( 2ac*) Β *+ω(χ 3 ) = 

= Β - 1 - 2 τ 2 α ο * Β - 2 + ω ( χ 3 ) = Β - 1 - 2 χ 2 α σ * + ω ( τ 3 ) . ( Ζ . 25 ) 
1 1 1 1 1 

Α ν χ ι κ α θ ι σ χ ώ ν χ α ς χ ι ς (Ζ. 23) κ α ι (Ζ. 25) στην (Ζ. 14) β ρ ί σ κ ο υ μ ε 

L, = Α, /Β, = Α Β" 1 = ΓΑ + τ 2 α 2 σ * + ω ( τ 2 ) Ί ΓΒ - : 1 -2χ 2 αο*+ω (χ 3 ) Ί = 
k k l c k k 1 - ! 1 - 1 1 - ! 1 -Ι 

— 1 2 * 2 2 * —1 3 —1 2 * —1 2 2 * 3 

=Α Β -2χ a c Α +χ a e Β +ω ( τ ) =Α Β -2χ a c Α Β +τ a e +ω (χ ) 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

=Α Β _ 1 + χ 2 α ( α - 2 Α Β - 1 ) ο * + ω ( χ 3 ) =L + x 2 a ( a - 2 L ) ο * + ω ( χ 3 ) , 
1 1 1 1 1 1 1 1 

( Ζ . 2 6 ) 

όπου L =Α Β . Ε π ι π λ έ ο ν , α ν χ ι κ α θ ι σ χ ώ ν χ α ς χην (Ζ.26) σχην ( 6 . 1 6 ) 
1 1 1 

και χρησιμοποιώνχας χο θεώρημα Α. 2 βρίσκουμε 

S(k,j ,9C) = rL +x
2
a(a-2L )ο*+ω(χ

3
)~|-

L. i 1 1 -J 

[iK+j fL + x 2 a ( a - 2 L ) ο*+ω (χ 3 ) 1/2 [L + x 2 a ( a - 2 L ) ο * + ω ( χ 3 ) ] 
I L 1 1 1 -> <- ί l i -> 

+ ω ( χ ) 

=L + x 2 a ( a - 2 L )c*-x 2 (9C+jL / 2 ) L + U ) ( x 3 ) = 
1 1 1 1 1 

=L +x 2 ra(cc-2L ) c*-(9C+jL / 2 ) L 1 + ω ( χ 3 ) . 
1 « - 1 1 1 1 - · 

ΛΗΜΜΑ Ζ . 3 : Ο ρ ί ζ ο υ μ ε χ ι ς π ο σ ό χ η χ ε ς 

d «F'UATT, g H"T(u'P u/T-1) . f =X'P u/4T, Ε -Χ 'Ρ Χ/Τ. 
* * 1 H 1 H 1 H 

(Z.27) 

QED 

(Z.28) 

Κάχω από χην μηδενική υπόθεση (6.7), χο σχαχισχικό 

υπερχαυχοποίησης, υπολογισμένο από χα TSLS καχαλοιπα, μπορεί να 

γραφεί, ως 

L =L +xL +χ "L +ω(χ ) , 
1 ΙΟ 11 12 

όπου 

(Ζ.29) 

L =u'N u-u'(Ρ -Ρ )u=A 
ΙΟ * Η F ΙΟ 

L = -g A 
il 1 IC 

(Ζ.30) 

L =c*A
2
 +(g

2
+2b'f -b'E b ) A . 

12 1 IO 1 * 1 * 1 * IO 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ: Για xov TSLS εκχιμηχή του β έχουμε 

Υ'Ρ u Υ'Ρ Y 
Ά =u'P u-2e' — +e' ~^— 
1 H 1 r= 1 Τ π e . 

1 

(Ζ.31) 
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Ό μ ω ς , 

Η Ύ H ' ( X + u q ' ) Η'Χ H ' u 

τ τ τ τ

 π 

U ' P H Y _ u ' H Γ Η Ή Ί 

ff ff L Τ J 

1 Η Ύ 
Τ 

u ' H Γ Η Ή "Γ 1 ! " Η'Χ ) τ H ' u ," 

ff L. τ J L Τ
 JT 

u ' F * 
= + T U ' P uq ' . 

- q ' = * 

u ' P Χ 
Η 

π 
+ T U ' P u q ' = 

Η 

( Ζ . 3 2 ) 

Από τις ( Ζ . 1 ) , ( Ζ . 1 1 ) , ( Ζ . 1 2 ) , ( Ζ , 2 2 ) , ( Ζ . 2 8 ) κ α ι ( Ζ . 3 2 ) π α ί ρ ν ο υ μ ε 

Γ U ' F * 
+ T U ' P u q ' 

π Η · 
u ' P Y 

-, Η -, 
-2 e = - 2 π 1 

u ' F 

fb +Tb +x 2 b Ί = 

= - 2 

+ τ - 2 

l· 

TT 

u ' F 

F ' F ^ - , - 1 F ' u 

Τ π +τ 
u ' F , 

π 
b * - 2 u ' P uq ' b 

i Η * 

π 
— b - 2 u ' P u q ' b * 

2 H I 
+ ω ( τ ) = 

+ 

= - 2 u ' P u + τ 
F * 

- 2 d ' b - 2 u ' P u q ' b 
* i H * 

+ τ | - 2 d ' b - 2 u ' P u q * b * | + 
j_ * 2 Η i j 

ω ( τ ) , ( Ζ . 3 3 ; 

ό π ο υ 

b = u ' N uG α - b ' q b ^ . ( Z . 3 4 ) 

Ε π ί σ η ς , 

Y ' P Y (X+uq ' ) ' P (X+uq ') 

Τ Τ 

X ' P Χ Γ X ' P u 
H H 

ψ + τ | 
q '+q 

u ' P Χ Ί 
H 

F ' F . 

L f f 

F ' u 

-X" U ' P u q q ' = 

f f -i 

Τ 
— +T7 q ' + q 

L FT TT J 
+x u ' P u q q ' = 

π H 

= G / + T 7 ( d ^ q ' + q d ^ ) +T 2U ' P H U q q ' ( Z . 3 5 ) 
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Από τις, ( Ζ . 1 ) , ( Ζ . 1 1 ) , ( Ζ . 1 2 ) , ( Ζ . 2 2 ) , ( Ζ . 2 8 ) κ α ι ( Ζ . 3 5 ) π α ί ρ ν ο υ μ ε 

Υ 'Ρ Υ 

= b ' G ~ V + x b ' (d a ' + q d ' ) b + x 2 u ' P u b ' q q ' b +xb* ' G ^ b + 
* * * * * * * Η * * 1 * * 

+ x 2 b * ' ( d a ' + q d ' ) b + x 2 b ' G ~ V + x b ' G " * b * + x 2 b ' ( d a ' + q d ' ) b * + 

+x b 'G A b n b ' G ' b +ω(τ ) = 
1 * 1 * * 2 

= * * < 0 * + τ ÌK (dwq '+qd;> b.+b^ · 6 ; Χ + ^ Θ ; ^ ] + 

+ T 2 [ U ' P H U b ; q q ' b ^ b * ' (d w q ' + q d ; ) b ^ b ^ G ; X + b ; (d w q ' + q d ; ) b % 

+ b * ' C ' V + b - G ^ b ] + ω ( τ 3 ) = 

= b ' G ' V + τ fb ' d a ' b + b ' q d ' b +2b ' G ^ b * ] + 
* * * L * * * * * * * * ι J 

+ x 2 f u ' P u ( b ' q ) 2 + b * ' d a ' b ^ + b * ' q d ' b ^ + b ' G ~ 1 b ^ + b ' d q ' b * + b ' q d ' b * + 
L Η * 1 * * ι * * 2 * * * - * 1 * * i 

+ b * ' G ~ ± b * + b ' G " 1 b 1 + ω ( τ 3 ) = 
1 * 1 * * 2 - 1 

= b ' G ~ V + x ( 2 b ' d a ' b + 2 b ' G ^ b * ) + x 2 f u ' P u (b *q) 2 + 2 b ' d a 'b*+ 
* * * * * *· * * i L Η * * * ι 

+ 2 b ' q d r b * + 2 b ; G " 1 b + ^ * Θ " ^ * ] + ω ( τ 3 ) . (Ζ.36) 

AVXLKCCQυσχώνχας τ ι ς ( Ζ . 3 3 ) κ α ι ( Ζ . 3 6 ) στην ( Ζ . 3 1 ) β ρ ί σ κ ο υ μ ε 

A = u ' P u - 2 u ' P u + x | - 2 d ' b * - 2 u ' P u q ' b l + χ 2 j - 2 d ' b - 2 u * P u q ' b | 
1 H F [ * 1 H * J |_ * 2 H l J 

+ 

+ί>*0*+τ<2**<Μ 'K+2KG>*I
 + 

+ x 2 [u ' P u (b ' q ) 2 + 2 b M a ' b +2b *qd ' b +2b*G Λ) +b 'G *b ] +ω ( χ 3 ) 

-, u *"* - ιΓ ί ' * ί ' * 1 - - * 
u ' ( P - Ρ ) u - u ' F ( F ' F 1 Ύ 'u+ G G I — = — I 

u ' F , r F . ! F ^ - i Flu 
+ 

4T * * L i J |T 

+x 

u ' F , ν ' - c __< i r ' , , ,, «ρ 
* * | J ' * * | - " * ~ * - i * 

- 2 d ' b - 2 u ' P u q ' b +2 — τ = — b ' q + 2 G.G^ b + 
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+ τ - 2 d ' b - 2 u ' P u q ' b * + u ' P u ( b ' q ) V ' G V + 2 b * ' d α ' b + 
* 2 H i H * 1 * 1 ι * * 

+ 2 1—^—1 b 'q + 2 
<fT m u ' F 

π 4 π 
* - 1 

G G^ b 
* * 2 

+ ω ( τ ) = 

= u ' N u - u ' P u + u ' P u + x ( - 2 d ' b * - 2 u ' P u q ' b + 2 u ' P u b ^ q + 2 d ' b * ) + 

+ τ 2 [ - 2 d ' b - 2 u ' P u q * b * + u ' P u ( b ' q ) 2 + b * ' G " 1 b * + 2 b * ' d ^ q ' b + 
U * 2 H 1 H * 1 * 1 1 * * 

+ 2 u ' P u q ' b * + 2 d ' b ] + ω ( τ 3 ) = 
F l * 2-1 * 

=u'N u + x [ - 2 u ' ( P -P ) u q ' b J + x 2 f - 2 u ' ( P -P ) u q ' b * + u ' P u ( b ' q ) 2 + 
M S- H F * J >- H F 1 H * * * 

= u ' N u + x ( - 2 u ' N uq ' b i + x 2 p - 2 u 'N uq ' b * + u ' P u ( b ' q ) 2 + 

+ b * ' G " 1 b * + 2 b W ' d a ' b 1 + ω ( τ 3 ) =A +xA +τ 2 Α + ω ( τ 3 ) , 
1 * 1 1 * * J IO 11 1 2 

ό π ο υ 

A = u ' N u , A = - 2 u ' N u q ' b ^ , 
IO * 11 * * 

A = -2\1 'N uq ' b * + U ' P u U ( b ' q ) 2 + b * ' G ^ b ^ b * ' d ^ q ' b 
1 2 * :L H * 1 * 1 1 * * 

ΑλΛά, από τις (Z.l) καυ (Ζ. 34) έχουμε 

b'-G.qu'N.U-b.q'b. -> 

C V C ^ 'N.U-Ĝ G,, (F;U/TO q 'b
#
=U 'N̂ Uq-d̂ q 'b. . 

Επιπλέον, 

q «b*-q 'G^qu'N.U-q'b^q 'b
#
 = U'N^UC*-(q 'b^)

 2 

KŒI 

b*'d =d'b*=d'G au'N u-d'b a*b -
1 * * 1 * * * * * * 

(Z.37 

(Z.38 

(Z.39 

(Z.40 

(u'F^/ifDG^qu'N^u-iu'F^/JT) (F;F^/T) (F^u/JT) q'b^ 

=b'qu'N^U-U'Pr Uq'b^, * * F * * 
(Ζ.41 

Από τις (Ζ.38) , (Z.39) , (Ζ.40) και (Ζ.41) παίρνουμε 
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A = - 2 u ' N u q ' b * + u ' P u ( b ' α ) 2 + b * ' (u 'N u q - d q 'b J +2b* ' d q 'b = 

= - 2 u ' M u q ' b * + u ' P u t b ^ q j ' + u 'N u b * ' q - b * ' d # q 'b + 2 b * ' d o ' b A = 
* χ JJ[ * * Χ χ •* *r χ * -ff-

= - u ' N u q ' b * + b * ' d ^ q ' b + u ' P u ( b . ' q ) 2 = 
* X X * * H : * 

= - ( u ' N i ( t u ) 2 c * + 2 u ' N m u ( q ' b Ä ) 2 + u ' ( P H - P F ) u ( q ' b j 2 = 
* 

= - ( u ' N ^ u ) 2 c * + 2u'N j feu(q ' b ^ ) 2 + u ' N ^ u ( q ' b ^ ) 2 = 

< 3 u ' N Ä u ( q ' b e ) 2 - ( u ' N # u ) V \ (Ζ. 42) 

Από τ ι ς ( Ζ . 3 7 ) , (Ζ.38) κ α ι ( Ζ . 4 2 ) β ρ ί σ κ ο υ μ ε 

A = u ' P u /σ 2 =Α +τΑ +τ2Ά + ω ( τ 3 ) , (Ζ.43) 
1 :L Η 1 ΙΟ 11 12 

όπου 

Ά =u'.N u, Α = -2λ q ' b _ Ά =3Α ( q ' b ) 2 -Α Ζ e* (Ζ. 44) 
ΙΟ * 11 ΙΟ * 1 2 ΙΟ * Ι Ο 1 

και u είναι τα TSLS κατάλοιπα της εξίσωσης (6.1) . 

Για τον TSLS εκτιμητή του ß έχουμε 

Β = u ' P u /Τσ 2 = - ^ ^ 2 τ β ' ^ ^ - + τ 2 θ ' Υ ' Υ e - τ 2 Α . (Ζ. 45) 
1 1 Η 1 Τ l i l T l l 

Από την (Ζ.9) προκύπτει ότι 

•~— ==q + -u(f+qg) . (Ζ. 46) 

Επίσης, 

ΥΎ
 =

 (X+uq ') ' (X+uq ')
 =
 Χ 'Χ+Χ 'uq '+qu 'X+qu 'uq '

 = 

Τ Τ Τ 

X'X Γ X'u tJ_ u ' X l u'u 

= ~ τ q '+q -hq = q ' = 
1 jT rr T 

- X ^ X +T7(fq'+qf ' ) + q ( x g + D q '= X ^ X +qq ' + ω ( τ ) . (Ζ.47) 

Χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ώ ν τ α ς τ ι ς ( Ζ . 1 ) , ( Ζ . 1 1 ) , ( Ζ . 1 2 ) , ( Ζ . 2 2 ) , ( Ζ . 3 4 ) , ( Ζ . 4 0 ) , 

( Ζ . 4 3 ) , ( Ζ . 4 4 ) , ( Ζ . 4 5 ) , (Ζ.46) κ α ι ( Ζ . 4 7 ) Βρίσκουμε 

Β -Tg+l-2T[b l f e +Tb*+T 2 b ] ' [ q + x ( f + q g ) ] + 

+ τ 2 [ b # + T b * + T 2 b , ] ' [ - ^ j £ - + q q ' + ω ( τ ) ] [ b ^ + T b ^ + T ; 2 ^ ] — c ^ -

= τ g + l - 2 τ [b^+Tb* ' + ω ( τ 2 ) ] [q+x(f +qg) ] + 
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+ χ Ζ [ > * + ω ( τ ) ] [ Α

Τ

Α + q q ' + ü J U ) ] ^ + ω ( τ ) ] - τ 2 [ Α ι ο + ω ( τ ) ] = 

= T g + l - 2 x b ; q - 2 T 2 b ; (f +qg) - 2 x 2 b * ' q + T 2 b ; X ^. X V ^ b ^ q q ' b # -

2 3 

- τ Α +ω(χ ) = 
IO 

= 1+τ ( g - 2 b ; q ) + τ 2 [ -2b; ( f+qg) - 2 b * ' q + b ; X ^ X b # + (b^q) 2 - Α ι ο ] + ω ( τ 3 ) = 

= 1+τΒ +τ 2 Β + ω ( τ 3 ) , (Ζ.48) 
11 12 

όπου 
Β = g - 2 b r q , (Ζ.49) 

11 * 
Β ΐ 2 = - 2 b ; ( f + q g ) - 2 b * ' q + b ; - ^ - ^ + ( b ; q ) 2 - A i o = 

= - 2 ^ ( ί ^ 5 ) - 2 [ υ ' Ν ^ α * - ( ς ^ ) 2 ] ^ ^ ^ ( ^ ς ) 2 - Α ι ο = 

= - 2 b ' ( f + q g ) - 2 A c * + 2 ( q ' b J 2 + b ; E b + ( b r q ) 2 - A = 
τψ IO 1 * * **" * IO 

= 3(q'b )
2
-(2c* + l)A_+b'Eb -2b"(f+qg) . (Z.50) 

Η (Ζ.48) συνεπάγεται ότι (βλ. Λήμμα Α.1 (Ι)) 

Β
_ 1
= Γ 1 + Χ ( Β +τΒ )+ω(τ

3
)1

_1
-1-τ:(Β +τΒ )+τ

Ζ
(Β +χΒ )

2
+ω(τ

3
) = 

1 L 11 12 -Ι 11 12 11 12 

=1-τΒ + τ 2 ( Β 2 -Β ) + ω ( τ 3 ) = 1 - τ Β + τ 2 ϋ + ω ( τ 3 ) , (Ζ.51) 
11 11 12 11 12 

όπου 

D =Β2 -Β = ( g - 2 b ' q ) 2 - 3 ( q 'b J 2 + ( 2 c * + l ) A - b ' E b +2br ( f+qg) = 
12 11 12 * * 1 IO * * * 

= g 2 - 4 g b ' q + 4 ( b ' q ) 2 - 3 ( q ' b J 2 + ( 2 c * + l ) A - b ' E b + 2 b ' f + 2 b r q g -

= ( b ' q ) 2 - 2 g b ' q + g 2 + ( 2 c % l ) A - b ' E b +2b«f . ( Z . 5 2 ) 
* τψ i Ì O * * τΨ 

Χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ώ ν τ α ς τ ι ς ( Ζ . 4 3 ) , ( Ζ . 4 4 ) , ( Ζ . 4 9 ) , ( Ζ . 5 0 ) , (Ζ.51) 

κ α ι ( Ζ . 5 2 ) σ υ μ π ε ρ α ί ν ο υ μ ε ό τ ι τ ο σ τ α τ ι σ τ ι κ ό ( 6 . 1 1 ) , υ π ο λ ο γ ι σ μ έ ν ο 

από τ α TSLS κ α τ ά λ ο ι π α , ε ί ν α ι 

u ' P u u ' ' P u / σ Α 
τ 1 Η 1 1 Η 1 1 , _ - 1 
L = = = =Α Β = 

1 ~ _ - - _ - . -ο i ± 

χχ'Ό , , /Τ , , Ό n /"Γ,-.2 * 

= ΓΑ +τΑ +τ 2 Α + ω ( τ 3 ) ] Γΐ-τΒ + τ 2 ϋ + ω ( τ 3 ) " | · 
L ΙΟ 11 12 -1 L ι± 12 -Ι 
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=Α -τΑ Β +τ2Α D +τΑ -τ2Α Β +τ Α +ω(χ 3) = 
IO IO l ì ΙΟ 12 11 11 11 1 2 

=Α +τ(Α -Α Β )+τ 2(Α +Α D -Α Β )+ω(τ 3 ) = 
ΙΟ 11 ΙΟ 11 1 2 Ι Ο 1 2 11 11 

=L +xL +T2L +ω(τ3) , (Ζ.53) 
Ι Ο 1 1 1 2 

όπου 

L I o = A i o = U ' N * U ' ( 2 · 5 4 ) 

<ι = Α ι ι - Α ι ο Β ι Γ - 2 A i o q ' b * - A i o ( g - 2 b : q ) = - A i o g ' ( Ζ · 5 5 ) 

L* =Α +Α D -Α Β =3Α ( q ' b J 2 - A 2 c*+ 
1 2 12 IO 1 2 11 11 IO * I O 1 

+ \ 0 [ ( b ^ ) 2 - 2 g ^ + g 2 + ( 2 ^ ^ 

=3A (b 'q) 2 -A 2 c*+A (b'q) 2 -2A gb'q+A g 2 +(2c*+l)A 2 -
IO * I O 1 IO * I O * I O 1 I O 

-A b'Eb +2A b'f+2A sb'q-4A ( b ' q ) 2 = 
i o * * IO * IO * IO * 

= (c* + l)A 2 +(g 2 + 2 b ' f - b ' E b )A . (Z.56) 
1 I O * * * I O 

Από τις (Z.l) και (Ζ.28) έχουμε 

(ι) g=JT(u 'u/T-D -4T[u ' (P +P„) u/T-l]=4T(u Τ u/T-1) +u 'Pu/fT-

=g +xu'P, u=g +ω(τ) . (Ζ.57) 

(ii) b'f=b'X'u/-fT-b'X'(P +P )u/JT=b'X'P u/|T+b 'X f u/JT-
* * ' * Η Η * Η * Η 

= (u 'F^/iT) ( F ; F ^ / T ) - 1 ( F ; u / T r ) + b ; f i = u ' P F u+b;f . (Z.58) 
* 

d u ) b;Eb^=b; (x 'x/T) i^=b; [x - ( P H + P H ) X/T]b^= 

=b; (x 'P H X/T)b Ä +b; (x 'P H X/T)b Ä = 

= (u'FÄ/iT) (F;F^/T)
_1(F;FyT) (F;F^/T)_1 (F^U/ΛΓΤ) + ^ Ε ^ = 

=u'P u+b'E b . (Z.59) 
* 

Αντικαθιστώντας τις (Ζ.57), (Z.58) και (Z.59) στην (Ζ.53) 

βρίσκουμε 

l l O l - l O l Η - 1 »- 1 I O 1 

+ 2(u'P T r u + b ' f J - C u ' P ^ . u + b ' E b ))A 1+ω(τ 3) 
F * 1 F * 1 * Ì O J 
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=L* -τΑ g -τ 2 Α u ' P U + T 2 ( C * + 1 ) A 2 +x 2g 2A +x 2 u 'P uA + 
I O I O 1 I O H 1 I O 1 I O F I O * 

+ 2 x 2 b ' f A - x 2 b Έ b A + ω ( τ 3 ) = 
* 1 I O * 1 * I O 

=L* + x ( - g A )+-c 2 f*-u'P uA + u ' N uA + u ' P uA 1 + 
I O 1 I O L H I O * I O F ÎO-I * 

+ T 2 I " C * A 2 + ( g 2 + 2 b ' f - b ' E b ì A ] + ω ( τ 3 ) = 
L ι ί ο ι * ι * ι * îo-J 

=L* + x ( - g A ) + T 2 p a ' ( P -P ) uA - u ' ( P - P ) uA ] + 
I O 1 I O L H F Ι Ο H F 10-> * * 

+T72l"c*A2 + ( g 2 + 2 b ' f - b ' E b J A " | + ω ( τ 3 ) = 
L ι i o ι * ι * ι * îo-l 

= L * + x ( - g A )+x 2 fc*A 2 + ( g 2 + 2 b ' f - b ' E b j A ] + ω ( χ 3 ) = 
I O 1 I O L 1 I O 1 * 1 * 1 * ÎO-J 

-L + T L + T 2 L + ω ( τ 3 ) , * ( Ζ . 6 0 ) 
I O l i 1 2 

όπου 

L =L* =A = u ' N u , 
I O I O I O * 

L = - g A , ( Ζ . 6 1 ) 
i l 1 I O 

L =c*A 2 + ( g 2 + 2 b ' f - b ' E h ) A . 
1 2 1 I O 1 * 1 * 1 * I O 

QED 

Z.a ΑΝΑΠΤΥΓΜΑΤΑ ΚΑΤΩ ΑΠΟ ΤΗΝ Η 
_

± 

ΛΗΜΜΑ Ζ. 4: Εφόσον, στο όριο, η μήτρα Ζ έχει., πΛήρη στηλοβαθμό, 

μπορούμε να βοούμε èva Τχΐ διάνυσμα Ι, τέτοιο ώστε 

Ζ*1/4Τ=δ. (Ζ.62) 

Ο ρ ί ζ ο υ μ ε τ ι ς π ο σ ό τ η τ ε ς 

u = u + l , U - U + x g i , F =Ρ Χ. d = F ' s / J T , Γ= (Ζ 'Ζ/Τ) - 1 , 
Ο Ι Ο Κ Ζ Ζ Ζ 

Χ'Ρ u Χ ' ( Ι - Ρ ) u ν , Χ 'Ρ u 
f = 5 — = * - - * - ϋ _ - Ξ__ - f - F ' u / J T . (Ζ. 63) 

Ζ
 ΛΓΤ TT ^Τ ff Ζ 

G = ( F ^ F z / T ) - 1 , b o = G F ; ; u o / Î T , N = P Z - P F , c ^ q ' G q , γ=1 'Ni . 
z 

i u t e , ι, Ο <»>i.<jit . isVjbi>r\.0 ν , Ο . χ ^ ; μ ι ι υ μ ο ι. ν*-χ { | ~ > α ψ ο υ u ) s 

S ( k , j . 9 Ç ) - S + τ β + τ 2 ( δ - Ξ * ) + ω ( τ 3 ) , ( Ζ . 6 4 ) 
Ο Ι 2 3 

όπου 
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S = u ' N u , S - ? ' N u ο ο ο * ο S i = g ( 2 S ^ - S o ) 

S = g ^ U ~ 2 S +S ) + 2 ( S - S i f ' b + ( S - S . ) + c S - b ' E b S . ( Z . 6 5 ) 
2 * Ο Ο * Ο Ο * Î O O O O 

S * = a ( 2 S - a ) c + ( 9 C + j S / 2 ) S . 
3 O 1 Ο Ο 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ: Από τ η ν ( 6 . 3 ) κ α ι τ η ν ε ν α λ λ α κ τ ι κ ή υ π ό θ ε σ η ( 6 . 8 ) 

π ρ ο κ ύ π τ ε ι ό τ ι 

H = Z + T U 5 ' . ( Ζ . 6 6 ) 

Έ τ σ ι , χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ώ ν τ α ς τ ι ς ( Ζ . 1 ) , ( Ζ . 6 2 ) κ α ι ( Ζ . 6 3 ) β ρ ί σ κ ο υ μ ε 

H ' u 

π 
— 

Ε π ι λ έ 

Ζ ' υ . ο 

( Ζ + τ υ δ ' ) "u 

π 
+τδ<:ί+δ= 

π 
— (u +x-g?) = 

JT ° 
ον , 

Z ' ( u + 1 ) 

— 

Z ' u 

4Τ 
Z ' u 

1 

4Τ 

Z ' u 

Ζ 'u 

π 
- +τ 

- + τ δ 

Ζ "1 

<ΙΤ 

Ζ Ί 

u ' u 

π 
Ζ '"Ç 

ff 

Z ' u 

Ζ ' u 

π 
— 

uF, 

4--Γ-8 Γ rr-f-JT^ — 
τ ι,υ l a τ ι ( ι J 

( u + f + - c g " i ) -
π 

( Ζ . 6 7 ) 

π rr 4Τ Tf π 
: ζ . 6 8 ) 

Από την (Ζ.67) προκύπτει ότι Η'u/4T=0 (1) . Επιπλέον, οι 
ρ 

μήτρες Η Ή/Τ, Η'Χ/Τ είναι 0 (1), έτσι ώστε το ανάπτυγμα (Ζ.53) 
ρ 

ισχύει και κάτω από την εναλλακτική υπόΘεση (6.8). Αυτό που 

απομένει είνο:ι να βρούμε έναν περισσότερο βολικό τρόπο για να: 

πάρουμε τα αναπτύγματα. Για την μήτρα Η Ή/Τ ισχύει ότι 
Η Ή 

Τ 
(Ζ-ι-τυδ ' ) ' ( Ζ + τ ι ι δ ') Ζ ' Ζ + τ Ζ "u5 '+TÖu 7 + τ 5 u ' u ö ' 

Ζ ' Ζ L 2 

+ τ Τ 

Ζ ' Ζ 
Τ + τ 

Τ 

Γ — 
IL 4 Τ 2 Γ — 
L J T 

Τ 

— δ ' + δ - Η - ^ - + 5 ( l + x - g ) ö 

4Τ Ι 
— δ ' + δ U ' Z + δ δ ' + ω ( τ 3 ) ( Ζ . 6 9 ) 

ff 4Υ 

Έ τ σ ι , χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ώ ν τ α ς τ ι ς ( Ζ . 6 3 ) , ( Ζ = 6 8 ) κ α ι ( Ζ . 6 9 ) π α ί ρ ν ο υ μ ε 

( β λ . Λήμμα Α . 1 ( Ι ) ) 

Γ 

piiLf- Ζ ' Ζ , z f Z ' u _ , , ., u ' Ζ , e- e , Ί , , 3s 
+ τ δ + δ + δ δ + ω ( τ ) 

L JT FT J Τ 

3 8 9 



-[-^-r^t-^rtîr·'« u ' Z 

π 
+δδ ·][-^Γ + ω ( τ ) = 

•Γ-τ 2 Γ 
L TT 

u δ ' + δ δ ' + δ U ' Z + δ δ ' - δ δ ' ΐ Γ + ω ( χ 3 ) = 

- Γ - Τ 2 Γ Γ ( Z ' U + δ ) δ ' + δ ( -
L p f 

Z ' u 

fr" 

u ' Z 
+ δ ' ) - δ δ ' l r + ω ( χ 3 ) 

= Γ - τ Γ Γ 2- δ ' 
L JT 

u ' Z 
+δ — - — - δ δ ' Γ + ω ( τ ) 

TT TT 
Χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ώ ν τ α ς τ ι ς ( Ζ . 6 7 ) κ α ι ( Ζ . 7 0 ) β ρ ί σ κ ο υ μ ε 

u ' Ρ u= 
Η 

U 

π 
Ή Γ Η Ή 

Ρ L τ 

- ι - 1 
H ' u 

TT 

u ' Z 

fr 

u ' Z 
ι 

r Z ' u u ' Z 
Γ - τ 2 Γ δ ' + δ — - δ δ ' Γ + ω ( τ 3 ) 

Γ 
TT TT 

u ' Z u ' Z 
+ — 1 — Γ δ — 2 — Γ 

L TT fr 

Z ' u r u ' Z Z ' u 
1 _ 2 1 

T L ff 

Ζ ' u 

1 
Z ' u 

TT 

f T 
δ ' Γ 

Z ' u 

π 
u ' Z Z ' u n 

1 Γ δ δ ' Γ ί 

ττ ττ ττ 
U ' Z r _ , _ τ - 1 Z ' U 

—PrM 
f L r J |T 

± Z ' u 

ττ π 
+ ω ( τ 3 ) 

f T 

- τ 

+ 

u ' Z 
1 

fr 

u ' Z 
ι 

JT 

u ' Z 
1 

fT 

Γ Z ' Z 1 ο ~ξ ' Ζ Γ Ζ ' Ζ 1 

L τ J J T J T L τ J 

-ι Z ' u 

+ 

Z " i 

fT fF 

u ' Z 

f T 

o ^ r z'2 
τ L T 

•7 T 1 Z ' U 

Ζ ι 
ί Ζ Γ Z ' Z "Ι 
Τ L T J 4T f T L x J JT 

ι I Z ' Z 1 Ζ ' ξ fc; ' Ζ I L' C I ι 

Τ L T J j T P f L T J JT 
+ ω ( τ ) 

TT TT L A J TT 

= u ' P U - T 2 [ * U ' P u l ' P u + u ' P l u ' P u - u ' P 1 1 ' Ρ U " | + C J ( T " ) 
i Ζ 1 L i z o Ζ 1 1 Ζ Ο Ζ 1 1 Ζ Z l - J 

=u'P u - T 2 r 2 u ' P u l ' P u - ( u ' P ϊ ) 2 ] + ω ( τ 3 ) = î z i L i z o z i î z J 

( z .7o : 
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= u ' P u + τ 2 Γ - 2 ι ι ' Ρ u 1 ' P u + ( u ' P Ι ) 2 1 + ω ( τ 3 ) , 
1 Ζ 1 L ο ζ ο ζ ο ο ζ J 

5LÓTL 

u ' P u = (u + x g ? ) ' Ρ u = u ' P u +ω(τ) 
1 Z O O z o Ο Ζ Ο 

και, ó p o u a 

Ι ' Ρ u - i ' P (u + T g 1 ) - 1 ' P u + ω ( τ ) . 
Z I ζ ο ζ ο 

Ε π ί σ η ς , 

Χ Ή X ' ( Z + T U 5 ' ) _ X ' Z + x X ' u ö ' _ Χ ' Ζ , 2 X ' u 

( Ζ . 7 1 ) 

( Ζ . 7 2 ) 

( Ζ . 7 3 ) 

Τ Τ 

Χ ' Ζ + τ 2 ί δ ' . 

Τ + τ 
π 

δ ' = 

Τ 
( Ζ . 7 4 ) 

Έ τ σ ι , από χ υ ς ( Ζ . 1 ) , ( Ζ . 6 3 ) , ( Ζ . 7 2 ) , ( Ζ . 7 3 ) και, ( Ζ . 7 4 ) έ χ ο υ μ ε 

F ; u 

π 
Γ Χ ' Ζ 

L Τ 

Χ ' Ρ u 
Η 

Γ? 

+τ2ΐδ' Ι 

Ή {* Η Ί 
Τ [ Τ 

H ' u 

4Τ 

, Z ' u u ' Z 
Γ - τ 2 Γ | δ ' + 5 — - δ δ ' Γ + ω ( τ 3 ) 

π π Ι 
Z ' u 

-ίΤ 

Χ ' Ζ 

τ 

Χ ' Ζ 

Z ' u 
Γ 1 2 

-τ π 
γ , 7 Z ' U Z ' U 
χ Ζ ρ ?- δ ' Γ i 

Z ' u 

Τ 

Z ' u 

π 

τ 

u ' Z ^ ^ γ , 7 

Γ δ — Γ - * Γ δ δ ' Γ - ί δ ' Γ 

ί'Ζ Γ Ζ ' Ζ 1 
Τ [ Τ J 

ι Z ' u 

Τ π 
Z ' u Ί 

IT J 
+ ω ( τ ) = 

- τ 
Χ 

π 
-ι Ζ 'u ι Z ' u ' Ζ Γ Ζ ' Ζ "Γ* ^ U o ξ ' Ζ Γ Ζ ' Ζ Ι " 1 *· u i 

r L T J j T J? ι Τ J JT 

Χ ' Ζ Γ Ζ ' Ζ 1 
τ [ τ J 

-1 ζ-s uó z m ι Z ' u 

X ' £ Γ Δ ' L "j 

Γ [ τ J 

JT 

•ζ Γ ζ ' ζ "Ι 

Γ L τ J 

TT 4Τ 

Ζ '"ξ ξ 'Ζ Γ ζ ·'ζ 

ΛΓΓ 4Τ ' Τ 

-ι Z ' u 

fr 
Ζ 'u. 

^τ 
+ ω ( τ ) = 

3 9 1 



X ' P u 
ζ 

π 
1 -4 

X ' P u X ' P "i 
Ξ-JÎ. i ' P u + — u ' P u -

Z 1 r=j O Z I 

X'P z l 

iT JT 4T 
1 'P u -

ζ i 

•1 -fi 'P u +ω(τ ) = 
ζ ' 

F ' u 
Z I ζ 

+τ ΛΤ 

F ' u 
ζ ο 

TT 

F ' l F ' l 
Ί ' Ρ u — u ' P u + — - — l ' P u + 

Z O r = Ο Ζ Ο r = , Z O ^τ π 

+ f 1 ' P u + ω ( χ ) + ω ( τ ) = 
ζ ο 

F ' u 
ζ 

4Τ 
- +T2[f? 'Ρ u -

Ι ζ ο 

F ' ( u - Ί ) 
ζ ο 

ΤΓ 
1 ' Ρ u - d u 

ζ ο ζ 
' P u l ο ζ oj 

+ω(τ3) 

4Τ 

F'u Γ F ' u -, 
Ζ * + τ 2 (f 5 — ) - ξ ' Ρ u _ d U ' p u + ω ( 

1 ζ ο ζ ο Z OJ 
τ 3 ) 

π 
F ' u 

ζ 1 + τ 2 Γ ί i ' P u - d u ' P u ] + ω ( χ 3 ) . 
p=j " - ζ z o z o z o - i 

F ' F * * 

Ε π ί σ η ς , α π ό τ ι ς ( Z . l ) , ( Ζ . 7 0 ) κ α ι ( Ζ . 7 4 ) ε ίχουμε 

Χ ' Ρ Χ 
Η 

τ 

- Γ 
L 

. Γ 
L 

Χ ' Ζ 

τ 

Ζ'Χ 
Τ 

Χ ' Ζ 
Τ 

Χ ' Ζ 

Τ 

+τ 2 ΐδ 

(Ή Γ ΗΉ 1' 
Τ [ Τ J 

+τ 2δί 1 

Γ-χ2Γ 
Γ Z'u 

δ ' + δ 

Η'Χ 
Τ 

u ' Z 

π 
+δδ ' Γ+ω(τ ) 

Τ 

Γ -iy^ + x 2 

u 'Ζ 
Γδ u Γ 

Pi Τ 

Ζ'Χ 

Ζ

 Γ δ ί ' ^ 2 _ Γ _ZVu_ δ , Γ Ζ ' Χ 
Τ ,ΓΓ' 

Υ '7 7 Ύ 
ώ Γδδ'Γ -Α^— +ίδ 'Γ 

Τ 

ζ 

χ •Ζ Γ Ζ ' Ζ Ι - 1 

Γ" [ τ J 

τ τ 
: 'χ "1 
τ J 

:Ζ.75) 

+ ω ( τ ) = 

Ζ ' Χ L 2 

Τ 
Χ ' Ζ Γ Ζ ' Ζ "Ι" 

τ L τ J 
Ζ "ξ 

π 
f '-

Χ ' Ζ Γ Ζ ' Ζ "1 ± Z ' u ξ ' Ζ f Ζ ' Ζ Ι 1 Ζ 'Χ 
τ L τ J 4 τ ΛΓΓ 

Χ ' Ζ *" Ζ ' Ζ " Î - 1 Ζ ' Ί u ' Z Ι" Ζ ' Ζ Ι " 1 Ζ ' Χ 
τ L τ J 4Τ τ? 

Χ ' Ζ ; ' ζ "Ι Α ζ ' 
τ J J T 

1 ι * ζ 

4Τ -Π7 

J Ζ ' Ζ Ι 

1.-^-] 
Ζ'Χ 
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+f 
ξ ' ζ r ζ ' ζ ι 

JT 1 τ" J 

- 4 
Ζ'Χ 

Χ ' Ρ χ 
Ζ 2 - +τ 

Τ 

Χ'Ρ ι 

+ ω ( τ ) 

ζ 

Τ 4Τ 
f ' -

Χ ' Ρ u Ί ' Ρ Χ 
ζ ζ 

Χ · Ρ Ζ Ι 

π π π 
Χ ' Ρ 1 1 ' Ρ Χ Έ Ρ Χ η 

ζ Ζ , £ Ζ 1 . 3 , 
: +f + ω ( τ ) π 

Τ 

1 ' F 
'[ 

4Τ 
F ' i 

Ζ " Ζ 2 | Ζ 

+Τ 

F ' u 1 ' F 

4Τ 
f '-

ζ 
F ' I u ' F 

ζ ζ 

f f TT ΛΓΓ TT 

+f 
4T 

— + ω ( τ ) 

F ' F 
Ζ Ζ 2 

+ τ Τ [V 
F ' u 

+ f d ' — d ' - d 
Z rr=> Ζ Ζ 4Τ 

u ' F 

f f 
-d d ' + ω ( τ ) = 

ζ ζ 

F ' F r u ' F 

π 
F ' u 

z . ) + ( f 5 — ) d ' - d d ' | + ü j ( T 3 ) = 
ζ ζ ~ ' π *] 

F'F 
't ζ +τ 2Γά f ' + f d ' - d d ' 1 + ω ί τ 3 ) -* 
Τ L ζ ζ ζ ζ ζ z-J ζ ζ ζ ζ ζ ζ -

F ' F 
ζ ζ [^"-[-^«'[ν^Λ-^οϋ^'^]"-Τ 

F ' F π-± F ' F 
ζ ζ r ί t ν 1 r f *' ι- 1 τ- t • ϊ: -i-i. 

= Γ__Ξ_^| - τ 2 Γ—5.Ξ [d f ' f f d ' - d d ' I _ Ξ - Ξ | [_ Τ J | T j L z z z z z z - i T I + ω ( τ ) -

= G - x 2 G f d f ' + f d ' - d α ' ΐ Θ + ω ( χ 3 ) 
L Ζ Ζ Ζ Ζ Ζ Ζ-« ζ ζ ζ ζ ζ ζ -

Από Τ ι ς ( Ζ . 7 2 ) , ( Ζ . 7 3 ) , ( Ζ . 7 5 ) και. ( Ζ . 7 6 ) έ χ ο υ μ ε 

u ' P ^ u = ( u ' F /ΛΓΓ) (F'F^/TÌ^ÌT'u/fT)--
* 
F ' u 

u ' P Χ 

π 

ζ ζ 

4T 

( Ζ . 7 6 ) 

Γ — E _ i + T

2 f f Tg'Ρ u - d u ' P u 1 + ω ( τ 3 ) ] ' | G - x 2 G [d f ' + f d ' - d d ' ] G -
|_ r = L z z o Z O Z O - J J L L ζ ζ ζ ζ z z - J 

+ ω ( τ 3 ) 1 Γ — — +τ 2 Γί Ι ' Ρ u -d u ' P u ]+ω(τ 3 ) 1 = 
J L J T " L Ζ Z O Z O Z O - I J 

F ' U r U ' F 
_ z _ i + T

2 L_E GTd f ' + f d ' - d d ' i G 
r=! L r f « - Z Z Z Z Z Z - 1 

u ' F 
1 ζ 

4T 
F ' u 

+ [ f ' l ' P u - d ' u ' P u IG — — + >-z z o z o z o - i 

F ' u 
Z 1 

7T~ 

ΛΓΓ ΛΓΓ" 

i - ^ G[f Έ'Ρ u -d u ' P u i l ψ ι- ζ z o z o z o-"J 
+ ω ( τ 3 ) 
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u ' F r F ' F Ί - ± F ' u 
z z i Z I 2 

+ τ 

U. Γ r Γ Γ η • 
1 Ζ ζ ζ 

TT 

u ' F F ' u 
— 2 - Ξ Gfd f *+f d ' - d d ' ] G — 5 _ 2 . + 

«- ζ ζ ζ ζ ζ z- i π π 
F 'U η 

+ 2 Γ ί Ί ' Ρ u - d ' u ' P u ]G — 5 _ 2 . + ω ( χ 3 ) 
L Ζ Z O Ζ Ο Ζ 0-> p=> j 

= u ' P u + x 2 r - b ' ( d f ' + f d ' - d d ' ) b + 2 ( f ' 1 ' P u - d ' u ' P u ) b ] + ω ( τ 3 ) ^ 
i F 1 L o z z z z z z o Ζ z o z o z o o - « 

ζ 

= u ' P u + x 2 r - 2 b ' d f ' b + 2 ( i ' P u f ' b - u ' P u d ' b ) + ( b ' d ) 2 ] + ω ( τ 3 ) = 
1 F 1 L O Z Z O Z O Z O O Z O Z O O Z - ! 

=u ' P u + 
1 F i 

Ζ 

+ 2 τ 2 Γ ξ ' Ρ u f ' b - u ' P u d ' b - b ' d f ' b + ( b ' d ) 2 / 2 ] + ω ( τ £ 

L Z O Z O O Z O Z O O Z Z O o z -J 

Ό μ ω ς , 

d ' b = ( I ' F / T T ) ( F ' F / T ) _ i ( F ' u / J T ) - 1 ' P u 
Ζ Ο Ζ Z Z Ζ Ο F O 

Ζ 

και αντικαθιστώντας την (Ζ.78) στην (Ζ.77) Βρίσκουμε 

u'Ρ u=u'Ρ u + 
F 1 F 1 

* Ζ 

+ 2 τ 2 Γ ξ ' Ρ u f ' b - u ' P u Ι ' Ρ u -•§ 'P u f ' b + ( 1 ' P u ) 2 / 2 ] + ω ( τ 3 ) 
L Z O Z O Ο Ζ Ο F Ο F Ο Ζ Ο F Ο -I 

Ζ 

( Ζ . 7 7 ) 

( Ζ . 7 8 ) 

ζ 

=u 

=u 

' Ρ υ + 2 τ 2 Γ ξ ' ( Ρ - Ρ ) u f ' b - u ' P u ? ' Ρ u + ( " i ' P u ) 2 / 2 ] + ω ( τ 3 ) = 
1 F 1 L Z F O Z O O Z O F O F O -> 

Ζ Ζ Ζ Ζ 

' Ρ U + 2 T 2 | V N U f ' b - u ' P u "ξ 'Ρ u + ( ~ ξ ' Ρ u ) 2 / 2 ~ | + ω ( τ 3 ) . ( Ζ . 7 9 ' 
I F 1 L Ο Ζ Ο Ο Ζ Ο " F Ο F O -I 

2 ι- 2 

Ζ ζ 

Από τ ι ς ( Ζ . 1 ) , ( Ζ . 7 1 ) κ α ι ( Ζ . 7 9 ) έ χ ο υ μ ε 

u ' N u = u ' ( P - Ρ ) u = u ' P u - u ' P u= 
* H F H F 

* * 
- u ' P u + T 2 r - 2 u ' P u l ' P u + ( u ' P 1 ) 2 ] - u ' P u -

1 Z 1 L Ο Ζ Ο Z O O Z - J I F 1 
Ζ 

- 2 T 2 P Ì ' N U f ' b - u ' P u i ' Ρ u + ( 1 ' P u ) 2 / 2 ΐ + ω ( τ 3 ) = 
L 3 O Z O O Z O F O F O J 

Ζ Ζ 

= u ' ( P - Ρ ) u + T 2 f ( u ' P " i ) 2 - C i ' P u ) 2 - 2 u ' P u ^ ' (P - P ) u -
1 Z F 1 L v ο Ζ F Ο Ο Ζ Ο Ζ F Ο 

Ζ Ζ Ζ 

- 2 1 'Nu f ' b 1 + ω ( τ 3 ) = 
ο ζ o J 

= u ' N u + T 2 f ( u ' P i ) 2 - ( 1 ' P u ì 2 - 2 u ' P u ' ξ ' N u -
± 1 I - O Z F O Ο Ζ Ο O 

ζ 

- 2 1 'Nu f ' b 1 + ω ( τ 3 ) . 
Ο Ζ Ο J 

ΑλΛά α π ό τ η ν ( Ζ . 6 3 ) έ χ ο υ μ ε 
f ' b - ( f - F ' u / J T ) ' b =f ' b - ( u ' F / f f ) (F ' F / T ) _ 1 ( F ' u /-JT) = 

( Z . 8 0 ) 

ζ o ο ζ ζ ζ ο 
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= f ' b - u ' P u = f ' b - ( u - 1 ) ' P u = f ' b - u ' P u + 1 ' P u . ( Z . 8 1 ) 
O F Ο Ο Ο F O O O F O F O 

Ζ Ζ Ζ Ζ 

Έτσι, 

- 2 u ' P u "ξ'Nu - 2 1 ' N u f ' b = 
Ο Ζ Ο Ο Ο Ζ Ο 

= - 2 u ' P u ? 'Nu - 2 1 ' N u (f ' b - u ' P u + 1 ' Ρ u ) = 
Ο Ζ Ο Ο Ο O O F O F O 

Ζ Ζ 

= - 2 u ' P u 1 'Nu - 2 1 ' N u f ' b + 2 1 ' N u u ' P u - 2 1 ' N u 1 ' P u = 
Ο Ζ Ο Ο Ο Ο O O F O O F O 

Ζ Ζ 

« - 2 l u ' ( Ρ - P ) u + 1 ' Ρ u l i ' N u - 2 1 ' N u f ' b = 
l - O Z F O F O - » Ο O O 

Ζ ζ 

= - 2 ( u ' N u + 1 ' P u ) 1 ' N u - 2 1 ' N u f ' b -
O O F Ο Ο Ο Ο 

Ζ 

= - 2 u ' N u 1 ' N u - 2 1 ' Ρ u 1 ' ( Ρ - Ρ ) u - 2 1 ' N u f ' b -
O O O F Ο Ζ F O O O 

Ζ ζ 

= - 2 1 ' N u (f ' b + u ' N u ) - 2 1 ' P u 1 ' P u + 2 ( 1 ' P u ) 2 ( Z . 8 2 ) 
O Ο O O F Ο Ζ O F O 

Ζ Ζ 

KCCL ο συντελεστής του τ στην (Ζ. 80) μπορεί, να γραφεί ως 

( u ' P 1 ) 2 - ( 1 ' Ρ u ) 2 - 2 1 ' N u ( f ' b + u ' N u ) - 2 1 ' P u 1 ' P u + 2 ( 1 ' P u ) 2 = 
Ο Ζ F O O O O O F Ο Ζ Ο F O 

Ζ ζ ζ 

= - 2 1 ' N u ( f ' b + u ' N u ) + ( u ' P 1 - u ' P 1 ) 2 = 
O O O O Ο Ζ O F 

Ζ 

- 2 1 ' N u ( f ' b + u ' N u ) + | u ' ( P - P ) i l 
ο o o o L ο Z F J ^ J 2 

ζ 

= - 2 1 ' N u ( f ' b + u ' N u ) + ( u ' N 1 ) 2 . ( Z . 8 3 ) 
O O O O O 

Από την (Ζ.63) έχουμε 

u'Nu=(u +xg1) 'Niu +τg1)=u'Nu +2xgu 'N1+^g
2
1 'NI . (Ζ.84) 

Î I O ο ο ο ο 

Α ν τ υ κ α θ ι σ τ ώ ν τ α ς τ ι . ς ( Ζ . 8 3 ) κ α ι ( Ζ . 8 4 ) σ τ η ν ( Ζ . 8 0 ) β ρ ί σ κ ο υ μ ε 

u ' N u = u ' N u + 2 τ g u ' N 1 + τ ^ g 2 1 ' Ν 1 + 
* ο ο ο 

+ τ 2 Γ - 2 1 ' Ν υ ( f ' b + u ' N u ) + ( u ' N I ) 2 ] + ω ( τ 3 ) = 
t- O O O O O -> 

= u ' N u + 2 τ g u ' N 1 + τ 2 Γ g 2 1 ' N 1 - 2 1 'Nu ( f ' b + u ' N u ) + (u ' N D 2 ] + ω ( τ 3 ) = 
O O ο *- ο ο ο ο ο - 1 

=S + 2 τ g S + τ 2 f g 2 ^ - 2 S Ä (f ' b +S ) + 3 2 Ί + ω ( τ 3 ) , ( Ζ . 8 5 ) 
ο * *• * ο ο *-* 

ό π ο υ 

S = u ' N u , S =1 'Nu . ( Ζ . 8 6 ) 
ο ο ο * ο 

Από τ ι , ς ( Ζ . 1 ) , ( Ζ . 6 3 ) , ( Ζ . 7 5 ) κ α ι ( Ζ . 7 6 ) π α ί ρ ν ο υ μ ε 
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C = q ' G # q = q ' [ G + u ( T 2 ) ] q = q ' G q + U ( T 2 ) =C + ω ( χ 2 ) , 

b =G F ' u / J T = r G + u ) ( i ; 2 ) l fF *u / Τ Τ + ω ( χ 2 ) ] = G F ' ( u +ω (χ) ) /^Τ+ω ( χ 2 ) = 

= G F ' u /JT+oj(x)=b + ω ( χ 2 ) . 
ζ ο ο 

Α ν τ υ κ α θ t-σχώνχας α π ό X L Ç ( Ζ . 8 7 ) και. ( Ζ . 8 8 ) σ χ η ν 

β ρ ί σ κ ο υ μ ε 

L =Α -xgA + χ 2 | (e +1+ω(χ 2 ) )Ά 2 + [ g 2 + 2 ( b + ω ( χ 2 ) ) 'f-
ί ±ο ΙΟ 1 1 ΙΟ >- ο 

- ( b + ω ( χ 2 ) ) Έ ( b + ω ( χ 2 ) ) ] Α + ω ( χ 3 ) = 
ο Ο J ί ο 

=Α -xgA + χ 2 Γ ( ο + 1 ) Α 2 + (g 2 + 2b 'f - b 'Eb )A 1 + ω ( χ 3 ) = 
IO IO L v j. i o ο ο ο ίο-I 

= S o + 2xgS. Ä +x 2 [g 2 ^-2S^(f ' b o + S Q ) + S 2 ] + Ü J ( χ 3 ) -

- x g f s o + 2 x g S # + x 2 [ g 2 ^ - 2 S ^ ( f ' b o + S o ) + S 2 ] + W ( x 3 ) l + 

S o + 2 x g S ^ x 2 [ g ^ - 2 S ^ ( f ' b o + S o ) + S 2 ] + W ( x 3 ) ] % 

g 2 + 2 b ' . f - b ' E b ) S +2xgS + χ 2 fg 2 ^-2S Ä ( f ' b +S ) + S 2 " | + Ü J ( X 3 ) 1 
O O O O * I. " * ο ο * J 1 

=S +x ( 2gS -gS^ ) +x 2 [g 2 *-2S. , ( f ' b +S ) + S 2 - 2 g 2 S + (c + 1 ) S 2 + 
Ο * 0 L. " # O O * * 1 ο 

+ ( g 2 + 2 b ' f - b ' E b )S ] + ω ( χ 3 ) = 
Ο Ο Ο o-i 

=S + x ( 2 g S -gS ) + x 2 j y V 2 S A f 'b -2S S + S 2 - 2 g 2 S +c S 2 +S 2 + 

+ g 2 S + 2 b ' f S - b ' E b S 1 + ω ( χ 3 ) = 
o o o o o o-i 

=S + x g ( 2 S -S ) + χ 2 [g 2 (*-2S +S ) +2 (S - S J f ' b + ( S -S ) 2 + c S2-

- b ' E b S 1 + ω ( χ 3 ) = ο ο o-· 

( Z . 8 7 ) 

( Z . 8 8 ) 

( Z . 5 3 ) 

+x 

+ ( 

( c +1) 
X 

+ ω ( χ 3 ) 

=S + x S + x 2 S + ω ( χ 3 ) , 
O 1 2 

(Δ.αν> 

ό π ο υ 

S = u ' N u 
ο ο O 

S =1'Nu 
* o 

S r g t 2 S » - S o ) 

( Z . 9 0 ) 
S =g U - 2 S +S ) + 2 ( S - S J f ' b + ( S - S J + c ( S * - b ' E b S f l 

2 * 0 O * O O * i O O O O 
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] 

Ανχικαθιστώντας τις (Ζ.87) καυ (Ζ.89) στην (6.17) βρίσκουμε 

S(k,j,9C)=S +TS +x
2
S +ω(τ

3
)+τ

2
 afa-2(S +TS + T 2

S +ω (τ
3
) ) ] · 

O l 2 L O l 2 -J 

• ( c + ω ( χ 2 ) )-[9C+j (S +xS + x 2 S + ω ( τ 3 ) ) / 2 l (S + T S + x 2 S + ω ( χ 3 ) ) 1 +ω ( τ 3 ) 
1 *- ο i 2 J Ο i 2 J 

=S +xS + x 2 S + x 2 r a ( c c - 2 S ) c - ( 9 C + j S / 2 ) S ] + ω ( χ 3 ) = 
Ο 1 2 L O l Ο Ο-· 

=S +xS + x 2 r s - a ( 2 S - a ) c - ( S ï + j S / 2 ) S ] + ω ( χ 3 ) = 
Ο 1 L 2 Ο 1 Ο O-l 

=S + x S + x 2 ( S - S * ) + ( j ( x 3 ) , ( Ζ . 9 1 ) 
O l 2 3 

ό π ο υ 

S * = a ( 2 S - a ) c + ( S ? C + j S / 2 ) S ( Ζ . 9 2 ) 
3 Ο 1 Ο Ο 

και χα S , S , S και S έχουν ορισθεί, σχην (Ζ. 90) . Σημειώνουμε, 
Ο * 1 2 

επίσης, όχι η χάΊη μεγέθους χου Λάθους σε όΑες χις σχέσεις 

προκύπχει οπό άμεση εφαρμογή* χου θεωρήματος Α. 2. 
QED 

ΛΗΜΜΑ Ζ. 5: Μπορούμε να αποδείξουμε όχι 

S ( k , j , 9 C ) = S +xS + x 2 ( S - S ) + ω ( χ 3 ) , ( Ζ . 93) 
O l 2 3 

ό π ο υ 

S = u ' N u , S = 1 ' N u , S = g ( 2 S - 3 ) , 
Ο Ο Ο * Ο 1 * ο 

S = g 2 ( * - 2 S . + S ) + 2 ( S - S J f ' b + ( S - S J 2 + c S ^ - b ' E b S ^ , ( Z . 9 4 ) 
2 * 0 Ο * Ο Ο * l O O O O 

S =(S<+jS / 2 ) S - Γ ( α - 2 ) a S 2 + 2 ( a - l ) a S + a 2 l c = 
3 o o i - o O O Ο I O 1-1 1 

= - Γ ( α - 2 ) a c - j / 2 ] S 2 - r 2 ( a - l ) a c -S^lS - a 2 c . 
L o o i - l o L ο 1 1 - ' Ο 1 1 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ: Από τ ι ς ( Ζ . 9 2 ) κ α ι ( 6 . 2 2 ) έ χ ο υ μ ε 

S * = ( a S +α + ω ( χ ) ) f2S - ( a S + α + ω ( χ ) ) "je + (S*M-jS / 2 ) S = 
3 Ο Ο 1 L ο Ο Ο 1 - " ι ο ο 

= ( 2 α S 2 - a 2 S 2 - a a S + 2 α S - a a S - a 2 ) c + (9<C+j S / 2 ) S + ω ( χ ) = 
O O O O I O O I O Î O O 1 1 ο ο 

= (yC+j S / 2 ) 5 — f i a —2) a S +2 ( a - 1 ) a 5 + a Ί c -t-io(x) = 5 +ω ( χ) , (Ζ . 95) 
ο ο ΐ - ο ο Ο Ο 1 Ο 1-1 1 3 

ό π ο υ 

S =(S tC+jS / 2 ) S - j ~ ( a - 2 ) a S 2 + 2 ( a - D a S +a 2 ~| c -
3 ο ο L ο O O Ο Ι Ο 1-1 1 

- - Γ ( α - 2 ) a c - j / 2 ] S 2 - r 2 ( a - l ) a c -9C"|S -aZc . ( Z . 9 6 ) 
L o o i - l o L o i i - l o i i 

Από την (Ζ.95) και χο Λήμμα Ζ.4 βρίσκουμε 
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S ( k . j , 9 C ) - S + T S + x 2 f S - ( S + ω ( τ ) ) ] + ω ( τ 3 ) = 
Ο 1 L 2 3 J 

=S + T S + T 2 ( S - S ) + ω ( τ 3 ) 
O l 2 3 

( Ζ . 9 7 ) 

ό π ο υ τ α S , S , S κ α ι S έ χ ο υ ν ο ρ ι σ θ ε ί σ τ ο Λήμμα Ζ. 4 κ α ι τ ο S 
ο * ± 2 Λ ^ 3 

έ χ ε ι ο ρ ι σ θ ε ί σ τ η ν ( Ζ . 9 6 ) . 

QED 

ΛΗΜΜΑ Ζ. 6: Αν u είναι ένα Ν(Ί,Ι) διάνυσμα, Ν είναι μια ταυτοτική 

° * 
μήτρα Βαθμού 1, s είναι ένας μιγαδικός αριθμός και f, f είναι μετρήσιμες συναρτήσεις, τότε 

-φ, (s)E[f (υ+μ)] , 
su Nu 
e f ( u ) 

ο 

όπου 

φ, (s)=t e t=(l-2s) , γ=1'Ν1, υ-Ν(Ο,Σ), 

Σ Λ = Ι + ( ΐ . - 1 ) Ν , M - ( t - l ) N 1 + i . 

Ε π ι π Λ έ ο ν , ι σ χ ύ ο υ ν ο ι σ χ έ σ ε ι ς : 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ: Από τ ο Λήμμα Α. 4 , γ ι α G = I , Q=N, r = l , δ="ξ , x = u , 

κ α ι χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ώ ν τ α ς τ η ν ( Ζ . 6 3 ) έ χ ο υ μ ε 

= φ ι ( 3 ) Ε [ ί * ( υ + μ # ) ] , 
s<u+Ç> N<u+Ç) 

* 
f (u) 

όπου 

μ^=(τ,-1)Ν-ξ. 

Αντικαθιστώντας f (u)=f(u+l) στην (Ζ.101) βρίσκουμε 

S<U+Ç> *N<U+Ç> 

f ( u + 1 ) •cpL ( s ) E [ f ( υ + μ ^ + 1 ) ] -» 

* E 
a u N u 

e f ( u o ) =φ, ( s ) E ff ( υ + μ ) "j , 

( Z . 9 8 ) 

( Z . 9 9 ) 

( Z . 1 0 0 ) 

ζ = υ + μ # , 

( Ζ . 1 0 1 ) 

( Ζ . 1 0 2 ) 

\L·.χυο; 

μ ~ μ . + Ί - ( 1 : - 1 ) Ν Ί + Έ ( Ζ . 1 0 4 ) 

Ε π ι π Λ έ ο ν , 
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Ν Σ ^ = Ν [ I + ( t - 1 ) Ν ] - N + ( t - 1 ) N 2 = N + ( t - 1 ) N = t N ( Ζ . 1 0 5 ) 

κ α ι 

N p = N [ ( t - l ) N - § + ^ ] = ( t - l ) N 2 l i + N - § = ( t - l ) N ^ + N ~ i = t N - l . ( Ζ . 1 0 6 ) 

QED 

ΛΗΜΜΑ Ζ . 7 : Ο ρ ί ζ ο υ μ ε τ ι ς υ π ό σ υ ν θ ή κ η ν α ν α μ ε ν ό μ ε ν ε ς τ ι μ έ ς 

E i ( f ) - E ( f | X , Z , N u ) , E 2 ( f ) = E [ " e ° ί | χ , ζ " | / φ ι ( s ) , ( Ζ . 1 0 7 ) 

κ α ι γ ρ ά φ ο υ μ ε 

i 

χ = y α ν Ε. ( x ) = y ( i = l , 2 ) . ( Ζ . 1 0 8 ) 

Τ ό τ ε 

E ( u ' N u ) - T - l , E i [ ( u ' N u ) 2 ] = ( T - l + 2) ( Τ - 1 ) , 
1 i l l 

g = T7(S - 2 S - γ - 1 ) , g 2 = 2 + ω ( χ 2 ) , b ' f = n , b ' E b = c +γ , 
Ο * ' Ο Ο Ο 2 3 

1 2 2 

S = x [ - ( 2 S - S ) 2 - ( γ + 1) (2S - S ) ] , S - t l + t V S - tf , ( Z . 1 0 9 ) 
2 2 

S ^ S o = t % ( 2 + l ) + t 3 / , S 2 - l ( l + 2 ) t 2 + t * * 2 + 2 ( l + 2 ) t 3 * , 

2 2 

S 2 = t * + t % 2 , A * + s B * = d +d t + d t 2 + d t 3 + d t ' + O U 2 ) , 
* ° ° ' Ο 1 2 3 4 

ό π ο υ 

γ = ~ § ' Δ ^ , e = t r ( F ' F ) _ ± X ' X , Δ =F ( F ' F ) - ± X ' X ( F ' F ) _ 1 F ' , 
°3 * 2 Ζ Ζ * Ζ Ζ Ζ Ζ Ζ Ζ 

A*=S / T + S - S , B * = S 2 / 2 , t = ( l - 2 s ) _ 1 , F =Ρ Χ, d =h , 
1 2 3 1 Ζ Ζ Ο Ο 

d - I h - Ρ . d = ì ( l + 2 ) h +*h - P . d = 2 ( 1+2) *h - p . d - * 2 h . ( Z . 1 1 0 ) 
1 1 1 2 2 u 1 2 3 2 3 4 ^ 2 

Ρ = 1 * + ( 1 + 4 γ + 2 η - 1 ) γ , P , - ( 1 / 2 + 1 + γ - 2 γ ) γ , Ρ = γ 2 / 2 , h - a f e , 
1 3 2 3 3 O l l 

h = l / 2 + 2 n + l - c -5<C+2 ( a - l ) a e , h = ( α - 2 ) a e + c + ( l - j ) / 2 
1 2 Ο 1 1 2 Ο O l l 

και s είναι, ένας μιγαδικός αριθμός. 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ: Για τους προβολικούς τελεστές Ρ και Ρ έχουμε 

ζ 

r a n k (Ρ ) = t r P - t r Z (Ζ 'Ζ) ~*Ζ ' = t r (Ζ ' Ζ ) ~*Ζ ' Z - t r l =m, 
Ζ Ζ m 

ν · 5 ΐ η Ι ' ' Ρ " ν _ 4 - ~ 0 _ x . „ t > /ΧΡ'Τ? ·\ - 1 ΤΓ ' _+· ~ /* ΤΓ 'Τ? ^ _ 1 Τ ' ΤΓ — +-~-Τ _ „ / 7 1 1 1 1 
Χ d l i - K V T > *wX Χ « - X X V. Χ Χ / Χ < - X V X Χ / Χ Χ ' Ο Χ Χ 1 i , ν *-» . χ- χ. -χ ,/ 

F F Ζ Ζ Ζ Ζ Ζ Ζ Ζ Ζ π 
ζ Ζ 

Ρ Ρ =Ρ F ( F ' F ) _ 1 F ' = P Ρ Χ ( F ' F ) - 1 F ' = F ( F ' F ) _ i F ' = P . 
Z F Z Z Z Z Z Z Z Ζ Ζ Ζ Ζ Ζ Ζ Z F 

Ζ ζ 
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Επομένως (βλ. Pollock (1979)), η μήτρα Ν=Ρ -Ρ είναι ένας 
Ζ Ι* 

ζ 

προβολικός τελεστής βαθμοί l=m-n (1 ει'ναι ο βαθμός υπερ-

ταυτοποίησης). Επιπλέον, η μήτρα Ν=Ι -Ν είναι ένας προβολικός 

τελεστής βαθμού trN=T-l . Εφόσον από το λήμμα Ά. 8 έπεται ότι 

Ε (u'Nu)=trNE(uu')-trNI =trN=T-l, (Ζ.112) 
1 Τ 

από την (Ζ.1) παίρνουμε 
_ ι _ 

g=fT(u'u/T-l)=JT(u'u-T)/T^[u'(N+N)u-T] = τΕ (u'Nu+u'Nu-T)-

-T[U'NU+E (u'Nu)-T]-T(u'Nu+T-l-T)-x(u'Nu-l). (Ζ.113) 

Επιπλέον, από τις (Ζ.63) και (Ζ.65) έχουμε 

S =u'Nu -(u+1) 'N(u+i)-u'Nu+2u'N1+1 'N"§=u 'Nu+2S +γ . (Ζ.114) 

ο ο ο * 

Από τις (Ζ.113) και (Ζ.114) βρίσκουμε 

ι 

g - -ciS^S^-ï-l) . (Ζ. 115) 

Επίσης, εφόσον από το Αη*μμα Α. 8 έπεται ότι 

Ε [(u'Nu)
2
]-E [iu'ÎJu) (u'Nu)]= 

= [trNE(uu')] [trNE(uu ') ]+2 [trNE(uu ')NE(uu ') ] = 

=(trNI )(trNI )+2(trNI NI ) = (trN)Z+2(trN) = (T-l )2+2(T-l) = 
Τ Τ T T 

- ( Τ - 1 + 2 ) ( T - l ) , (Ζ.116) 
από τ ι ς (Ζ.112) κ α ι (Ζ.113) β ρ ί σ κ ο υ μ ε 

_ • ι 

g 2 = ^ 2 ( u ' N u + u ' N u - T ) 2 = 

ι _ _ _ 
= τ 2 Ε [ ( u ' N u ) 2 + ( u ' N u ) 2 + T 2 + 2 u ' N u u ' N u - 2 T u ' N u - 2 T u ' N u ] = 

= τ 2 Γ(u 'Nu) Ζ+Εί [ ( u 'Nu) 2 ] + T 2 + 2 u 'NuE± (u 'Nu) -2Tu 'Nu-2TE 4 (u 'Nu) 1 = 

= τ 2 [ ( u ' N u ) 2 + ( T - l + 2) ( T - l ) + T 2 + 2 ( T - 1 ) u ' N u - 2 T u ' N u - 2 T ( T - 1 ) ] = 

= T 2 [ ( u ' N u ) 2 - 2 1 u ' N u + T i : - T l - l T + l 2 + 2 T - 2 1 + T 2 - 2 T 2 + 2 T l ] = 

= ^ [ ( u * N u ) 2 - 2 1 u ' N u + l 2 - 2 i ] + 2 = 2 + f j ( x 2 ) . (Z .117) 

Ε π ι π λ έ ο ν , εφόσον 
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ανεξάρτητα από τα S και S . Επίσης, χρησιμοποιώντας το Λήμμα Ά.8 

ΝΧ=(Ρ - Ρ )Χ=Ρ Χ-Ρ X=F - F ( F ' F ) *F 'X-F - F (Χ ' Ρ Χ) ~*X 'Ρ X=0 
Ζ F Ζ F Ζ Ζ Ζ Ζ Z Z Z Ζ Ζ 

Ζ Ζ 

κ α ι (Ζ.118) 
NF = ( Ρ - Ρ ) F =Ρ F - Ρ F =Ρ Ρ X-F =Ρ X-F =F - F = 0 , 

Ζ Ζ, F Z Ζ Ζ F Z Z Z Ζ Ζ Z Z Z 

Ζ ζ 

εύκολα μπορούμε να δείξουμε ότι τα f =Χ'u/-/T και b =GF 'u /-JT είναι 

υπό συνθήκην ανεξάρτητα από το Nu και συνεπώς είναι υπό συνθήκην 

ανεξάρτητα από τα S και S . En ione 

βρίσκουμε τα ακόΛουθα αποτεΛ^σματα: 

ι 
( i ) b ' f - ( u ' F /•JT)(F 'F / T ) _ 1 ( X ' u / T T ) = ( u + i ) ' F ( F ' F ) ~*X 'u = 

O O Z Ζ Ζ Z Z Z 
1 

= Ε [ V F ( F ' F ) - ± X ' u + ~ i ' F ( F ' F ) ~ 4 X ' u l - t r F ( F ' F ) _ 1 X ' E ( u u ' ) = 
i l - Z Z Z Z Z Z -J Z Z Z 

= t r F ( F ' F ) _ 1 X ' I - t r ( X ' P X) _ 1 X"P X = t r l = n . (Z.119) 
Ζ Ζ Ζ Τ Ζ Ζ n 

, ( i i ) b ' E b - ( u ' F / J T ) ( F ' F / Τ ) " 1 (Χ 'Χ/Τ) ( F ' F / T r ^ F ' u /ΛΓΓ") = 
Ο Ο Ο Ζ Ζ Ζ Ζ Ζ ζ ο 

1 
= u ' F ( F ' F ) _ 1 X ' X ( F ' F ) _ 1 F ' u = ( u + f ) 'A^(u+1) = o z z z z z z o * 
1 

= E± [u 'A^u+2u 'Δ^ξ+ξ ' Δ # ΐ ] = Ε ι (u 'Δ^ιΟ +2E± (u * Δ ^ ) +ξ «Δ^Ι-

= t r A E ( u u ' )+ξ ' A ^ = t r F ^ ( F * F ) _ i X ' X ( F ' F ) _ i F ' Ι +ξ 'Δ^ξ-
* * Z Z Z Ζ Ζ Ζ Τ * = t r ( F ' F ) _ 1 X ' X ( F ' F ) - 1 F ' F + ξ ' Δ ΐ = 

ζ ζ ζ ζ ζ ζ * 

- t r ( F ^ F ) _ 1 Χ ' Χ + ν Δ Λ 1 - < : +γ 3 - (Ζ. 120) 

όπου 

Δ * = Γ ζ ( Γ ζ Γ ζ Γ ΐ χ ' Χ ( Γ ; Γ ζ Γ ΐ ; Γ ζ ' c

2

= t r ( F z F z r ± X ' X ' V 1 ' ^ · ( Ζ · 1 2 1 ) 

Χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ώ ν τ α ς τ ι ς σ χ έ σ ε ι ς ( Ζ . 9 4 ) κ α ι (Ζ.115) β ρ ί σ κ ο υ μ ε 
ι 

S - x ( S -2£. - γ - 1 ) (2S -S ) = T [ " - ( 2 S -S ) 2 - ( γ + 1 ) (2S -S ) ] . (Ζ .122) 

Από τ ι ς ( Ζ . 9 4 ) , ( Ζ . 1 1 5 ) , ( Ζ . 1 1 7 ) , ( Ζ . 1 1 9 ) , ( Ζ . 1 2 0 ) κ α ι 

(Ζ.122) π α ί ρ ν ο υ μ ε 

* * 2 

Ά - S / T + S - S - - ( 2 S -S ) - ( * + 1 ) ( 2 S -S )+ 
1 2 3 * 0 * ο 

+ ( 2 + ω ( τ 2 ) ) [ i f-(2S - 3 ) ] + 2 ( 3 - S J n + ( S » - S J 2 + c S 2 - (e +* ) S + 
·- * o J Ο * Ο * Ι Ο Ζ 3 Ο 

+ Γ(α -2) a e - j / 2 l S 2 + f 2 ( a - D a e -9ClS + a 2 c = 
r - 0 Ο 1 -ι ç> >- Ο 1 1 -• Ο ι 1 

= - 4 S 2 - S 2 + 4 S . S - 2 ( * + l ) S ^ i f + l ) S +2ì?-4S +2S +2S n - 2 S . n + S 2 + S 2 -* ο * ο * w ο * ο ο * ο * 

- 2 S S +c S 2 - ( c +γ )S + Γ(α -2) a e - j / 2 ] S 2 + 
O * 1 O 2 ° 3 Ο l-v ο Ο 1 -» Ο 
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+ Γ2(α - D e c e -90S +ac + ω ( τ 2 ) = 
\- ο l i - > o 1 1 

= ["(a -2) α e +c - j / 2 ] S 2 + 2 S S - 3 S 2 + [γ + l + 2 + 2 n - c - γ -9C+ 
L O O l i J Ο Ο * * L" 2 3 

+ 2 ( α ~ l ) a e I S + ( - 2 ^ - 2 1 - 4 - 2 n ) 3 +2"s+a 2 c + ω ( τ 2 ) = 
Ο 1 1 J Ο * 1 1 

= Γ(α -2) a e +c - j / 2 ] S 2 + 2 S S - 3 S 2 + Γγ+πι+η+2-c - γ -5<+ 
L o O l i J O Ο * # L." 2 3 

+ 2(a - D a e "I S -2 U+m+2) S +2γ+α
2
ο +ω(τ

2
) . (Ζ.123) 

Ο 1 1
J
 Ο * 1 1 

και 
1 

B*=S
2
/2=g

2
(2S -S )

2
/2 = ( 2+ω (τ

2
) ) ( 2S -S )

 2
/2= ( 2S -S )

 2
+ω (τ

2
) = 

i * ο * ο * ο 

=4S
2
-4S S +3

2
+ω(τ

2
) . (Ζ.124) 

* * ο ο 

Χρησιμοποιώντας το Λήμμα Ζ. 6 Kau το Λτήμμα Α. 8 βρίσκουμε τα 

ακόλουθα αποτελέσματα: 
2 

( i ) S # = 1 ' N U Q = Ε ( l ' N u ) - E [ i ' Ν ( υ + μ ) ] = 1 ' N E ( υ + μ ) - Ί ' Ν μ - t l ' Ν 1 = 

=t-y . (Ζ.125) 
2 

( i i ) S =u 'Nu = E ( u ' N u )=Εί"(υ+μ) ' Ν ( υ + μ ) Ί = E Γ υ ' Ν υ + 2 υ ' Ν μ + μ 'Νμ] = 
0 0 0 2 0 0 <- ^ J L ^ Γ ^ J 

= Ε ( υ ' Ν υ ) + (Νμ) 'Νμ = ̂ Ν Σ ^ + ( t N I ) ' t N 1 = t ( t r N ) + t 2 1 'N1 = t 1 + t 2 ^ . (Z.126) 
2 

( i i i ) S S =1 'Nu u ' N u = E ( l ' N u u ' N u ) = E f i ' Ν ( υ + μ ) ( υ + μ ) ' Ν ( υ + μ ) 1 = 
* Ο 0 0 0 2 Ο Ο Ο L ^ J 

=Ε [ ( 1 'Νυ+1 'Νμ) (υ 'Νυ+2υ 'Νμ+μ 'Νμ) ] = 

=Ε [ ί 'Νυυ 'Νυ+21 'Νυυ 'Νμ+1 'Νυμ *Νμ+1 'Νμυ 'Νυ+21 'Νμυ 'Νμ+1 'Νμμ 'Νμ] = 

= 21 'NE ( υ υ ' ) Νμ+1 'ΝμΕ (υ 'Νυ) +1 'Νμ(Νμ) 'Νμ = 

= 2 1 ' N E ^ t N I + l ' t N I ( t r N S J + 1 ' t N I ( t N I ) ' t N 1 = 

= 2 1 ' t N t N 1 + 1 ' t N 1 t ( t r N ) + 1 ' t N I ( t N I ) ' t N 1 = 

= 2 t 2 1 " N 1 + t 2 1 ' N 1 1 + t 3 ( 1 ' N 1 ) 2 = 

= 2 t 2 - ^ + t 2 ^ l + t 3 ^ 2 = t 2 ^ ( 2 + l ) + t ^ 2 . (Z.127) 
2 

( i v ) S 2 = ( 1 ' N u o ) 2 = Ε 2 [ ( 1 ' Ν υ ο ) 2 ] = Ε [ ( 1 ' Ν ( υ + μ ) ) 2 ] = Ε [ ( 1 ' Ν υ + 1 ' Ν μ ) 2 ] = 

= E [ ( 1 ' Ν υ ) 2 + 21 'Νυΐ 'Νμ+(1 ' Ν μ ) 2 ] = Ε ( 1 ' Ν υ υ ' Ν Ι ) + (1 ' Ν μ ) 2 = 

=1 ' Ν 2 ( υ υ ' ) Ν 1 + ( 1 'Νμ) 2 = 1 'ΝΣ^Ν1+(1 ' Ν μ ) 2 =1 ' t N N 1 + ( 1 ' t N I ) 2 = 

= t 1 ' N 1 + t 2 ( 1 ' N D 2 = t ^ + t 2 - i 2 . (Ζ. 128) 
2 

2 
(v) S - ( u ' N u ) = E [ ( u ' N u ) Ί = Ε Γ ( ( υ + μ ) ' Ν ( υ + μ ) ) 1 = 

Ο Ο Ο 2 *- ο ο -> ι- -> 
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= Ε [ ( υ ' Ν υ + 2 υ ' Ν μ + μ 'Νμ) 2 ] = Ε [ ( υ ' N u ) 2 +4μ ' Ν υ υ ' Ν μ + ( μ ' Ν μ ) 2 + 4 u ' N u u ' Ν μ + 

+ 2υ ' Ν υ μ ' Ν μ + 4 υ ' Ν μ μ ' Ν μ ] = 

=Ε [ ( u ' N u ) 2 ] + 4 μ ' N E ( υ υ ' ) Ν μ + ( μ ' Ν μ ) 2 + 2 Ε ( u ' N u ) μ 'Νμ = 

= ( t rN2 Ä ) 2+2 ( Ι , Γ Ν Σ ^ Ν Σ ^ ) +4μ 'ΝΣ^Νμ+(μ 'Νμ) 2 +2 ( t r N 2 # ) μ 'Νμ-

= α ΐ ^ Ν ) 2 + 2 ( 1 : : τ ΐ ^ Ν ) + 4 μ ' 1 . Ν 1 Ν Ί + [ ( Ν μ ) ' Ν μ ] 2 + 2 ( t r t N ) (Νμ) 'Νμ = 

= t 2 ( t r N ) 2 + 2 t 2 ( t r N ) + 4 t 2 ( t N - § ) ' N 1 + [ ( t N 1 ) ' tN"§] 2 +2t ( t r N ) ( t N I ) ' t N 1 = 

= t 2 ( t r N ) 2 + 2 t 2 ( t r N ) + 4 t 3 - § 'N1 + t * C i 'NI) 2 + 2 t 3 ( t r N ) 1 'N1 = 

= t 2 l 2 + 2 t 2 l + 4 t 3 ^ + t * ^ 2 + 2 t 3 U = i f 2 t 4 + 2 ( 2 + l ) ^ t 3 + l ( 1 + 2) t 2 . (Z .129) 

Α ν τ ι κ α θ ι σ τ ώ ν τ α ς από τ ι ς ( Ζ . 1 2 5 ) , ( Ζ . 1 2 6 ) , ( Ζ . 1 2 7 ) , ( Ζ . 1 2 8 ) 

κ α ι (Ζ.129) σ τ ι ς (Ζ.123) κ α ι ( Ζ . 1 2 4 ) β ρ ί σ κ ο υ μ ε τ α κατωτέρω 

α π ο τ ε Λέσματα: 
2 

(a) Ά* = Γ(α - 2 ) α e +c -5/2] [γ* t * + 2 ( 2+1 ) γ t 3 + 1 ( 1 + 2) t 2 "] + 

+ 2 [ t 2 * (2+1) + t 3 i f 2 ] - 3 ( t ^ + t 2 ^ 2 ) + [γ+πΗ-η+2-c - γ -9"C+ 

+ 2 ( a - l ) a c 1 ( t l+t 2 Tf)-2(K+m+2) t ^ + 2 ^ + a 2 c + 0 ( τ 2 ) = 
O i l - · l i 

= Γ(α -2) a c +c - j / 2 " h 2 t 4 + Γ(α - 2 ) a c +c - j / 2 ] 2 ( 2+1 ) ̂ t 3 + 
L o O i l J L o O l i -> 

+ f ( a - 2 ) a e +c - j / 2 ] 1 ( 1 + 2) t 2 + 2 ( 2+1) γ t 2 + 2 ^ 2 t 3 - 3 ^ t - 3 ^ 2 t 2 + 
<- Ο O l i J 

+ ["ï+m+n+2-c -Ύ -SK+2(a -1) a e "I l t+Γγ+ιη+η+2-c - γ -9C+ 
L° 2 ° 3 Ο 1 1-1 L° 2 ° 3 

+ 2 ( a - D a e ] ^ t 2 - 2 (γ+πι+2) t ^ + 2 ^ + a 2 c ± + 0 ( ^ ) = 

= [ ( a - 2 ) a e +c - J V 2 ] * V + 2 [ [ ( a -2) a c +c - j / 2 ] ( 2 + l ) ï + K Z l t 3 + 

+ Γ(α - 2 ) a c +c -5/2] 1 (1 + 2) +2 ( 2+1 ) γ-3γ 2 +Γγ+ιη+η+2-c - γ -S«C+ 
I L ο Ο 1 1 J "- 23 

+ 2 ( a - D a c "H t 2 + h + m + n + 2 - c - γ -2C+2 ( a -1) a c 1 1-3γ-
O i l J ' j I L ' 2 " 3 Ο 1 1 - 1 

- 2 ( γ + π ι + 2 ) γ | t + 2 * + a 2 c , + 0 ^ 2 ) . (Ζ.130) 

2 

(b) Β* = 4 ( t - s + t V ) - 4 [ t 2 * ( 2 + " i ) + t V ] + - s 2 t 4 + 2 ( 2 + l ) * t 3 + 

+ 1 (1 + 2 ) τ . 2 + 0 ( τ 2 ) = 
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+ 

+ 

= 4 t * + 4 t V - 4 t 2 * (2+1) - 4 t V + / t * + 2 ( 2 + l ) * t 3 + l ( 1 + 2) t 2 + 0 ( x 2 ) = 

= / t * + [ 2 ( 2 + l ) * - 4 * 2 ] t 3 + [ 4 / - 4 * ( 2 + D + l ( 1 + 2) ] t 2 + 4 i f t + 0 ( τ 2 ) . (Ζ.131) 

Έ σ τ ω s έ ν α ς μ ι γ α δ ι κ ό ς α ρ ι θ μ ό ς κ α ι έστω t = ( l - 2 s ) . Τ ό τ ε 

t = l / ( l - 2 s ) =>· t - 2 t s = l =*> s = ( t - l ) / 2 t = l / 2 - l / 2 t . (Ζ.132) 

Από τ ι ς ( Ζ . 1 3 0 ) , (Ζ.131) κ α ι (Ζ.132) έ π ε τ α ι ό τ ι 
2 

A * + s B * = A * + ( l / 2 - l / 2 t ) B * = 

2 Γ 1 
= Γ(α - 2 ) α c +c - j / 2 ] ^ 2 t * + 2 Γ ( α - 2 ) ac + c - j / 2 ] ( 2+ 1 ) γ + γ 2 t 3 + 

*- Ο O i l J ^· Ο O l ì J ι 

Γ(α -2) α e +c - j / 2 ] 1 ( 1 + 2) + 2 ( 2+1 ) γ-3γ 2 +Γγ+ηι+η+2-c - γ -9C+ 
Lo O i l J u u L u 2 3 

2 (α - 1 ) α e Ή t 2 + Γγ+πι+η+2-c —* -9C+2 (α -1) α e 1 1-3γ-
Ο 1 1 - ΐ Ί L u 2 g 3 Ο 1 1 - 1 

-2 (γ+πι+2) γ t + 2-tf+a2c i+ 

+ (1/2) h 2 t * + [ 2 ( 2 + l ) i i - 4 i i 2 ] t 3 + [ 4 i i 2 - 4 i i ( 2 + D + l (1 + 2) ] t 2 + 4 ^ t -

- (1/2) r * 2 t 3 + [ 2 ( 2 + l ) ^ - 4 K 2 ] t 2 + [ 4 / - 4 - s ( 2 + l ) + l ( l + 2)]t+4ìf +0(τ 2 ) = 

= Γ(α -2) α e +c - j / 2 + l / 2 l ^ 2 t * + 
L O O l i J 

+ | " 2 [ ( a o - 2 ) a o c i + c i - j / 2 ] ( 2+ 1 ) γ + 2γ 2 + ( 2+ 1) γ - 2 γ 2 - γ 2 / 2 " | t 3 + 

+ Γ(α: - 2 ) α e +c - j / 2 ] 1 ( 1 + 2 ) + 2 ( 2+1) γ - 3 γ 2 + f ^ + m + n + 2 - c - γ -S<C+ 
I L o O l i J u w i_u 2 3 

+ 2 ( a - D a e " h + 2* 2-2ii ( 2 + D + l ( 1 + 2 ) / 2 - ( 2+1) γ + 2 γ 2 | t 2 + 
Ο 1 1-J t 

+ [*+m+n+2-c - γ - 9 C + 2 ( a o - l ) a e ] 1-3γ-2 U+m+2) γ + 2 γ - 2 γ 2 + 

'] + 2 γ ( 2 + 1 ) - 1 ( 1 + 2) /2 i t + 2*+a. 2 c - 2 γ + 0 ( τ ζ ) = 
X 1 

= [ ( a - 2 ) a e +c + ( 1-j ) / 2 ] * 2 τ 4 + | ~ 2 [ ( a -2) a e +c + ( l - j ) / 2 ] (2+1) γ -
L o O l i J ] L o O l i J 

- γ 2 / 2 | 1 : 3 + | Γ ( α -2) a e +c + ( 1-j ) / 2 ] 1 ( 1+2) + Γγ+γ+πΗ-η+2-c - γ -9C+ 
I j ï - O O l l J *- 23 
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+ 2 ( α - 1 ) α e - 1 - 2 ΐ γ | t 2 + hf+m+n+2-c - γ -9C+2(a - D a e - l / 2 - l l 1 
O 1 1 J J | L 2 u 3 Ο 1 1 J 

+ 

+ 2 1 γ - γ - 4 ^ 2 - 2 π ι γ t + a 2 c i + 0 ( x 2 ) 

= Γ(α -2) a c +c + ( l - j ) / 2 l / t + 2j"(a -2) a c + c + ( l - j ) / 2 ] (2+1) γ -
<- o O i l J *- ο O i l J . " 

- * 2 / 2 | t 3 + | Γ(α -2) a c +c + ( l - j )/2" | 1 ( 1 + 2) + Γγ+γ+1+n+n-c - γ -9C+ 
I I L. O O l l J 1- 2 3 

+ 2 ( a o - l ) a i c i - l ] ^ l t 2 + r [ i f + l + n + n + l - c 2 - i f 3 - 9 < . ' + 2 ( a û - l ) a i c i - l / 2 ] 1 + 

+ 2 1 γ - γ - 4 γ 2 - 2 1 γ - 2 η · ^ | t + a 2 c i + 0 ( x 2 ) = 

= [*(a -2) a c +c + ( l - j ) / 2 ] ^ 2 t * + f 2 f ( a -2) a c +c + ( 1-j ) /2"| (2+1) γ -
>- Ο O l l J " I '- ο O i l J 

- ^ 2 / 2 j t 3 + | [ ( a o - 2 ) a o c i + c i + ( l - j ) / 2 ] 1 ( 1 + 2) + [ i / 2 + 2n+l-c2-3<C+ 

+ 2 ( α ο - 1 ) α ι ο ι ] ^ + 2 γ 2 - ί . : ι Π ( - 1 Τ ( / 2 t z + 

+ [ l / 2 + 2 n + l - c -9C+2 ( a Q - l ) a ± c j 1 + γ 1 - γ 3 1 - γ - 4 γ 2 - 2 η ν 
t + a 2 c i + 0 ( T 2 ) = 

2, 4 
•h γ t + 2h (2+1) γ-γ ' /2 

- | h ± l - [ l ^ 3 + ( l + 4 ^ + 2 n - l ) ^ ] J t + h o + 0 ( T 2 ) 

=d +d t + d t 2 + d t 3 + d t * + 0 ( T 2 ) , 
O 1 2 3 4 

1(1 + 2 ) + ^ γ - ( 1 / 2 + 1 + γ 3 - 2 γ ) γ | t + •]• 

(Ζ.133) 

όπου 

d - h , d - I h - Ρ , d =1 (1+2) h +γ1ί - ρ , d =2( 1+2) γ h - ρ , d =κ h . 
Ο Ο 1 1 1 2 2 ° 1 2 3 ° 2 3 4 ° 2 

Ρ ι - 1 ' ϊ 3 + ( 1 + 4 γ + 2 η - 1 ) γ , Ρ 2 =( 1/2+1+γ 3 ~2γ) γ . ρ . 3 = γ 2 / 2 , h o = a 2 c ± , (Ζ.134) 

h = l / 2 + 2 n + l - c -9C+2(a - 1 ) α c , h = ( α -2) a c +c + ( l - j ) /2 . 
1 2 Ο 1 1 2 Ο O l i 

QED 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ ΤΟΥ ΑΗΜΜΑΤΟΣ 6. 1 : Έστω s ένας φανταστικός αριθμός, 

t = (l-2s) και φ, (s) η χαρακτηρ ιστική συνάρτηση του 

S = u'Nu , το οποίο είναι μια μη κεντρική χ μεταβλητή με 1 
Ο Ο Ο ι - Γ- ι- /\ Γ- 1-

βαθμούς ελευθερίας και μη κεντρική παράμετρο γ. Χρησιμοποιώντας τα 

Λήμματα Ζ.5 και Ζ.7 η υπό συνθήκη (ως προς τις μήτρες Χ, Ζ) 
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χαρακτηριστική συνάτρηση του στατιστικού (6.15) είναι 

φ 3 ( 3 ) 

2 3 
3CS + - ^ S + "»; <S - S ) + 4><'C )3 

2 3 Ο 1 

e 

Γ 3 S s r I S + t < S - S >3 , τ 
Ο 1 2 3 

e e Χ ' Ζ 

[ S S ι -ι 

e ° r i + T s S + T 2 S ( S -S + s S 2 / 2 ) l Χ,Ζ + 0 ( τ 3 ) 
«- 1 2 3 1 -« I J 

SS ρ η • 

= E e ° 1 + T 2 S [ ( S I / T + S 2 - S 3 ) + S S ^ / 2 ] Χ,Ζ 

- E e ° [ 1 + T 2 S ( A * + S B * ) ] Χ , Ζ + 0 ( τ 3 ) , 

X,Z| = 

+0(x ) = 

όπου 

A -S Ζτ+S -S , 
1 2 3 

* 2 

Β =S /2 

ι Από το Λήμμα Ζ.7 έχουμε ότι 
2 4 

A*+sB* = d +d t + d t 2 + d t. 3 +d t * + 0 ( T 2 ) = E d t l + 0 ( T Z ) 
Ο i 

u = 0 

όπου 

d - h , d = lh -p , d = 1(1 + 2) h +γη - Ρ , 
O O 1 l i 2 2 ° 1 2 

d - 2 (1 + 2)-»h - P , d = -i2h , 
3 ° 2 3 4 J 2 

h = ac , h = l / 2 + 2 n + l - c -9t+2(cc - l ) a c , 
O l l i 2 O l l 

h = (α - 2 ) α e +c + ( l - j ) / 2 = ( l - j ) / 2 + ( a - l ) 2 c , 
2 Ο O 1 1 O l 

ΡΛ = 1γ 9+(1+4·κ + 2 η - 1 ) γ , ρχ - ( 1/2 + 1 + ^ - 2 * ) γ , p g = γ 2 / 2 . 

2 

Χρησιμοποιώντας τον συμβολισμό χ = y αν και μόνον αν 

y = Ε
2
(χ) 

r SS 

Ο 

e χ 
X.z"j/q>

lf 
(s) , 

βρ ύσκουμε 

φ (s) = φ, ( s ) l + i 2 s [ £ d . t l + 0 ( T 2 ) ] + 0 ( χ 3 ) 
•.-G 

= φ, ( S ) + T 2 S [ E <*.τΊφ, ( 3 ) + 0 ( τ 3 ) 

Εφόσον 

L = 0 

(Ζ.135) 

(Ζ.136) 

: ζ . ΐ 3 7 ; 

(Ζ.138) 

(Ζ.139) 

(Ζ.140) 
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- 1 / 2 3 - s / < i - 2 a > 
φ, ( s ) = ( l - 2 s ) e 

l , T S 

β ρ ί σ κ ο υ μ ε ό τ ι 

i. -i. - 1 / 2 3 - , / < ± - 2 a > - ( 1 + 2 Ü / 2 3 l I / < i - 2 s ) 

t φ, ( s ) = ( l - 2 s ) ( l - 2 s ) e = ( l - 2 s ) e 

(Ζ.141) 

=φ, . (s) ( i = 1 .2, . . .) . 

Χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ώ ν τ α ς τ ι ς σ χ έ σ ε ι ς (Ζ.140) κ α ι ( Ζ . 1 4 2 ) β ρ ί σ κ ο υ μ ε 

(Ζ.142) 

φ (s) = φ, (sì+τ s Ε d . t V ( s ) + 0 ( x ) = 

= φ. (s) +T2S Σ dip, . ( S ) + 0 ( T 3 ) . 

i = 0 

(Ζ.143) 

Δ ι α ι ρ ώ ν τ α ς την (Ζ.143) δ ι α - s κ α ι α ν τ ι σ τ ρ έ φ ο ν τ α ς τ ο ν 

μ ε τ α σ χ η μ α τ ι σ μ ό F o u r i e r (βλ . Λήμμα Ά.2) π α ί ρ ν ο υ μ ε 

-φ ( s ) / s = -φ, ( s ) / s - x Ε Ί φ , . ( s ) + 0 ( x ) 
S l,-j ι L+2t-,-y L = 0 

4 

=» F (x lX.Z) = F, ( χ ) - τ E d.f. . ( χ ) + 0 ( τ ) (Ζ.144) 
\. = ο 

Ε ί ν α ι εύκολο να ε λ έ γ ξ ο υ μ ε ό τ ι τ ο σ τ α τ ι σ τ ι κ ό 

S +τΞ +τ (S -S ) 
Ο Ι 2 3 

ικανοποιεί, (υπό συνθήκην ως προς τις μήτρες Χ και Ζ) τις υποθέσεις 

του θεωρήματος Ά.5. Συνεπώς, 

Pr(S~ < χ|Χ,Ζ) = F (χ|Χ.Ζ)+ο(τ
2
) . 

Επιπλέον, η F (·) είναι μια ομαλή (smooth) συνάρτηση (βλ. 

Μαγδαληνός (1991), Lemma 3) και επομένως, το θεώρημα Α.3 

συνεπάγεται ότι 

Pr-fs(k,j ,9<C) < χ Χ,ζΊ- = Pr(S~ < χ|Χ,Ζ)+ο(τ
2
) = 

F (χ|Χ,Ζ)+ο(τ ) (j= 0, 1, 2) . (Ζ.145) 

Στην πράΐη μπορούμε να κρατήσουμε μιαν ακόμα τά"ξη μεγέθους στο 

ασυμπτωτικό ανάπτυγμα του στατιστικού (6.15) (βλ. σχέση (Ζ.93)), 
3 

οπότε το σφάλμα στην (Ζ.145) γίνεται Ο(τ ), δηλαδή 

-{ Pr4S(k,j ,-Χ) < χ Χ = F, (x)-T
2
Ed.f . (χ)+0(τ

3
), (Ζ.146) 

Ι,-3
 Α

 *• 1+21.,-y 
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KLa j = 0, 1, 2 

QED 

Z. 3 ΝΕΑ ΕΛΕΓΧΟΜΕΝΗ ΥΠΟΘΕΣΗ 

ΛΗΜΜΑ Ζ. 8: Αν rank(Z)=m (με πιθανότητα 1) , τότε η μήτρα 

Λ=Δ+Β Α
-±
Β' (Ζ.147) 

είναι θετικά ορισμένη αν και μόνον αν οι μήτρες Α και G είναι μη 

ιδιάζουσες. Οι μήτρες Α, Β , G , Δ και Λ έχουν ορισθεί στις 

σχέσεις (6.43) και (6.44). 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ: Αν rank(Z)=m, οι στήλες της Ζ είναι γραμμικά ανεξάρτητες 

και επομένως. 

Ζα=0 4Φ α=0. (Ζ.148) 

όπου a e R και 0 είναι το mxl μηδενικό διάνυσμα. θεωρούμε ένα 

αυθαίρετο διάνυσμα θ e R . Τότε 

Ρ Ζ Θ=(Ι-Ρ )Ζ Θ=Ζ Θ-Ζ (Ζ'Ζ Γ*Ζ'Ζ Θ=Ζ θ +Ζ θ = 
Ζ 2 Ζ 2 2 ± 1 1 1 2 1 * 2 
1 1 

(
Ζι
:Ζ

2
) θ 

=Ζ 
ν 
Θ (Ζ.149) 

όπου Θ = -(Ζ'Ζ ) Ζ'Ζ 9. Συνεπώς, χρησιμοποιώντας την (Ζ.149) 
* 1 1 1 2 

βρίσκουμε ότι 

Ρ Ζ Θ=0 => Ζ 
Ζ 2 
1 

=0 ^ θ=0, όπου θ e R , (Ζ.150) 

που σημαίνει ότι rank(P Ζ )=rank(Z Ρ ) = 1 και επομένως, 
^ Ζ 2 2 ζ ^ 

1 1 

rank(A)=rank(Z'P Ζ /Τ) =rank Γ(Ζ'Ρ )'(Ζ'Ρ )/Τ] = 
2 Ζ 2 Ι - 2 Ζ 2 Ζ J 
2 Ζ 2 

1 

=rank(Z'P )=1. 
2 Ζ 

1 

(Ζ.151) 

Δηλαδή η 1x1 μήτρα Δ έχει πΛήρη βαθμό και συνεπώς είναι μη 

ιδιάζουσα (βλ. Rao (1973), σεΛ. 30). Εφόσον οι μήτρες A, G , και Δ 

είναι μη ιδιάζουσες, έχουμε (βλ. Rao (1973), σελ. 30) 

-Ά Β' 

Β 

|-Α| |Δ-Β
+
(-Α) ^'I-I-AJ |Δ+Β

+
Α *Β^ | 
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. - 1 - , = | Δ | | - Α - Β ^ Δ B j , ( Ζ . 152) 

όπου με | Ω | σ υ μ β ο λ ί ζ ο υ μ ε τ η ν ο ρ ί ζ ο υ σ α τ η ς μ ή τ ρ α ς 2 . Η (Ζ.152) σε 

συνδυασμό με τ η ν ( 6 . 4 7 ) σ υ ν ε π ά γ ε τ α ι , ότι , , αν ou μ ή τ ρ ε ς Α και, G 

ε ί ν α ι , μη ι δ ι ά ζ ο υ σ ε ς , ι σ χ ύ ε ι η σχ^ση 

|Δ+Β+Α - 1Β^ | = | Δ | | - Α - 3 ^ Δ - 1 Β + | / | - Α | = | Δ | j Α+Β^Α_±Β^ j / | Α | = 

= | A J J G J / | A | ^ 0 

και, κ α τ ά σ υ ν έ π ε ι α η θετικά, ημ ι ο ρ ι σ μ έ ν η μ ή τ ρ α 

Λ=Δ+Β A~*B' 
+ + 

ε ί ν α ι μη ι δ ι ά ζ ο υ σ α κ α ι d p a θ ε τ ι κ ά ο ρ ι σ μ έ ν η . 

(Ζ.153) 

(Ζ.154) 

ΛΗΜΜΑ Ζ. 9: Μπορεί, να δειχοεί ότι, 

γ=δ'Λ
_±
δ > 0 V δ , 

0
 2 2 2 

QED 

(Ζ.155) 

όπου το διάνυσμα δ και η μήτρα Λ έχουν ορισθεί στις (6.40) Kau 

(6.43), αντίστοιχα. 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ: Από τον Rao ((1973), σελ. 33) έχουμε 

Ζ ' Ζ = ( Ζ :Ζ ) ' (Ζ :Ζ ) = 
1 2 1 2 

r z . n 

Ζ ' 
U 2 J 

( Ζ ± : Ζ 2 ) 
Ζ ' Ζ Ζ ' Ζ 

1 1 1 2 

Ζ ' Ζ Ζ ' Ζ 
• 2 1 2 2 - 1 

-» ( Ζ ' Ζ ) 

όπου 

Ζ ' Ζ Ζ ' Ζ 
1 1 1 2 

Ζ ' Ζ Ζ ' Ζ 
Ι- 2 1 2 2 

θ φ 

Ψ D 

Θ=ΓΖ'Ζ - Ζ ' Ζ ( Ζ ' Ζ ) _ 1 Ζ ' Ζ ] 4 - Γ Ζ ' Ζ -Ζ 'Ρ ζ ] 1 = Γ ζ · , ( ΐ - ρ ) Ζ ' Γ 1 = 
1 - 1 1 1 2 2 2 2 1-» L i i 1 Ζ 1-1 «- 1 Ζ 1 J 

2 2 

= ( Ζ ' Ρ Ζ ) - 1 , 
ι ζ ι 

2 

Ψ= - ( Ζ ' Ζ ) _ 1 Ζ ' Ζ ( Ζ ' Ρ Ζ )"*= - ( Ζ ' Ζ ) _ 1 Ζ ' Ζ θ , 
2 2 2 1 1 Ζ 1 2 2 2 1 

2 

D - Γ Ζ ' Ζ - ζ ' ζ ( Ζ ' Ζ ) _ 1 ζ ' ζ ] ~ 1 = Γ ζ ' ζ - ζ ' Ρ ζ Τ " 1 = Γ ζ ' ( ΐ - ρ ) ζ "Γ ί1= 
• - 2 2 2 1 1 1 1 2 - 1 1 - 2 2 2 Ζ 2-» 1 - 2 Ζ 2-1 

(Ζ.156) 

(Ζ.157) 

- ( Ζ ' Ρ Ζ ) \ 
2 Ζ 2 

1 

Φ= - ( Ζ ' Ζ ) - 1 Ζ ' Ζ ( Ζ ' Ρ Ζ ) _ 1 = - ( Ζ ' Ζ ) _ 1 Ζ ' Ζ D. 
1 1 1 2 2 Ζ 2 1 1 1 2 

1 
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Χ ρ η σ υ μ ο π ο υ ώ ν τ α ς τις ( 6 . 4 0 ) , ( 6 . 4 3 ) , ( Ζ . 6 2 ) , ( Ζ . 6 3 ) , ( Ζ . 1 5 6 ) 

κ α ι ( Ζ . 1 5 7 ) β ρ ί σ κ ο υ μ ε τ α α κ σ Λ ο υ θ α α π ο τ ε λ έ σ μ α τ α : 

( ί ) Ρ 1 = Ζ ( Ζ ' Ζ ) " 1 Ζ ' 1 = ^ Τ ' Ζ ( Ζ ' Ζ ) " 1 ( Ζ ' 1 / · Π ' ) = Λ ί Τ Ζ ( Ζ ' Ζ ) _ : 1 δ = 
ζ 

={Ύ(Ζ±:Ζ2) 
θ Φ 

Ψ D 

ι 

0 

δ 
J L 2-1 

Η Τ ( Ζ Φδ +Ζ D5 ) 
1 2 2 2 

= ^ Τ Γ - Ζ ( Ζ ' Ζ ) Ζ ' Ζ Do +Ζ Όδ l = i T ( - P Ζ Do +Ζ DÖ ) 
i - l i i 1 2 2 2 2 J Ζ 2 2 2 2 

H T ( Ι - Ρ ) Ζ Οδ =ΤΤ Ρ Ζ ( Ζ ' Ρ Ζ ) δ . 
Ζ 2 2 Ζ 2 2 Ζ 2 2 

1 1 1 

Έ τ σ ι . 

( Ζ . 1 5 8 ) 

"ξ ' Ρ 1 = ( Ρ "§) ' Ρ 1 = 1 Ί Τ Ρ Ζ ( Ζ ' Ρ Ζ ) 5 1 ' T T Ρ Ζ ( Ζ ' Ρ Ζ ) δ = 
Ζ Ζ Ζ <-' Ζ 2 2 Ζ 2 2 J Ζ 2 2 Ζ 2 2 Ζ 2 2 Ζ 2 

1 1 

= Τ δ ' ( Ζ ' Ρ Ζ ) 1 Ζ ' Ρ Ζ ( Ζ ' Ρ Ζ ) *δ - 5 ' ( Ζ ' Ρ Ζ /Τ) 4 δ = 
2 2 Ζ 2 2 Ζ 2 2 Ζ 2 2 2 2 Ζ 2 2 

1 1 1 1 

= δ ' Δ - 1 δ . 
2 2 

( i i ) Ε π ί σ η ς , 

( Ζ . 1 5 9 ) 

F ' 1 - X ' P 1--ΙΤ Χ ' Ρ Ζ ( Ζ ' Ρ Ζ ) δ 
Ζ Ζ Ζ 2 2 Ζ 2 2 

1 1 

κ α ι σ υ ν ε π ώ ς . 

( Ζ . 1 6 0 ) 

Ί ' Ρ « . 1 = V F ( F ' F ) F ' l -
F Ζ Ζ Ζ Ζ 

Ζ 

- N T Χ ' Ρ Ζ ( Ζ ' Ρ Ζ )~*δ Ι ' ( Χ ' Ρ Χ ) _ 1 4 Τ Χ ' Ρ Ζ ( Ζ ' Ρ Ζ ) _ 1 δ -
ι - 1 Ζ 2 2 Ζ 2 2-1 Ζ SS 2 2 SS 2 2 

1 1 1 1 

= Τ δ ' ( Ζ ' Ρ Ζ ) _ 1 Ζ ' Ρ Χ ( Χ ' Ρ Χ ) _ ± Χ ' Ρ Ζ ( Ζ ' Ρ Ζ ) _ 1 δ = 
2 2 Ζ 2 2 Ζ Ζ Ζ 2 2 Ζ 2 2 

1 1 1 1 

- δ ' ( Ζ ' Ρ Ζ / Τ ) _ 1 ( Ζ ' Ρ Χ/Τ) ( Χ ' Ρ Χ/Τ)"" 1 (Χ. »Ρ Ζ /Τ) ( Ζ ' Ρ Ζ ) ~ 1 5 
5! ΐ> V. 7 ·? Τ, Τ. Φ. •? ·?. Ζ 2 ; Ζ 2 

1 
2 Ζ Ζ 2 

1 
2 Ζ 2 

1 

= δ ' Δ ±Β G 1 Β ' Δ _ 1 δ 
2 + + + 2 

( Ζ . 1 6 1 ) 

Από τ ι , ς ( 6 . 4 3 ) , ( 6 . 4 7 ) , ( Ζ . 6 3 ) , ( Ζ . 1 5 9 ) και. ( Ζ . 1 6 1 ) και. τ ο 

Λήμμα Ζ . 8 έ χ ο υ μ ε 

ν - 1 ' Ν Ι = ? ' (Ρ - Ρ ) 1 = δ ' Γ Δ _ 1 - Δ - 1 Β Θ ~ 1 Β ' Δ " 1 1 δ = 
Ζ F 2 · - + + + J 2 

= δ ' [ Δ 1 - Δ *Β ( Α + Β ' Δ ^ Β ) ± Β ' Δ 1 ] δ = 

=·δ'ΓΔ- 1-Δ_ 1Β Γ(Α"1)'1+Β'Δ"1Β 1 _ 1 Β ' Δ _ 1 1 δ = 
2 Ι + · - + + J + J 2 

- δ ' (Δ+Β Α 1 Β ' ) 4 δ = δ ' Δ * δ 
2 + + 2 2 2 

( Ζ . 1 6 2 ) 

4 1 0 



Εφόσον η μήτρα Λ είναι θετικά ορισμένη, το ίδιο ισχύει και για την 

μήτρα Λ~ . Συνεπώς, από την προηγούμενη ανάλυση προκύπτει ότι, 

γ=δΆ
_ 1
δ > 0 V 5 , (Ζ. 163) 

ν
 2 2 2 

δηλαδή, ο προτεινόμενος έλεγχος της εΐωγένειας των υπερ-

ταυτοποιητικών βοηθητικών μεταβλητών είναι συνεπής γ ta την νέα 

ελεγχόμενη υπόθεση. 

QED 

ΛΗΜΜΑ Ζ.10: Γ La κάθε τετραγωνική μήτρα Α εισάγουμε τον ακόλουθο 

συμβολισμό : 

<Α>=Α+Α'. (Ζ.164) 

Ο ρ ί ζ ο υ μ ε τ ι ς π ο σ ό τ η τ ε ς 

F =Ρ Χ , A = F " F / Τ , Α =<Τ·ν/Γ?>, Α -V 'Ρ V, 
ο :ζ ο ο ο ο ι ο 2 ζ 

ι ι 

G - A ^ - i F ' F / Τ ) " 1 , Χ -Ρ Χ Ζ =Ρ Ζ , 
ο ο ο ο * ζ ο * ζ ο 

1 1 

B > R +Ζ'Χ /Τ, B+-(Z'V+W'XÄ) /4T+-fT(W'V/T-R ) , 

B ! - W * P V, Δ Λ - Ω + Ζ * Ζ Λ / Τ , Δ -<Z'W/JT>+4T(W'W/T-QJ , (Ζ.165) 
2 Ζ 0 2 * * ι * 2 

ι 

Δ =W'P W, K=B+G , Α =Δ +Β+Α~*Β+ ' , Α =Δ + Κ Β + ' + Β + Κ ' - Κ Α Κ ' , 
2 Ζ Ο Ο Ο Ο Ο Ο Ο 1 1 1 1 1 

1 

Λ =Δ +ΚΒ+ *+Β+Κ'+ΚΑ Κ '-B + G Β + '+ΚΑ G Β + '+B + G Α Κ '-ΚΑ G A K ' , 
2 2 2 2 2 Ι Ο Ι Ι Ο Ι Ι Ο Ι Ι Ο Ι 

δ =Λ
-1
δ . 

* Ο 2 

Μπορούμε να δείξουμε ότι 

γ = γ ο - τ γ ι + τ 2 γ 2 + ω ( τ 3 ) , (Ζ.166) 

όπου 

γ = δ ' ( Δ + B " V V ' ) - ± ö . γ = δ ' Λ δ Λ , γ = δ ' ( Α A"*A +Λ , ) δ . . (Ζ. 167) 
Ο 2 Ο Ο Ο Ο 2 " 1 * 1 * " ζ * 1 Ο 1 2 * 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ: Από τις (6.40), (6.43) και (Ζ.165) έχουμε 

Λ = Υ ' Ρ Y / T = f Y 4ΛΠ ' Ρ f Y 4-V) / T = f Y ' P Y 4.Υ ' Ρ V + W ' Ρ Υ 4-V ' Ρ V i / Τ = 
Ζ Ο Ζ Ο Ο Ζ Ο Ο Ζ ζ ο ζ 

Α 1 1 1 1 1 

= F ' F / T + T T < F ' V / . / T > + T : 2 V ' P V=A +τΑ +τ 2 Ά , (Ζ. 168) 
Ο Ο Ο Ζ Ο i 2 

1 

έ τ σ ι ώστε ( β λ . Αήμμα Α.1 ( Ι ) ) 

. - 1 Γ-, , , . - * -ι - 1 Α =ΓΑ +τ(Α +τΑ ) Τ 
L O 1 2 J 
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-Α 1 - τ Α " 1 ( Ά +τΑ )Α 1 + τ 2 Α ~ 1 ( Α + τ Α )Α *(Α +τΑ )Α 1 + ω ( τ 3 ) = 
Ο Ο Ι 2 Ο Ο Ι 2 Ο 1 2 Ο 

= Α _ 1 - τ Ά - 1 Α Α ~ 4 - τ 2 Α - 1 Α Α ^ + τ ^ ^ Α A_±A Α _ ± + ω ( τ 3 ) = 
Ο Ο Ι Ο 0 2 0 O i O i O 

= A " 1 - T A ~ 1 À Α " * + τ 2 ( Α " 4 Α Α_1Α Ά^-λ'^Α Α _ 1 ) + ω ( τ 3 ) = 
Ο Ο Ι Ο Ο 1 Ο 1 Ο 0 2 0 

=G - T G A G + T 2 G ( A G A - A )G + ω ( τ 3 ) . ( Ζ . 1 6 9 ) 
O O t O Ο 1 Ο 1 2 Ο 

Ε π ί σ η ς , 

Β = Ζ ' Ρ Χ / Τ = ( Ζ +W) ' Ρ (Χ + V ) / T = ( Z ' P Χ + Ζ ' Ρ V+W'P Χ + W P V ) / T = 
+ 2 Ζ Ο Ζ Ο Ο Ζ Ο Ο Ζ - Ζ Ο Ζ 

1 1 1 1 1 1 

= Z ' X A / T + T ( Z ' V + W ' X ì / f T + W ' P V / T . ( Ζ . 1 7 0 ) 
1 

Ε φ ό σ ο ν 

W'P V / T = W ' ( I - P )V/T=W'V/T-W'P V/T= 
ζ ζ ζ 

1 1 1 

=R + T Ì T ( W ' V / T ) - T 4 T R - T 2 W ' P V=R + T ^ T ( W ' V / T - R ) - T 2 W ' P V, ( Z . 1 7 1 ) 
Ζ Ζ ÎZ 2 2 Ζί 

1 1 

βρ ίσκουμε 

Β = Ζ ' Χ / T + T ( Z ' V + W ' X ì / i T + R + x 4 T ( W ' V / T - R ) - T 2 W ' P V= 
+ * * • * * 2 2 Ζ 

1 

=R + Z ' X / T + x [ ( Z ' V + W ' X W<TF+.{T(W'V/T-R ) ] - T ; 2 W ' P V = 

1 

= Β + + τ Β + - τ 2 Β + . ( Ζ . 1 7 2 ) 
O l 2 

Ό μ ο ι α , 

. Δ = Ζ ' Ρ Ζ / Τ = ( Ζ +W) · Ρ (Ζ + W ) / T = ( Z ' P Ζ + Ζ ? W+W'P Ζ + W P W)/T= 
2 Ζ 2 Ο Ζ Ο Ο Ζ Ο Ο Ζ Ζ Ο Ζ 

1 1 1 1 1 1 

= Z ^ Z Ä / T + T ( Z ^ W + W ' Z # ) / J T + W ' P W/T. ( Ζ . 173) 
1 

E n t n A é o v , ε φ ό σ ο ν 

W'P W / T = W ' ( I - P )W/T=W'W/T-W'P W/T= 
Ζ Ζ !Z 

1 1 1 

=Q + T 4 T ( W ' W / T ) - T 4 T Q - x 2 W ' P W=Q + T T T ' ( W ' W / T - Q , ) - x 2 W ' P ^ W, ( Z . 1 7 4 ) 
Ζ 2 52 2 2 ES 

Λ -4 

βρίσκουμε 

A = Z ' Z 4 / T + x < Z ' W / ^ T > + Q + T 4 T ( W ' W / T - Q ) - τ 2 Μ ' Φ W= 
1 

=Q 2+Z;Z # /T+T[<Z;W/^T>+ÌT(W'W/T-Q..>)]-T: 2W'PZ W= 
1 

4 1 2 



=Α + τ Δ - τ 2 Δ . ( Ζ . 1 7 5 ) 
Ο 1 2 

Α ν τ ι κ α θ ι σ τ ώ ν τ α ς τ ι , ς ( Ζ . 1 6 9 ) , ( Ζ . 1 7 2 ) Kau ( Ζ . 1 7 5 ) σ τ η ν ( 6 . 4 3 ) 

βρ ί σ κ ο υ μ ε 

Λ=Δ+Β Α _ 1 Β ' = Δ + τ Δ - τ 2 Δ + (Β + + τ Β + - τ 2 Β + ) · 
+ + Ο 1 2 Ο 1 2 

• [G -xG Ά G + τ 2 Θ (AG Α -Α ) G + ω ( τ 3 ) ] ( Β + + τ Β + - τ 2 Β + ) ' = 
L O Ο Ι Ο Ο 1 Ο 1 2 Ο - > 0 1 2 

=Δ + τ Δ - τ 2 Δ +B+G Β +
 ' + T B + G Β + ' - τ ^ Θ Β + ' - τ Β + β A G Β + ' -

Ο 1 2 0 0 0 0 0 1 0 0 2 O O i O O 

- T 2 B + G A G Β + ' + T 2 B + G ( A G A -A )G B +
 ' + T B + G B +

 '+X2B+G B + ' -
Ο Ο 1 Ο 1 0 0 1 0 1 2 0 0 l O O 1 Ο 1 

- T 2 B + G A G B + ' - T 2 B + G Β + ' + ω ( τ 3 ) = 
Î O I O O 2 0 0 

=Δ +KB
+
 '+τ(Δ +KB

+
 '+B

+
K '-KA Κ')-τ

2
(Δ +KB

+
 '+B

+
K '+KA K'-

O O I l i 1 2 2 2 2 

-ΚΑ G A K ' + K A G B + ' - B + G B + '+B + G Α Κ ' ) + ω ( τ 3 ) = 
ι ο ί ι ο ί i O i I O I 

=Λ +τΛ - τ 2 Α + ω ( τ 3 ) , ( Ζ . 176) 
Ο Ι 2 

ό π ο υ 

Α =Δ +ΚΒ+ ' = Δ +B+G Β + ' , Λ =Δ +ΚΒ+ '+Β+Κ '-ΚΑ Κ ' , 
Ο Ο Ο Ο Ο Ο Ο 1 1 1 1 1 

Α =Δ +ΚΒ ' + Β Κ'+ΚΑ Κ ' - Β G Β '+ΚΑ G Β '+Β G Α Κ'-ΚΑ G AK 
2 2 2 2 2 Ι Ο Ι Ι Ο Ι Ι Ο Ι Ι Ο Ι 

Από τ η ν ( Ζ . 176) π α ί ρ ν ο υ μ ε (ΒΛ. Αΐίμμα Ά . 1 ( Ι ) ) 

Λ =ΓΑ + τ ( Λ - τ Λ ) + ω ( τ ) ] ' 
«- Ο 1 2 J 

( Ζ . 1 7 7 ) 

=Λ * - τ Λ *(Λ - τ Λ )Α *+τ 2 Λ ± ( Λ - τ Α )Λ ± (Λ - τ Α )Α λ + ω ( τ 3 ) -
Ο Ο Ι 2 Ο O l 2 Ο 1 2 Ο 

, - 1 , ~ 1 , , - 1 2 , - 1 , , - 1 2 , - 1 , , - Ι , , - 1 , 3 . 

=Λ - τ Λ Α Α + τ Α ΛΑ + τ Λ ΛΑ Λ Λ + ω ( τ ) = 
Ο Ο Ι Ο 0 2 0 Ο 1 Ο 1 Ο 

= Λ _ 1 - τ Λ _ 1 Λ Λ _ 1 + τ 2 Λ _ ± ( Λ Α_±Λ +Λ ) Λ - : 1 + ω ( τ 3 ) . ( Ζ . 178) 
0 0 1 0 0 1 0 1 2 0 

Χ ρ η σ ι , μ ο π ο ι , ώ ν τ α ς τ ο Λήμμα Ζ . 9 κ α ι τ η ν ( Ζ . 178) β ρ ί σ κ ο υ μ ε 

γ = δ ' Λ _ 1 δ = δ ' ("Λ_ 1-τΛ- 1Λ Λ - 1 + τ 2 Λ _ 1 ( Λ Λ_ 1Λ +Λ ) Λ _ 1+ω ( τ 3 ) 1 δ = 
2 2 2 » - ο Ο Ι Ο Ο 1 Ο 1 2 Ο - » 2 

= δ ' Λ _ 1 δ - τ δ ' Λ _ 1 Λ Λ _ 1 δ + τ 2 δ ' A _ i (Λ Λ - 1 Λ + Λ ) A~*6 + ω ( τ 3 ) = 

2 0 2 2 0 1 0 2 2 0 1 0 1 2 0 2 

= γ ο - τ γ ± + τ 2 γ 2 + ω ( τ 3 ) , ( Ζ . 1 7 9 ) 

ό π ο υ 

4 1 3 



γ = δ ' Λ 1 5 = 5 ' ( Δ +B+G Β + ' ) *δ - δ ' ( Δ + Β + Α 1 Β + ' ) *δ , 
0 Ο 2 Ο 2 2 Ο Ο Ο Ο 2 2 0 0 0 0 2 

γ = δ ' Λ _ 1 Λ Λ _ 1 δ = δ ' Λ δ . , ( Ζ . 180) 
° 1 2 Ο 1 Ο 2 * 1 * 

γ - δ ' Λ - 1 (Λ Λ_1Λ +Λ,)Λ~ 1 δ - δ * (Λ Λ~*Λ + Λ ) δ Λ . 
° 2 2 0 1 0 1 2 0 2 * Ι Ο Ι 2 * 

QED 

ΛΗΜΜΑ Ζ. 11 : Εισάγουμε τον ακόλουθο συμβολισμό: 
ο 

χ = y αν και. μόνον αν E(x)=E(y) . (Ζ. 181) 

Ο ρ ί ζ ο υ μ ε τ η ν μ ή τ ρ α 

V =V-WQ-1R , ( Ζ . 182) 
1 2 2 

όπου ÖL μήτρες R , Q, , όπως και η C έχουν ορισθεί, στην (6.42) . 

Τότε, ou γραμμές της μήτρας ν* είναι ανεξάρτητα N(0,C ) διανύσματα 

και ανεξάρτητα από την μήτρα W, όπου 

C =C -R'Q
_±
R -C -C , C =R'Q

_1
R . ' (Ζ. 183) 

1 2 2 2 2 2 3 3 2 2 2 

Σ ε π ι ο σ υ μ π α γ ή σ υ μ β ο λ ι σ μ ό γ ρ ά φ ο υ μ ε 

V =V-WK , Κ = Q _ 1 R , v e c V * ~ N ( 0 , I « C ) , 
1 2 2 2 2 i l 

C =C - C , C - R ' K = K ' R = K ' Q Κ 
1 2 3 3 2 2 2 2 2 2 2 

(Ζ.184) 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ : Εφόσον οι γραμμές της μήτρας (V:W) είναι ανεξάρτητα 

Ν(0,Σ ) διανύσματα, όπου η μήτρα Σ έχει ορισθεί στην (6.42), 

έ χ ο υ μ ε 

ο 
W'V = W (V-WQ_1R )=W'V-W'WQ_ 1R = TR -TQ Q_±R =TR -TR =0 =* 

iL 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 

=* E(W'V / T ) = 0 ( Z . 1 8 5 ) 

κ α ι 
ο 

V 'V - (V-WQ 4 R ) ' (V-WQ *R ) =V 'V-V 'WQ *R - R Ώ *W 'V+R 'Q *W 'WQ *R 
1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 

Ο 

= TC - T R ' Q _ 1 R - T R ' Q _ 1 R + T R ' Q - 1 Q Q_±R - T ( C - R ' Q _ 1 R ) => 
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 

-» E ( V ; V y T ) = C ^ - R ^ ' Q ~ i R ^ = C , - C ^ = C j , ( Z . 1 8 6 ) 

ό π ο υ 

C =C - C , C = R ' Q _ i R . ( Z . 1 8 7 ) 
1 2 3 3 2 2 2 

Από τις (Z.185) και (Z.186) έπεται ότι οι γραμμές της μήτρας V 

είναι ανεξάρτητα N(0,C ) διανύσματα και ανεξάρτητα από την μήτρα 
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W. Επιπλέον, 

V =V-WK , Κ «Q R 
i 2 2 2 2 

(Ζ.188) 

Έστω ν' και ν' OL t- και s-γραμμές, αντίστοιχα, της μήτρας V , 
11 13 1 

οπότε ν' και ν είναι OL t- και β-στήλες, αντίστοιχα, της μήτρας 
It 13 

V'. Εφόσον ou γραμμές της μήτρας V είναι ανεΊάρτητα N(0,C) 

διανύσματα, έχουμε 
Ε(ν ν' )=δ C , 

1 t 1 3 te 1 

(Ζ.189) 

όπου δ είναι το δ του Kronecker. Επίσης, 
t s 

ν = Γ ν ν 1 =* v e c ( V ' ) 
1 «- 1 1 1 Τ - > 1 

ν 1 1 

I T 

( Ζ . 1 9 0 ) 

κ α ι συνεπώς 

E ( v e c ( V p )=Ε 

ν 1 1 

ν 1Τ-" 

]ΓΕ(ν ) ] 
Ι <- it. -*t=i, . . . 

=0, (Ζ.191) 

όπου 0 ε ί ν α ι τ ο T n x l μ η δ ε ν ι κ ό δ ι ά ν υ σ μ α . ΕπιπΛέον 

V a r ( v e c ( V ) ) = E [ v e c ( V ') (vec(V ') ) ' ] = 

=Ε 
1:1 

I T 

Γν ' , . . . , ν ' ] 
L H I T J 

Ε ( ν ν ' ) . . . Ε ( ν ν ' ) 
1 1 1 1 1 1 I T 

Ε ( ν ν ' ) . . . Ε ( ν ν ' ) 
1 Τ 1 1 1 Τ 1 Τ 

c,. ° 
0 C 

•I«C ( Ζ . 1 9 2) 

Οι (Ζ.191) κ α ι (Ζ.192) σ υ ν ε π ά γ ο ν τ α ι ό τ ι 

v e c V ' ~ N ( 0 , I ® C ) ι ι (Ζ .193) 

ΤέΛος, από τις (Ζ.187) και (Ζ.188) παίρνουμε 

C =R'Q
_1
R =R'K =K'R -R'Q~

4
Q Q

_1
R =K'Q Κ . 

3 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 

ΛΗΜΜΑ Ζ. 13: Ορίζουμε τις μήτρες 

(Ζ.194) 

QED 

CÄ=iT(V'V/T-C2) , Q5fc=iT(W'W/T-Q2) , R^=fT(W'V/T-R2) , (Ζ.195) 
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όπου oc μήτρες C , R και Q έχουν ορισθεί στην (6.42) . Τότε, γ uà 

κάθε μήτρα Ω με τις κατάλληλες διαστάσεις μπορούμε να δείΊουμε τα 

ακόλουθα αποτελέσματα: 

ο ο 
C ß C = ( t r C Ω ) 0 , +C ΩΟ . Q ΩΩ = ( t r Q Ω) Q +Q ßQ 

* ·* 2 2 2 2 - j f t - w 2 2 2 2 

ο ο 
FLÜR = Q S Ì ' C + ( t r R Ω) R +R ßR , R ' ß R = ( t r Q Ω) C + R ' 2 R , 

* * 2 1 2 2 2 2 * * 2 2 2 2 

Ο Ο 

R ' ß R ' - C Ω'Ω + ( t r R ' ß ) R ' + R ' 2 R ' , R . 2 R * - ( t r Q C ) Q + R ß R ' , 
* * 1 2 2 2 2 2 * * 2 2 2 2 

Ο Ο 

Ω.ΩΗ = ( t r Q , 2 ) R , + Q Q R . R * ß Q * = ( t r R S ) Q + R 2 Q ( Z . 1 9 6 ) 
•m ^ 2 Ζ Ζ Ζ m * Ζ 2 Ζ 2 

Ο Ο 

Q-S2R'- ( t r R ' f l ) Q , + Q SR* R ^ Q - ( t r Q Ω) R *+R 'ΩΩ . 
* * 2 2 2 2 * * 2 2 2 2 

Ο Ο Ο Ο 

W 2 V = ( t r ß ) R , VK2V- ( t ^ R ' ) I , WΩV = Ω 'R , W ' ß V ' = R S ' , 
2 2 Τ 2 2 

Ο Ο Ο Ο 

V 2 W = ( t ^ ) R ' , νΩν/'= ( t r R Ω) Ι , VÜW = Ω'Κ', V ' 2 W ' = R ' ß ' , 
2 2 Τ 2 2 

Ο 

όπου ο συμβολισμός χ = y σημαίνει ότι E(x)=E(y). 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ: Χρησιμοποιώντας τον συμβολισμό 

ο 

χ = y αν και μόνον αν E(x)=E(y), (Ζ.197) 

το Λήμμα Ζ.11 και το Λήμμα Α.9 βρίσκουμε 

C ΩΟ = T ( V ' V / T - C ) 2 ( V ' V / T - C ) = T 2 ( V ' V - T C ) Ω ( ν ν - Τ Ο ) = 
* * 2 2 2 2 

Ο 

= τ 2 ( ν ' ν Ω ν ν - Τ ν ' ν Ω Ο -TC ßV'V+T^C ΩΟ ) = 
2 2 2 2 

Ο 
2 iVr. , , ~ - ^ ^ . ~ , — . ., ^ ,, — ^, ^ 2 -, ^ _ . „,2 ^, _ _ „,2 

τ [T(trC 2)C +T(T+1)C ΩΟ -Τ C ΩΟ - T O ΩΟ +Τ C ΩΟ ] 
»- ' 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 J 

T 2 fT(trC Ω)0 +Τ 2 0 ΩΟ +TC ΩΟ - Τ 2 0 ΩΟ 1 = 
Ι- 2 2 2 2 2 2 2 2-J 

- ( t r C Ω ) 0 +C ΩΟ . ( Ζ . 1 9 8 ) 

2 2 2 2 

Ό μ ο ι α , 

ο 
Q * ß Q * " ( t r Q 2 ß ) Q 2 + Q ^ Q 2 . ( Ζ . 1 9 9 ) 

Από το Λήμμα Ζ.11 έπεται ότι 

ο 

E(V)-E(V +WK )=E(WK ) •» V = WK . (Ζ. 200) 
1 2 2 2 

Χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ώ ν τ α ς τ η ν ( Ζ . 2 0 0 ) β ρ ί σ κ ο υ μ ε 

ο ο 
V/Ών = W'ßWK = ( ^ Ω ) Ω Κ - ( Ϊ Γ Ω ) Ω Q _ ± R = ( t ^ ) R , ( Ζ . 2 0 1 ) 

2 2 2 2 2 2 2 
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ο ο 
WS2V'= WSCWK ) '=WS2K'W'= ( 1 : Γ Ω Κ ' Ω ) I - ( t r 2 R ' Q , 1 Q , ) I = 

2 2 2 2 T 2 2 2 T 

- ( t r Q R ' ) I , ( Z . 2 0 2 ) 
2 Τ 

Ο Ο 

WS2V = WßWK - S2'QK - Q ' Q Q - 1 R - Q ' R . ( Ζ . 203) 
2 2 2 2 2 2 2 

Ο Ο 

W ' 2 V ' = W'ß(WK ) '=W'S2K'W'=(WK 2 'W) '= Γ ( Κ δ ' ) 'Q l ' = Q K Ω' = 
2 2 2 1 - 2 2-1 2 2 

=Q Q _ 1R Ω ' - R Ω ' ( Z . 2 0 4 ) 
2 2 2 2 

και παίρνοντας τις ανάστροφες των (Ζ.201), (Ζ.202), (Ζ.203) και 

(Ζ.204) Βρίσκουμε 

ο ο ο ο 

V Ων/ = (trf2)R\ νΩν/'= (trR2)I , V'2W = R'2', V2W = ß'R'. (Ζ.205) 
2 2 Τ 2 2 

Ακόμα, έχουμε ÓTL 

ο ο 
•·2 | _ - - 2 — - ~ 2 - - - - - — 2 2 j ~ 2 - - 2 

W'W2W'V = W'W2W'WK = P n t r Q Ω) Q + T ( T + 1 ) Q ΩΩ "JQ *R = 
2 · - 2 2 2 2-1 2 2 

= T ( t r Q Ω)Ω Q 4 R + Τ ( Τ + 1 ) Ω ΩΩ Ω *R - T ( t r Q Ω) R + Τ ( Τ + 1 ) Ω 2R , ( Ζ . 2 0 6 ) 
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 

Ο Ο 

W'UK2V'W = W'Vß2(WK ) 'W=WW2K 'WW = T ( t r Q Ω Κ ' ) Ω + Τ ( Τ + 1 ) Ω Ω Κ ' Ω = 
2 2 2 2 2 2 2 2 

= T ( t r Ω , Ω R ' Ω ~ 1 ) Ω , + T ( T + l ) Ω Ω R ' Ω " 1 Ω , = T ( t r R ' Ω " ± Ω , Ω ) Ω + Τ ( Τ + 1 ) Ω ^ R ^ = 
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 

= T ( t r R ' Û ) Q + Τ ( Τ + 1 ) Ω Ω Η ' . ( Ζ , 2 0 7 ) 
2 2 2 2 

ν/*νΩν7'ν-ν/* ( ν +WK ) Ω ν / ' ( ν +WK ) = w v 2 w v +WV7K ΩΉ'ν +WV Ων/'ντκ + 
1 2 1 2 1 1 2 1 1 2 

ο " ο 
+WWK Ων/'WK = W'V SW'V +WWK Ων/'νίΚ = 

2 2 1 1 2 2 

Ο 

= Ω (V Ω) 'V + [ T ( t r Q Κ Ω) Ω , + T ( T + l ) Q Κ ΩΩ,]Κ -
2 1 i L 2 2 2 2 2 2 - 1 2 

Ο 

=Ω Ω ' ν ' ν + T ( t r Q Q ^ R Ω ) Ω Q ~ 4 R + Τ ( Τ + 1 ) Ω O ^ R ΩΩ Ω " ^ , -
2 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 

Ο 

= ΤΩ Ω Ό + T ( t r R Ω ^ + T ( T + 1 ) R ΩΡ = 
2 1 2 2 2 2 

-ΤΓΩ Ω Ώ + ( t r R Ω ^ + ( T + 1 ) R ΩR 1 , ( Ζ . 2 0 8 ) 
• - 2 1 2 2 2 2-1 

VYK2V'W=(V +WK ) 'VK2(V +WK ) 'W=V 'V/Ων 'W+V 'ΉΩΚ 'W'W+K 'W'ViKZV 'W+ 
1 2 1 2 1 1 1 2 2 i 

Ο Ο 

+K 'W 'ΉΩΚ ' W W = V 'W2V 'W+K 'W 'ΉΩΚ 'W 'W = 
2 2 1 1 2 2 
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- (^(WQ) 'W+K^ [ T ( t r Q 2 ß K ^ ) Q 2 + T ( T + l ) Q 2 ß K ^ Q 2 ] = 

ο 
- C ß ' W ' W + T i t r Q S R ' Q ' ^ R ' Q ^ Q + T f T + D R ' Q ^ Q Q R ' Q ^ Q -

1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 

Ο 

= T C ß ' Q + T ( t r R ' Q _ 1 Q Ω) R ' + T ( T + D R Ώ Η ' = 
1 2 2 2 2 2 2 2 

= T [ C S ' Q + ( t r R ' S 2 ) R ' + ( T + l ) R ' ß R ' " | , ( Z . 2 0 9 ) 
» - Ι 2 2 2 2 2-1 

W'VaV'W=W'(V +WK ) 2 ( V +WK ) 'W=W'V ßV'W+W'WK Ων 'W+W'V &K'W'W+ 
1 2 1 2 1 1 2 1 1 2 

ο ο 
+WWK SK'W'W = W'V 2VW+WWK ΩΚ'W'W = 

2 2 1 1 2 2 

Ο 

= W ' ( t r C Ω) I W + T ( t r Q Κ ΩΚ ' ) Q + T ( T + 1 ) Q Κ ΩΚ Ώ = 
I T 2 2 2 2 2 2 2 2 

= (trßC )W'W+T(trQ Q~ 4R2R'Q~*)Q +T(T+l)Q Q~4R ßR'Q~ 4Q -
1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 

- T ( t r Q C )Q + T ( t r 2 R ' Q _ 1 R )Q + T ( T + 1 ) R ΩΚ' = 
1 2 2 2 2 2 2 2 

=T(trace -C ))Q +T(tr2C )Q +T(T+1)R ΩΗ' = 
2 3 2 3 2 2 2 

- T ( t r ß C )Q + T ( T + 1 ) R S2R', ( Z . 2 1 0 ) 
2 2 2 2 

V'WΩW'V=(V +WK ) 'WaW'(V +WK )-V'WQW'V +VWSWWK +K'W'WßW'V + 
1 2 1 2 1 1 1 2 2 1 

ο ο 
+K 'W 'W2W *WK = V 'WSW 'V +K 'W *WS2W 'WK -

2 2 1 1 2 2 

ο 
= V; ( t r Q 2 2 ) I T V 1 +K j ; [ T ( t r Q 2 Q ) Q 2 + T ( T + l ) Q 2 ß Q j K 2 -

ο 

= ( t r Q ß ) V ' V + T ( t r Q ß ) R ' Q : 1 Q , Q : i R + T ( T + 1 ) R ' Q " 1 Q M Q " 1 R , = 
2 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 

Ο 

= Τ ( t r Q ß ) C + T ( t r Q Ω) C +T(T+1)R*S2R = 
2 1 2 3 2 2 

= T ( t r Q Ω) (C +C ) + T ( T + l ) R ' f f i R = T ( t r Q 2 ) C + T ( T + 1 ) R ' S R . ( Z . 2 1 1 ) 

2 1 3 2 2 2 2 2 2 

Χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ώ ν τ α ς τ ι ς ( Ζ . 2 0 6 ) , ( Ζ . 2 0 7 ) , ( Ζ . 2 0 8 ) , ( Ζ . 2 0 9 ) , 

( Ζ . 2 1 0 ) κ α ι ( Ζ . 2 1 1 ) έ χ ο υ μ ε 
Q . ß R - T i W ' W / T - Q ) ß ( W * V / T - R ) = T 2 ( W ' W - T Q )ß (W*V-TR ) = 

* * 2 2 2 2 

Ο 

=T 2 (W'WaW'V-Ttf 'WaR - T u ΩW'V+T2Q ΩR ) = 
2 2 2 2 

ο 
= T 2 r T ( t r Q ß ) R + T ( T + 1 ) Q 2R - T 2 Q S2R - T 2 Q ΩR + T 2 Q ßR 1 = 

»- 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2-J 
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= T 2 [ T ( t r Q ß)R +T2Q,ßR +TQ SR - T 2 Q , Q R , ] - ( t r Q ß)R +Q,QR , (Z .212) 
*- 2 2 2 2 2 2 2 2-* 2 2 2 2 

Q ßR'=T(W'W/T-Q )Q(W'V/T-R ) '=x2(W'W-TQ )Ω( VW-TR') = 
* * 2 2 2 2 

Ο 

= τ 2 (W'WßV 'W-TW'WßR'-TQ Ων 'W+T2Q 2R ') = 
2 2 2 2 

Ο 

= - c 2 l T ( t r R ' ß ) Q +T(T+1)Q ß R ' - T 2 Q QR' -T 2 Q S2R'+T2Q Q R ' I -
L 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2-· 

= T 2 r T ( t r R ' ß ) Q +T2Q S2R '+TQ ÖR ' - T 2 Q 2 R ' ] = ( t r R Ώ ) Q +Q 2R ' . (Z .213) 
U 2 2 2 2 2 2 2 2 J 2 2 2 2 

Εργαζόμενοι όπως στις (Z.212) και (Z.213) μπορούμε να δείξουμε ότι 

ο ο 
R.SQ = ( t r R Ω)Ω +R ßQ„, R'2Q = ( t r Q Ω ) R ' + R ' ßQ . (Ζ. 214) 

* * 2 2 2 2 * * 2 2 2 2 

Ακόμα, 

R^ßR -T(W'V/T-R )Q(W'V/T-R )=x2(W'V~TR )Q(W'V-TR ) -
* * 2 2 2 2 

Ο 

=T2(W'VftW'V-TW'VßR -TR ßW'V+T^R ßR ) = 
2 2 2 2 

Ο 

= τ2ΓΤΩ Ω'Ο + T ( t r R 2)R +T(T+1)R ΩΗ - T 2 R QR - T 2 R 2R +T 2 R ßR "1-
L 2 i 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2-J 

=T2fTQ 2 ' C + T ( t r R Ω) R +T 2R ßR +TR QR -T 2 R QR ] = 
1 - 2 1 2 2 2 2 2 2 2 2-1 

=Q ß ' C + ( t r R ß)R +R SR , (Z .215) 
2 1 2 2 2 2 

R'ßR '=T(W'V/T-R ) 'ß (W'V/T-R ) ' - τ 2 (VW-TR') Ω (VW-TR') -
* * 2 2 2 2 

ο 
= τ 2 (V 'WßV 'W-TV 'WßR ' - T R 'QV ' W + T ^ 'ÖR ') == 

2 2 2 2 

ο 
= τ2ΓΤΟ Ω'Ω + T ( t r R ' ß ) R ' + T ( T + l ) R ' ß R ' - T 2 R ' ß R ' - T 2 R ' 2 R ' + T 2 R ' ß R ' ] = 

L 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2-1 

=T2[TC ß ' Q + T ( t r R ' ß ) R ' + T 2 R ' S 2 R ' + T R ' & R ' - T 2 R ' 2 R " l = 
L l 2 2 2 2 2 2 2 2 2-1 

=C ß ' Q + ( t r R ' Q ) R ' + R ' S R ' , (Z .216) 
1 2 2 2 2 2 

R 2R'=T(W'V/T-R )Q(W'V/T-R ) '=x2(W'V-TR )2 (V 'W-TR ' ) = 
* * 2 2 2 2 

ο 
=T2(W'V2VW-TW'VßR'-TR Ων 'W+T2R ß R ' ) = 

2 2 2 2 

ο 
= T 2 [ T ( t r 2 C ) Q + T ( T + 1 ) R ß R ' - T 2 R QR'-T^R 2R'+T 2 R QR'1= 

L ^ 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 - 1 

= T 2 f T ( t r 2 C )Q +T2R ΩΗ'+TR Ω R ' - T 2 R ß R ' l = 
L 2 2 2 2 2 2 2 2- i 

4 1 9 



- ( t r ß C ) Q + R S 2 R ' , ( Ζ . 2 1 7 ) 
2 2 2 2 

R'QR = T ( W ' V / T - R ) 'S2(W'V/T-R ) = τ 2 (VW-TR ' ) ß ( W ' V - T R ) = 
^κ "^ £ £, £, £. 

=τ 2(ν'W2W'V-TV'WS2R -TR'QW'V+T^R'QR ) = 
ο 

2 - - 2 J 

Ο 
2 Γ ^ / ^ „ Λ ^,Λ ^ ,~r,T>. is-n.rsr, τ-2 τι , r-,π „ 2 _. , ^ , π , „ 2 = τ p r C t r Q 2 ) C + T ( T + 1 ) R ' 2 R - T ' R ' ß R - Τ R'S2R +T R ' S R "1 =-

« - 2 2 2 2 2 2 2 2 22-1 

= T Z r T ( t r Q ß ) C + T 2 R ' ß R +TR*ßR - T 2 R ' 2 R ] = 
L v **2 2 22 22 22-1 

= ( t r Q 2 ) C + R ' 2 R . ( Z . 2 1 8 ) 
2 2 2 2 

QED 

ΛΗΜΜΑ Ζ. 1 3 : Χ ρ η σ υ μ ο π ο υ ώ ν τ α ς τ υ ς ( Ζ . 1 6 5 ) Kau ( Ζ . 1 7 7 ) μ π ο ρ ο ύ μ ε ν α 

α π ο δ ε ί ξ ο υ μ ε τ α α κ ό λ ο υ θ α α π ο τ ε λ έ σ μ α τ α : 

\=Κ+Κ' A , = A . , + \ s + V (Ζ. 219) 
1 3 + 2 S ο ? 

ό π ο υ 

Λ = < Z ' W + Z ' V K ' + K X ' W - K F ' V K ' > / f T = < Z + 'W+Z+ ' V K ' V - f T , 
3 * * * Ο 1 2 

Λ =Ω + R ^ K ' + K R ' , Λ =Δ + < Κ Β + ' >+ΚΑ Κ ' , ( Ζ . 2 2 0 ) 
4 * * * ! 5 2 2 2 

Λ =<ΚΑ G B ' ) - B G Β'-ΚΑ G A K ' , Λ =R G R ' - < R G Β + ' >+<ΚΑ G R ' > 
<5 Ι Ο * * 0 * Ι Ο Ι 7 * Ο * * 0 1 Ι Ο * 

Kau 

Ζ * ' = Ζ ' + Κ Χ ' Z * ' = Z ' - K F ' Β =B + -R = T ( Z ' V + W ' X J . ( Ζ . 2 2 1 ) 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ: 

( i ) Λ =Δ +<ΚΒ+ '>-ΚΑ K'=<Z'W/^T>+ 1 fT(W'W/T-Q ) +<Κ Γ(Ζ ' V + W X J '/-JT+ 

+ « T F ( W ' V / T - R ' ) ' ] > - K < F ' V / < r F > K ' -
2 -· Ο 

=<Z;W+KV 'Z^+KX^W-KF^VK' > / ^ f T + ^ ( W ' W / T - Q 2 ) +<ΚΛίΤ(ν7'ν/Τ-Η 2 ) ' >= 

=< ( Ζ ' + K X ' ) W+ ( Z ^ - K F ' ) VK ' V f T + Q +<KR ' >= 

= < Z + ' W + Z W K ' V T T + Q +KR'+R Κ ' = Λ +Λ , ( Ζ . 2 2 2 ) 
1 2 * *̂ "* 3 4· 

ό π ο υ 

Α =<Ζ'W+KV'Ζ +KX/W-KF 'VK ' >/Λ[Τ=< Ζ + 'W+Z+ 'VK ' >/-ff, 
3 * * * ο 1 2 ' * / 

A = Q + K R ' + R Κ ' , Ζ * ' - Ζ ' + Κ Χ ' Z * ' = Z ' - K F ' 

( i l ) A =Δ +<KB + '>+KA K ' - B + G 3 + '+<KA G B + ' >-KAG A K ' = 
2 2 2 2 i O i Ι Ο Ι 1 Ο 1 

( Z . 2 2 3 ) 
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=Δ +<ΚΒ+ '>+ΚΑ Κ'+<ΚΑ G Β + ' - Κ Ά G R'+KA G R ' > - B + G B + ' - R G R ' + 
2 2 2 i Ο 1 1 Ο * 1 Ο * 1 Ο i * ο * 

+R G R ' + < R G B + ' - R ^ G B + ' >-KA G A K ' = 
* o * * O i * ο ι Ι Ο Ι 

=A +<KB + '>+KA K'+<KA G ( B + *-R ' ) >- ( B + - R ) G ( B + ' - R ' ) -KA G A Κ ' + 
2 2 2 1 Ο i * ι * ο 1 * Ι Ο Ι 

+R G R ' - < R , G B + ' > + < K A G R ' >= 
* ο * * ο 1 1 ο * 

=Δ +<ΚΒ + '>+ΚΑ Κ'+<ΚΑ G Β ' > - Β G Β'-ΚΑ G Α Κ ' + 
2 2 2 Ι Ο * * ο * Ι Ο Ι 

+R G R ' - < R G Β + ' > + < Κ Α G R ' >=Λ +Λ +Λ , ( Ζ . 2 2 4 ) 
* Ο * * Ο 1 1 Ο * 5 ö 7 

ό π ο υ 

Λ =Δ +<ΚΒ+ ' >+ΚΑ Κ ' , Λ =<ΚΑ G Β ' >-Β G Β'-ΚΑ G A K ' , 
5 2 2 2 <S I O * * Ο * 1 Ο 1 

Λ =R G R ' - < R G B + ' > + < K A G R ' > , ( 2 . 2 2 5 ) 
7 * Ο * * 0 ± I O * 

Β =B + -R = ( Z ' V + W ' X ) A T T + 4 " T ( W ' V / T - R )-<fT(W'V/T-R ) = T ( Z ' V + W ' X J . 

QED 

ΛΗΜΜΑ Ζ. 1 4 : Έ σ τ ω Φ μ ι α α υ θ α ί ρ ε τ η σ υ μ μ ε τ ρ ι κ ή μ ή τ ρ α . Ε π ί σ η ς . . 
ο 

γ ρ ά φ ο υ μ ε χ = y α ν κ α ι μ ό ν ο ν α ν E ( x ) = E ( y ) . Ε π ι π λ έ ο ν , ο ρ ί ζ ο υ μ ε τ ι ς 

μ ή τ ρ ε ς 

Q - Q + R Κ ' +KR ' Q - Q + K C K ' . ( Ζ . 2 2 6 ) 
3 2 2 2 4 3 2 

Τ ό τ ε α π ο δ ε ι κ ν ύ ε τ α ι ό τ ι 
ο 

Λ ΦΑ = <Λ ΦΩ > + ( t r Φ Q )Α + (tr<PA )Q - ( t r < P Q ) Q -Q ΦΩ + 
i l Ο <t ·* Ο Ο 4 3 3 3 3 

+<KE Κ'ΦΩ > + ( t r Φ Q )KE K' + (tr<PKE K ' ) Q +<2KR'<PKR'>+ 
0 2 2 0 0 2 2 2 

+< (tr<PR K ' ) R K ' > - < Q <PKR ' Q _ 1 R K ' > , 
2 2 2 2 2 2 

Ο 

A = 0 , ( Z . 2 2 7 ) 

ο 
Λ = nQ +nQ + 2 ( t r G C )Q - ( t r G E )Q +3R G R ' - ( n + 2 ) K C Κ ' -

2 4. 2 Ο 2 2 Ο Ο 2 2 Ο 2 2 

- K R ' - R Κ ' - ( t r G C )Λ . 
2 2 Ο 2 Ο 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ: Χρησιμοποιώντας την (Ζ.165) και τα Λήμματα Α.9, Ζ.12 και 

Ζ.13 έχουμε: 

(i) (a) ΤΑ ΦΑ ==<Ζ
+
'W+Z

+
'νΚ'>Φ<Ζ

+
"W+Z"'VK'>= 

3 3 i 2 1 2 

= Γ(Ζ
+
 'W+Z

+
 'VK')+(WZ

 +
 +KV 'Ζ

 +
 )"ΐΦ[(Ζ

+
 'W+Z

 +
 'VK') + (W'Z

 +
 +KV 'Z

 +
 )1 = 

*- A 2 i 2
 J L

 1 2 ± 2
J 

=Z
+
 'ΉΦΖ

+
 'W+Z

+
 'W?Z

 +
 'VK '+Z

 +
 'ΉΦΉ 'Z

+
+Z

+
 'WPKV 'Z

 +
 + 

1 1 1 2 1 i l 2 

+ Z + 'VK ' Φ Ζ + 'W+Z+ 'VK 'ΦΖ + 'VK '+Z+ 'VK '<PW ' Z + + Z + 'VK 'Φκν ·ζ + + 
2 1 2 2 2 1 2 2 
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+ W ' Ζ + Φ Ζ + 'W+W'Z+ (PZ+ 'VK '+W 'Z + 9W 'Z + +W ' Z > K V 'Z + + 
i l 1 2 1 1 1 2 

+KV 'Ζ
+
ΦΖ

+
 'W+KV 'Ζ

+
ΦΖ*'VK '+KV 'Z

+)
PW 'Z

+
+KV 'Ζ

+
ΦΚν 'Z

 +
 = 

2 1 2 2 2 1 2 2 

= < Z + 'W9Z+ 'W+Z+ 'W9Z+ ' V K ' + Z + ' V K ' Φ Ζ + 'W+Z + ' V K ' Φ Ζ + 'VK ' >+ 
1 1 1 2 2 1 2 2 

+ Z + ' V m 7 ' Z + + Z + 'WPKV 'Z + + Z + ' ν Κ ' Φ Ή ' Ζ + + Ζ + 'VK'ΦΚν 'Z + + 
1 1 1 2 2 1 2 2 

+ Ή ' Ζ + Φ Ζ + ' W + W ' Z > Z + 'VK'+KV ' Ζ + Φ Ζ + 'W+KV ' Ζ + Φ Ζ + 'VK' =» ( Z . 2 2 8 ) 
1 1 1 2 2 1 2 2 

Ο 

=Φ ΤΛ ΦΛ = < Ζ + ' Ζ + Φ Ω + Ζ + ' Ζ + Φ Η Κ ' + Ζ + ' Z > K R ' + Z + 'Ζ+ΦΚΟ Κ ' >+ 
3 3 1 1 2 1 2 2 2 1 2 2 2 2 

+ Z+,(trQ<?)I Ζ + + Ζ + ' ( t ^ K R ' ) Ι Ζ + + Ζ + ' ( t r R Κ 'Φ) Ι Ζ + + 
1 2 Τ 1 1 2 Τ 2 Ζ 2 Τ Ι 

+ Ζ + ' ( t r C Κ ' Φ Κ ) Ι Z + + ( t r Z + 9 Z + ' ) Q + ( t r Z + 9 Z + ' ) R K * + K ( t r Z + 9 Z + ' ) R « + 
2 2 T 2 1 1 2 1 2 2 2 1 2 

+ K ( t r Z > Z + ' ) C K ' = 
2 2 2 

= < Ζ + ' Ζ + Φ Ω + Ζ + ' Ζ + Φ Ρ K ' + Z + ' Z * > K R ' + Z + ' Z > K C K ' > + ( t r Q Φ) Ζ + ' Ζ + + 
1 1 2 1 2 2 2 1 2 2 2 2 2 1 1 

+ ( t ^ K R ' ) Z + ' Z + + ( t r R Κ ' Φ ) Ζ + ' Z + + ( t r C Κ'ΦΚ) Ζ + ' Ζ + + ( 1 Γ Φ Ζ + ' Ζ + ) Q + 
2 1 2 2 2 1 2 2 2 1 1 2 

+ α Γ Φ Ζ + ' Z + ) R K ' + ( t r 9 Z + ' Ζ + ) K R ' + ( t ^ Z + ' Z + ) K C Κ ' . ' ( Ζ . 2 2 9 ) 
2 1 2 1 2 2 2 2 2 

Ό μ ω ς , 

Ζ + 'Ζ + = ( Ζ ' + Κ Χ ' ) ( Ζ # + Χ Κ ' ) = Ζ 7 + Ζ ! Χ Κ '+ΚΧ'Ζ +ΚΧ'Χ Κ ' = 

= Τ ( Δ - Q ) + T ( B + - R ) K ' + T K ( B + - R ) ' + Κ Χ ' Ρ Χ Κ ' = 
Ο 2 Ο 2 Ο 2 Ο Ζ Ο 

1 

=ΤΓΔ -Q + ( B + - R ) K ' + K ( B + - R ) ' 1 + Κ Χ ' ( Ι - Ρ ) Χ Κ ' = 
L Ο 2 Ο 2 0 2 - Ι Ο Ζ Ο 

1 
=ΤΓΔ -Q + ( B + - R ) K ' + K ( B + - R ) ' 1 + Τ Κ ( Χ ' Χ / Τ ) Κ ' - Τ Κ ( Χ ' Ρ Χ / Τ ) Κ " = 

L Ο 2 Ο 2 0 2 - Ι Ο Ο Ο Ζ Ο 
1 

=ΤΓΔ -Q + ( B + - R ) K ' . + K ( B + - R ) ' +ΚΕ K ' - K ( F ' F / T ) K ' " j = 
L Ο 2 Ο 2 Ο 2 Ο Ο Ο - Ι 

= Τ ( Δ -Q +B+G B + ' - R K ' + B + G B + ' - K R ' + K E K ' - B + G G - 1 G B + ' ) = 
0 2 0 0 0 2 O O O 2 Ο O O O O O 

= Τ ( Δ + B + A _ 1 B + ' - Q - R K ' - K R ' + K E K ' ) = 
O O O O 2 2 2 Ο 

=Τ(Λ - 0 -R K ' - K R ' + K E K ' i . ( Z . 2 3 0 ) 
O "2 2 2 Ο 

ό π ο υ 

E =X'X / T . ( Ζ . 2 3 1 ) 
ο ο ο 

Α κ ό μ α , 

Ζ + ' Z + = ( Z ' - K F ' ) (Ζ - F Κ ' ) = Ζ ' Ζ - Z ' F Κ ' - K F ' Ζ +KF ' F Κ ' = 
2 2 * Ο * Ο * * * ο Ο * Ο Ο 
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= Τ ( Δ -Q ) - Ζ ' Ρ Ρ Χ Κ ' - Κ Χ ' Ρ Ρ Ζ + Τ Β " " Θ Λ (F ' F /Τ) G Β* ' -
Ο 2 ο ζ ζ ο ο ζ ζ ο ο ο ο ο ο ο 

1 1 1 1 

= Τ ( Δ -Q +B+G G _ 1 G Β + ' ) = Τ ( Δ + Β + Α _ 1 Β + '-QJ =Τ(Λ -Q) ( Ζ . 2 3 2 ) 
Ο 2 Ο Ο Ο Ο Ο Ο Ο Ο Ο 2 Ο 2 

κ α ι 

Ζ + ' Ζ + = ( Ζ ' + Κ Χ ' ) (Ζ - F Κ ' ) = Ζ ' Ζ - Z ' F Κ '+ΚΧ *»Ζ - Κ Χ ' F Κ ' = 
I 2 * * * ο * * * ο * * * 0 

^ Τ ( Δ -Q ) - Ζ ' Ρ Ρ Χ K ' + T K ( B + - R ) ' - Κ Χ ' Ρ Ρ Χ Κ ' = 
Ο 2 Ο Ζ Ζ Ο 0 2 Ο Ζ Ζ Ο 

1 1 1 1 

= Τ ( Δ -Q +B+G B + ' - K R ' ) = T ( Ä + Β + Α _ 1 Β + ' - Q - K R ' ) = 
Ο 2 Ο Ο Ο 2 Ο Ο Ο Ο 2 2 

=Τ(Λ -Q - K R ' ) . ( Ζ . 2 3 3 ) 
Ο 2 2 

( b ) A4 'PA4=(QÄ+R i ( iK'+KR;)9(Q j ( t+RÄK'+KR i ;)== 

= Ω « Φ Ω * + 0 - * Φ Κ * Κ ' + Q * 9 K R * + R * K ' Φ Ω * + Κ * Κ ' , φ Κ * Κ ' + R * K ' Φ Κ Κ * + Κ Η . * φ Ω * + 

+ Κ Ρ ^ Φ Η ^ Κ " + Κ Ρ ; Φ Κ ^ = . 

= Ω * Φ Ω * + Κ * Κ ' Φ Κ Κ * + Κ Κ * Φ Ρ - * Κ ' + < Ω * Φ Κ * Κ ' + Ι \ Φ Κ Κ * + Κ * Κ ' " Α * κ ' > =*• (Ζ . 2 3 4 ) 

Ο 

=» Λ ΦΛ - ( t r Q Φ)Ω +Ω ΦΩ + ( t r K ' 9 K C )Q +R Κ *9KR' + 
4 4 2 2 2 2 2 2 2 2 

+ K [ " ( t r Q Φ ) 0 + R ' 9 R Ί Κ ' + < ["( t rQ Φ) R +Q 9R 1Κ ' + ( t r R *ΦΚ) Q +Q ΦΚΡ.' + 
»- 2 2 2 2 J L v " 2 2 2 2-1 2 2 2 2 

+ [Q ΦΚΟ + ( t r R K ' 9 ) R +R K'<PR IK ' >= 
L 2 1 2 2 2 2-1 

- ( t r Q Φ)Ω +0 ΦΩ +(trK'<PKC )Q +R K ' 9 K R ' + ( t r Q 9)KC K ' + K R ' Ç R K ' + 
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 

+< ( t r Q 9 ) R K ' + Q <PR K ' + ( t rR '<PK)Q +Ω «PKR'+Q ΦΚΟ Κ ' + ( t r R Κ 'Φ) R Κ ' + 
2 2 2 2 2 2 2 2 2 1 2 2 

+ R K ' 9 R K ' > . ( Ζ . 2 3 5 ) 

2 2 

Εφόσον η αναμενόμενη τιμή ενός γενομένου περιττού πΛήθους (odd 

product) κανονικών (normal) μεταβλητών με μέσο μηδέν ειΐναι μηδέν,. 

από την (Ζ.219) έχουμε 
ο 

Λ ΦΛ =(Λ +Λ )Φ(Λ +Ά )=Λ ΦΆ +Λ ΦΛ +Λ ΦΛ +Λ ΦΛ = 
I I 3 4 3 4 3 3 3 4 4 3 4 4 

Ο 

= Λ ΦΛ +Λ ΦΛ . (Ζ.236) 
3 3 4 4 

Αντικαθιστώντας τις (Ζ.229), (Ζ.230), (Ζ.232), (Ζ.233) και (Ζ.235) 

στην (Ζ. 236) βρίσκουμε ότι για κάβε συμμετρική" μήτρα Φ ισχύει 
Λ ΦΛ = | < Τ ( Λ -Q - R K ' - K R ' + K E Κ ' ) ΦΏ +Τ(Λ - Q - K R ' ) 9 R Κ ' + 

I I I 0 2 2 2 Ο 2 0 2 2 2 
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+T ( Λ
ο
-Q

2
-KR^ ) ' ΦΚίΤ +Τ ( A

o
-Q

2
) 9KC

2
K'>+( trQ

2
 Φ) Τ ( A

Q
-Q

2
-R

2
K ' -KR^ +KE

Q
K ' ) + 

+ (trΦKR')T(Λ -Q -KR')+(trR Κ*9)Τ(Λ -Q -KR') ' +(trC Κ'ΦΚ)Τ(Λ -Q ) + 
2 ^^ Ζ Ζ Ζ *••' " ~ "• ^^ 

+ [ t r T 9 ( A o - Q 2 - R 2 K ' -KR^ +KEQK ' ) ] Q 2 + [ t r T 9 ( A Q - Q 2 - K R 2 ) ' ] R2K ' + 

+ f t r T 9 ( A -Q - K R ' ) ] K R ' + [ t r T 9 ( A - Ω j ] K C K ' | A + ( t r Q Φ)Ω +Ω ΦΩ + 
\— Ο 2 2 Ζ *· Ο Z Z I / Ζ £ * £ . £ . 

+ ( t r K ' 9 K C )Q +R K'9KR^ + ( t r Q 9)KC Κ ' + K R ^ 9 R Κ ' + < ( t r Q 2 ? ) R 2 K ' + Q 2 9 R 2 K * + 

+ ( t r R ' 9 K ) Q +Q ΦΚΗ'+Q 9KC K ' + ( t r R Κ 'Φ) R K ' + R Κ '9R Κ ' >= 
2 2 2 2 2 1 2 2 2 2 

=<Λ 9Ω -Q 9Ω - R Κ'ΦΩ - K R ' 9 Q +KE Κ'ΦΩ +Λ 9R K ' - Q ΦR K ' - K R ' 9 R K' + 
O 2 2 2 2 2 2 2 Ο 2 0 2 2 2 2 2 

+Λ 9 K R ' - Q 9 K R ' - R K ' 9 K R ' + A 9KC K ' - Q 9KC K ' > + ( t r Q Φ) A - ( t r Q 9 ) Q -
0 2 2 2 2 2 0 2 2 2 2 0 2 2 

- ( t r Q 9 ) R K ' - ( t r Q 9 ) K R ' + ( t r Q Φ)ΚΕ K ' + ( t r 9 K R ' ) A - ( t r 9 K R ' ) Q -
2 2 2 2 2 0 2 0 - 2 2 

- ( t r 9 K R ' ) K R ' + ( t r R Κ ' Φ ) Λ - ( t r R K ' 9 ) Q - ( t r R K * 9 ) R K ' + ( t r C Κ'ΦΚ)Α -
2 2 2 0 2 2 2 2 2 Ο 

- i t r C Κ'ΦΚ)Ω + ( t r 9 A )Q - ( t r 9 Q )Q - ( t r 9 R Κ ' ) Ω - ( t r 9 K R ' ) Q + 
2 2 0 2 2 2 2 2 2 2 

+ ( t r 9 K E K ' ) Q + ( t r 9 A ) R K ' - ( t r 9 Q )R Κ ' - ( t r 9 R Κ ' ) R Κ' + ( t r 9 A ) K R ' -
O 2 Ο 2 2 2 2 2 0 2 

- ( t r 9 Q ) K R ' - ( t r 9 K R " ) K R ' + ( t r 9 A ) K C K ' - ( t r 9 Q ) K C K ' + ( t r Q Φ) Q + 
2 2 2 2 Ο 2 2 2 2 2 

+Ω ΦΩ + ( t r K ' 9 K C )Q +R K ' 9 K R ' + ( t r Q 9)KC K ' + K R ' 9 R K ' + < ( t r Q 9) R Κ ' + 
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 

+Ω 9R K ' + ( t r R ' 9 K ) Q +Ω 9KR'+Q 9KC K ' + ( t r R K ' 9 ) R K ' + R Κ ' 9 R Κ ' >== 
2 2 2 2 2 2 2 1 2 2 2 2 

=<Λ 9 (Ω +R K ' + K R ' ) + A 9KC K ' > - 2 Q 9Q - R K ' 9 Q -Q 9 K R * - K R ' 9 Q -
O 2 2 2 Ο 2 2 2 2 2 2 2 2 2 

-Q 9R K ' + < K E Κ ' 9 Ω ->-Q 9R K ' - K R ' 9 Ω - 2 K R ' 9 R K ' - Q ΦKR'-R K ' 9 Q -
2 2 Ο 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 

- 2 R K ' 9 K R ' - < Q ΦΚΟ K ' > + ( t r 9 Q )Λ + ( t r 9 K R ' ) A + ( t r R Κ ' 9 ) Α + 
2 2 2 2 2 Ο 2 0 2 Ο 

+ ( trC Κ '9Κ) Λ - ( tr9Q„) Ω -(tr9KR' ) Q - ( tr9R Κ ' ) Ω - ( tr9QJ KR'-
2 Ο Ζ Ζ 2 Ζ 2 2 2 2 

- ( t r 9 K R ' ) K R ' - ( t r R K ' 9 ) K R * - ( t r 9 Q ) R K ' - ( t r 9 K R ' ) R K ' - ( t r 9 R K ' ) R Κ ' + 
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 

+ ( t r 9 A )Ω + ( t r 9 A ) R K ' + ( t r 9 A ) K R ' + ( t r 9 A ) Κ Ω Κ ' + ( Ϊ Γ Ω 9 )KE K ' + 
0 2 0 2 0 2 0 2 2 0 

+ ( t r 9 K E K ' ) Q - ( t r 9 K R ' ) Q +Ω 9Ω - ( t r R ' 9 K ) Q - ( t r 9 Q )R K * - ( t r 9 Q ) K R ' + 
0 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 

+R K ' 9 K R ' + K R ' 9 R K ' + ( t r 9 Q ) R K ' + ( t r 9 Q ) KR '+Q ΦR Κ '+KR 'ΦΩ + 
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 

+ ( t r Φ K R ' ) Ω + ( t r K ' 9 R ) Ω +Ω 9 K R » + R K ' 9 Q +<Q ΦΚΩ Κ ' >+ 
2 2 2 2 2 2 2 2 2 1 

+ < ( t r K ' 9 R )R K ' > + R K ' 9 R K ' + K R ' 9 K R ' = 
2 2 2 2 2 2 

=<Λ 9Ω +Λ 9KC K ' > + f t r 9 ( Q +KR'+R Κ ' ) " | Λ + ( t r 9 K C K ' ) A -
0 3 0 2 L 2 2 2 J Ο 2 Ο 

- T t r 9 ( Q +KR'+R Κ ' ) ] Ω - f t r 9 ( Q +KR'+R K ' ) " | K R ' -
L 2 2 2 -J 2 >- 2 2 2 -» 2 
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- i " t r 9 ( Q +KR'+R K ' ) ] R K ' + ( t r 9 A ) T(Q +R Κ ' + K R ' ) + K C Κ ' 1 + 
« - 2 2 2 - J 2 Q l - 2 2 2 2 J 

+ ( t r Q Φ)ΚΕ K ' + ( t r 9 K E K ' ) Q +<Q 9K(C - C ) Κ ' >+<KE Κ ' 9 Q >-Q 9Q -

-Q «PR K ' - Q 9 K R ' - R K ' 9 Q - R Κ '9R K ' + R Κ '«PR K ' - R K ' 9 K R ' - K R ' 9 Q -
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 

- K R ' 9 R K'-KR'<PKR'+KR'<PKR'+R K ' 9 R K ' + K R ' 9 K R ' + < ( t r 9 R Κ ' ) R Κ ' >= 
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 

=<Λ 9 ( Q +KC Κ ' ) > + l " ( t r 9 Q ) + ( t r 9 K C Κ ' ) ΐ Λ - | " ( t r « P Q )Q + ( t r 9 Q ) K R ' + 
0 3 2 <- 3 2 J Ο I- 3 2 3 2 

+ ( t r 9 Q )R K ' l + ( t r 9 A ) (Q +KC K ' ) + ( t r Q Φ)ΚΕ K ' + ( t r 9 K E K ' ) Q -
3 2 - 1 0 3 2 2 0 0 2 

-<Q ΦΚΟ K'>+<KE Κ'ΦΩ >-Q <P(Q +R K ' + K R ' ) - R Κ ' 9 ( Q +R K ' + K R ' ) -
2 3 Ο 2 2 2 2 2 2 2 2 2 

-KR'<P(Q +R K ' + K R ' ) + 2 R K ' 9 R Κ '+2KR '9KR '+< ( t r 9 R K ' ) R Κ ' >= 
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 

=<Λ 9Q >+(tr<PQ )Λ + ( t r 9 A ) Q - ( t r 9 Q ) Q -Q ΦΩ +<KE K ' 9 Q >+ 
O - î 4 Ο 0 4 3 3 3 3 Ο 2 

+ ( t r Q 9)KE K ' + ( t r Φ K E K ' ) Q +< 2KR ' 9KR ' >+< ( t r 9 R K ' ) R Κ ' >-
2 0 0 2 2 2 2 2 

-<Q 9 K R i Q ~ 1 R K ' > . ( Z . 2 3 7 ) 
2 2 2 2 

Ο 

( i i ) Λ =<Z'W+Z'VK'+KX'W-KF'VK*>/-fT = 0 ( Z . 2 3 8 ) 
3 * * * Ο 

κ α ι 
ο 

Λ =Q +R K ' + K R ' = Q + < R . K ' > = . T r ( W ' W / T - Q ) + < J T ( W ' V / T - R ) K * > = 
î . Ä •ÎW 94ί At iifc 2 2 

ο 
= ^ Î T ( Q 2 - Q 2 ) + < T Ï ' ( R 2 - R 2 ) K ' > = 0 , ( Z . 2 3 9 ) 

έ τ σ ι ώ σ τ ε 
ο 

Λ =Λ +Λ - 0 , ( Ζ . 2 4 0 ) 
1 3 4 

5 L Ó T L ou γ ρ α μ μ έ ς τ η ς μ ή τ ρ α ς (V:W) ε ι ΐ ν α υ α ν ε Ί ά ρ τ - η τ α Ν ( 0 , Σ ) 

δ ι α ν ύ σ μ α τ α , ό π ο υ η μ-ήχρα Σ έ χ ε ι ο ρ ο σ ο ε ί . σ τ η ν ( 6 . 4 2 ) . 

( i i i ) Ε φ ό σ ο ν t r P = η , έ χ ο υ μ ε 
i 

ο 
( a ) Λ =W'P W+<KV'P W>+KV'P VK ' -

s ζ ζ ζ 
1 1 1 

ο 
= ( t r P ) Q + < K ( t r P ) R ' > + K ( t r P ) C K ' = n Q +<nKR'>+nKC Κ ' -

Z 2 Z 2 Z 2 2 2 2 
I l i 

= n ( Q +KR'+R K'+KC K ' ) = n i Q +KC K ' ) = n O . ( Z . 2 4 1 ) 
2 2 2 2 3 2 4 

(b) ΤΛ = T < K ( F ' V A J T + V ' F /TT) G (Z 'V+W'X-J * / ί Τ > - Τ Γ(Ζ ' V + W ' X J / 4 T "ÎG · 

• l"(Z'V+W'X ) '/TT 1 - T K ( F ' V / i T + V ' F / J T ) G ( F ' V / f T + V ' F / Λ Γ Τ ) Κ ' = 

=<KF'VG V ' Z +KF'VG X 'W+KV ' F G V ' Z + K V F G X'W>-o o * o o * o o * ο ο * 
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- Ζ ' V G V ' Ζ - Ζ ' V G Χ'W-W'X G V 'Ζ -W'X G Χ 'W-

ο 
- K F ' V G F ' V K ' - K F ' V G V F K ' - K V T G F ' V K ' - K V ' F G V ' F Κ ' = 

o o o o o o o o o o o o 
ο 
= < K F ' ( t r C G ) I Ζ +KF'X G R'+KC G F ' Z + K ( t r F G X ' ) R ' > -

O 2 0 Τ * 0 * 0 2 2 0 0 * 0 0 * 2 

- Z M t r C G J I Z - Z ' X G R ' - R G X ' Z - ( t r X G X ' ) Q -
* 2 0 Τ * * * o 2 2 0 * * * o *• 2 

- K F ' F G C K ' - K F ' ( t r C G ) I F K ' - K ( t r F G F ' ) C K ' - K C G F ' F K' = 
O O O 2 O 2 0 T O 0 0 0 2 2 0 0 0 

= < ( t r C G ) K X ' P Ρ Ζ +KX'P Ρ X G R'+KC G Χ ' Ρ Ρ Ζ + 
2 0 Ο Ζ . Ζ Ο 0 Ζ Ζ Ο Ο 2 2 Ο Ο Ζ Ζ Ο 

1 1 1 1 1 1 

+ ( t r G X ' P Ρ Χ ) K R ' > - ( t r C G ) Ζ ' Ζ - Ζ ' X J 3 R ' - R G Χ ' Ζ -
Ο Ο Ζ Ζ Ο 2 2 0 * * * * 0 2 2 Ο * * 

1 1 

- Τ ( t r G (X'X / Τ ) ) Ω - T K ( F ' F /Τ) G C K ' - T ( t r C G ) K ( F ' F / T ) K ' -
o * * 2 0 0 0 2 2 0 0 0 

- T C t r G ( F ' F / T ) ) K C Κ '-TKC G ( F ' F /Τ) Κ ' =Φ ( Z . 2 4 2 : 
0 0 0 2 2 0 0 0 

ο 
* Λ = - ( t r C G ) ( Ζ ' Ζ /Τ) - ( Ζ ' X 7 T ) G R ' - R G ( Χ ' Ζ VT) -

<s 2 0 * * * * 0 2 2 0 * * 

- ( t r G (X'X / T ) ) Q - K G - 1 G C K ' - ( t r C G ) K G _ 1 K ' - ( t r G G _ 1 ) KC Κ ' -
O * * 2 0 0 2 2 Ο O O O 2 

-KC G G _ 1 K ' = 
2 0 0 

= - ( t r C G ) (Δ -Q ) - ( B + - R )G R ' - R G (B + -R ) ' - ( t r G ( X ' P X /T) ) Q -
2 0 0 2 0 2 0 2 2 O O 2 Ο Ο Ζ O 2 

1 

-KC K ' - ( t r C G )B + G G_ 1G B + ' - ( t r I ) KC K ' - K C Κ ' = 
2 2 0 0 0 0 0 0 η 2 2 

= - ( t r C G ) (Δ +B + A _ 1 B + ' ) + ( t r C G ) Q - ( n + 2 ) K C Κ ' -
2 0 0 0 0 0 2 0 2 2 

- ( t r G ( X ' ( I - P )X /T) )Q -B + G R ' + R G R ' - R G B + ' + R G R ' = 
O O Z O 2 0 0 2 2 0 2 2 0 0 2 0 2 

1 

= - ( t r C G )Λ + ( t r C G )Q - ( n + 2 ) K C Κ ' - ( t r G (X'X / T ) ) Q + 
2 0 0 2 0 2 2 O O O 2 

+ ( t r G ( X ' P X /T) ) Q - K R ' - R K ' + 2 R G R ' 
Ο Ο Ζ Ο 

1 
2 2 2 Ο 2 

- ( t r C G )Λ + ( t r C G )Q - ( n + 2 ) K C K ' - ( t r G E )Q + 
Ζ Ο O 2 O 2 Ο O 2 

+ ( t r G ( F ' F / T ) ) Q - K R ' - R K ' + 2 R G R ' = 
0 0 0 2 2 2 2 0 2 

= - ( t r C G )Λ + ( t r C G ) Q - ( n + 2 ) K C K ' - ( t r G E ) Q + 
2 Ο O 

+ ( t r G G )Q - K R ' - R K ' + 2 R G R ' : 

Ο O 2 2 2 2 0 2 
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« - ( t r C G )Λ + ( t r G (C -E ) ) Q - (n+2)KC Κ ' + ( t r i ) Q -
2 0 0 0 2 0 2 2 n 2 

- K R ' - R K'+2R G R' = 
2 2 2 0 2 

=nQ + ( t r G (C -E ) )Q +2R G R ' - ( n + 2 ) K C Κ ' - K R ' - R K ' -
2 0 2 0 2 2 0 2 2 2 2 

- ( t r C G )Λ . (Ζ.243) 
z o o 

(c) Λ =T(W'V/T-R )G (W'V/T-R ) *-<JT(W*V/T-R )G (Z'V+W'XJ '/4T>+ 
7 2 0 2 2 0 * * 

ο 
+<K(F^V/-fT+V'F /4T)G TF(W'V/T-R ) '> = 

ο ο 
- Τ(W'V/T-R )G (V'W/T-R')=W'VG V "W/T-W'VG R ' - R G V'W+TR G R' = 

2 0 2 O 0 2 2 0 2 0 2 
Ο 

= [ T ( t r G C ) Q + T ( T + 1 ) R G R'1/T-TR G R'-TR G R'+TR G R*« 
L v 0 2 2 2 0 2 J 2 0 2 2 0 2 2 0 2 

= ( t r G C )Q +(T+1)R G R'-TR G R ' = ( t r G O Q + R G R ' , ( Z . 2 4 4 ) 

0 2 2 2 0 2 2 0 2 0 2 2 2 0 2 

δ ι ό τ ι η α ν α μ ε ν ό μ ε ν η τιμή" ε ν ό ς γ ι ν ο μ έ ν ο υ π ε ρ ι τ τ ο ί πΛηθους (odd 

p r o d u c t ) κ α ν ο ν ι κ ώ ν ( n o r m a l ) μ ε τ α β λ η τ ώ ν με μέσο μ η δ έ ν ε ί ν α ι 

μ η δ έ ν . Έ τ σ ι , α ν τ ι κ α θ ι σ τ ώ ν τ α ς τ ι ς ( Ζ . 2 4 1 ) , (Ζ.243) κ α ι ( Ζ . 2 4 4 ) στην 

( Ζ . 2 1 9 ) β ρ ί σ κ ο υ μ ε 
ο 

Λ - nQ +nQ + ( t r G C )Q - ( t r G E ) Q.+2R G R ' - ( n + 2 ) K C Κ ' - K R ' - R K ' -
2 4. 2 0 2 2 0 0 2 2 0 2 2 2 2 - ( t r G C )Λ + ( t r G C ) Q +R G R *-

0 2 0 0 2 2 2 0 2 

=nQ + n Q + 2 ( t r G C ) Q - ( t r G E ) Q +3R G R ' - (n+2) KC Κ '-KR '-R Κ ' -
4 2 Ο 2 2 0 0 2 2 0 2 2 2 2 

- ( t r G C )Λ . ( Ζ . 2 4 5 ) 
Ο 2 Ο 

QED 

ΛΗΜΜΑ Ζ.15: Για κάβε μιγαδικό αριθμό s ορίζουμε την ποσότητα 

t=(l-2s)
_1
. (Ζ.246) 

Η υπό συνθήκη (ως προς τις μήτρες Χ, Ζ) χ συνάρτηση πυκνότητας 

είναι 

φ, (s)=t
L/2
e

st
*. (Ζ. 247) 

Μπορούμε ν α δ ε ί ΐ ο υ μ ε ό τ ι 

cpWi ( s ) = t l / 2 e * ° [ " ΐ + τ 3 ^ - γ ± + τ ( γ 2 + ( ΐ - 1 ) γ * / 4 ) ] " | + ω ( τ 3 ) = 

- t e ° [ l + T S t a ] + u ( i 3 ) , ( Z . 2 4 8 ) 
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ό π ο υ 

ο 
\ . 2 

α = γ + ( t - 1 ) γ. 

γ*=(ιη+2)δ^Λ *Ω.Λ 1 5„+f"( t rA *Q J - ( t r G ^ C J "|δ,;Λ 1 δ + 

+ f n + 2 ( t r G C ) - ( t r G E ) + (trA _ 1 KE Κ ' Π δ ' Λ ^ Ω Λ_±δ -
L 0 2 O O O O J 2 0 2 0 2 

- ( t r A _ 1 Q ) δ ;Λ_±Ω Λ - 1 5 + 2 ( t r A - 1 R Κ ') δ 'A_ 1R Κ 'Λ _ 1 δ + 
0 3 2 0 3 0 2 0 2 2 0 2 0 2 

+ ( t rA _ ± Q ) δ ' Λ _ 1 Κ Ε Κ'Λ _ 1 δ -δ 'Λ _ 1 Ω A_1Q Α_±δ + 
0 2 2 0 Ο 0 2 2 Ο 3 Ο 3 Ο 2 

+ 2δ'Λ _ 1 ΚΕ K'A_ 1Q Α_ 1δ +4δ'A"*KR'A_ ±KR *Λ-1δ - (Ζ. 249) 
2 0 0 0 2 0 2 2 0 2 0 2 0 2 

- 2 δ ' Λ _ 1 Ω A_ 1KR'Q_ 1R Κ'Λ - 1 δ +3δ'A _ 1 R G R*A - 16 -
2 0 2 0 2 2 2 0 2 2 0 2 0 2 0 2 

-2ö'A~±KR'A'"1ö - ( η + 2 ) δ ' Λ - 1 Κ 0 Κ'Λ _ 1 δ , 
2 0 2 0 2 2 0 2 0 2 

γ * = δ ' Λ _ 1 δ δ ' Λ ^ Ω Α_ 1δ - ( 1 / 2 ) (6 'A _ i Q Λ"*δ ) 2 + 
2 2 0 2 2 0 4 0 2 2 Ο 3 Ο 2 

+δ'Λ _ ± Ω Λ_ 1δ δ'Α _ 1 ΚΕ Κ*Λ-±δ + ( 3 / 2 ) (δ 'A~:LKR 'Λ - ± δ ) 2 -
2 0 2 0 2 2 0 Ο Ο 2 2 0 2 0 2 

- ( 1 / 2 ) δ ' Λ _ 1 Ω Α _ 1δ ö'A^KR'QT^R Κ'Λ _ 1 δ . 
2 0 2 0 2 2 0 2 2 2 0 2 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ: Από τ η ν (Ζ.246) έ χ ο υ μ ε 

t = l / ( l - 2 s ) * t - 2 t s = l =*· t - l = 2 t s =* s = ( t - l ) / 2 t , (Ζ. 250) 

έτσι ώστε χρησιμοποιώντας το Αήμμα Ζ. 10 Βρίσκουμε ότι η υπό 
2 

συνθήκη (ως προς τις μήτρες Χ, Ζ) χ συνάρτηση πυκνότητας είναι 
2 3 

. , , 1 / 2 st-g . 1 / 2 " θ " l ° 2 
φ, (s) = t e - t e 

ι,·* 
2 3 

. 1 / 2 Ο 1 2 

= t e e = 

^L/2 

= t e 

, 1 / 2 

= t e 

0 Γ l + s t [ - τ γ l + τ ^ 2 + ω ( τ 3 ) ] + s 2 t 2 [ - τ γ l + τ 2 γ 2 + ω ( τ 3 ) ] 2 / 2 + . . X 

θ Γ , , ι- 2 τ 2 ^ 2 2 2 ._ , . 3. 1 

1 + 3 ΐ [ - τ γ ι + τ * 2 J + s t τ γ ± / 2 + ω ( τ ) = 

= t / Z e ° l n s t f - γ + τ ( γ + s t ^ 2 / 2 ) ] + ω ( τ 3 ) = 

, 1 / 2 γ ο Γ 2 ^ Γ , , . - , 2 . - i l , 3 , 

= t e l + τ s t [ - ï i / T + ^ 2 + ( t - l ) Y 4 / 4 j + ω ( τ ) = 
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St-y 

= t e ° [ l n 2 s t a ] + u ) ( T 3 ) , (Ζ.251) 

ό π ο υ 

σ= - γ / τ + γ + ( t - 1 ) ·ν2/4 . (Ζ. 25 2) 

1 2 1 

Από τα Λήμματα Ζ.10 και Ζ.14 έχουμε 

ο ο 

Λ - Ό =*· γ =δ'Λδ = 0, (Ζ.253) 
1 χ * χ ** 

όπου το δ
#
 έχει ορυσΘεί, στο Λήμμα Ζ. 10. Έτσι, χρησιμοποιώντας το 

Λήμμα Ζ.10 βρίσκουμε 

ο » 

όπου 

Λ =Λ Λ_1Λ +Λ + ( t - l ) A δ δ 'Λ /4 . (Ζ. 255) 
* 1 0 1 2 1 * * 1 

Από τ ο Λήμμα Ζ . 1 4 έ π ε τ α ι 

ο 
Λ = <Λ A_iQ >+(trA" 1 Q ) Λ + ( t r A ^ A ) C' - ( t r A ^ Q J Q ~Ω Λ^Ω + 

* Ο Ο 4 Ο 4 Ο 0 0 4 0 3 3 3 0 3 

+<KE K'A_ 1Q > + ( t r A _ 1 Q ) KE K ' + ( t r A _ ± K E Κ ' ) Q +< 2KR'A_1KR ' >+ 
O O 2 Ο 2 Ο Ο Ο 2 2 Ο 2 

+< ( t r A - 1 R K ' ) R K'>-<Q A_ 1KR'Q_ 1R Κ ' >+nQ +nQ + 2 ( t r G C )Q -
0 2 2 2 0 2 2 2 4 2 0 2 2 

- ( t r G E )Q +3RG R ' - ( n + 2 ) K C K ' - K R ' - R K ' - ( t r G C ) A + 
O O 2 2 Ο 2 2 2 2 Ο 2 Ο 

+ ( ( t - l ) / 4 ) [ < A u 5 i t t 5 ; Q 4 > + ( t r ö i t f 6 ; Q 4 ) A o + ( t r ö ^ A o ) Q 4 - ( t r 5 ^ Q 3 ) Q 3 -

- Q 3 5 * 5 * Q 3 + < K E 0 K ' 5 * 5 * Q 2 > + ( t r 5 * 5 * Q 2 ) K E 0 K ' + ( t r 5 * 5 * K E 0 K ' } Q 2 + 

+< 2 ΐ α Τ δ ^ δ ; ϊ Ο Τ >+< ( t r 5 ^ ö ; R 2 K ' ) R2K ' ^ Q ^ Ö ^ K R ^ Q ^ K ' >] = 

=<Q > + ( t r I , ) Q +nQ + [ ( t r A " 1 Q ) - ( t r G C . ) ] A ^ + [ n + 2 ( t r G r t C ) - ( t r G E ) + 
4 l 4 4 >- 0 4 Ο 2 J Ο *- Ο 2 O O 

+ ( t r A ^ K E Κ ' ) ] Ω - ( trA~ i Q 3 ) Q3+< ( t r A ' ^ K ' ) R2K ' >+ ( t r A ~ ^ 2 ) KEoK ' -

-Ω A_1Q +<KE K'A_ 1Q >+<2KR'A_ 1KR'>-<Q A_1KR *Q-1R Κ ' >+3R G R ' -
3 Ο 3 C Ο 2 2 0 2 2 Ο 2 2 2 2 0 2 

- K R ' - R K ' - ( n + 2 ) K C Κ' + 
2 2 2 

^((t-1) /4) l<ö2δΆ>+(trδΆ6J^o+(trδ;ΆoδJQΛ-(trδΆÖJQ3~ 

- ^ δ * δ Ά + < K E o K ' δ ^ Ά > + { t r δ * Q

Z

δ * ) K E o K ' + ( t r ö ; K E o K -Bm) Ω 2 + 

+ < 2 K R ' 6 - 6 ' K R * >+< ( t r ö ' R Κ ' Ö J R Κ ' >-<Ω δ δ 'KR O~:LR Κ ' >] = 
2 * * 2 * 2 * 2 2 * * 2 2 2 J 
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= < Q 4 > + ( n + l ) Q 4 + [ ( t r A ^ Q 4 ) - ( t r G o C 2 ) ] A o + [ n + 2 ( t r G o C 2 ) - ( t r G o E o ) + 

+ ( t r A _ ± K E Κ ' ) ] Q - ( t r A ^ Q ) Q +< ( t r A ^ R K ' ) R„K ' >+ ( t r A ^ Q J KE Κ ' -
Ο Q J 2 0 3 3 Ο 2 2 0 2 0 

- Q A_±Q +<KE K ' A - 1 Q > + < 2 K R ' A _ 1 K R ' > - < Q A _ 1 K R ' Q _ 1 R Κ ' >+3R G R ' -
3 O 3 Ο Ο 2 2 Ο 2 2 Ο 2 2 2 2 Ο 2 

- K R ' - R K ' - ( n + 2 ) K C Κ ' + 
2 2 2 

+ ( ( t - l ) / 4 ) [<δ δ ' Ω >+δ 'Q δ Α + δ ' δ ^ Ω - δ ' Q 6 J 2 -
L. 2 * · * * 4 * Ο 2 * 4 * 3 * 3 

-Ω δ δ ' Ω +<ΚΕ Κ ' δ δ ' Ω > + δ ' Ω δ ΚΕ Κ ' + δ ' Κ Ε Κ ' δ Ο + 
3 * * 3 Ο * * 2 * 2 * Ο * Ο * 2 

+ < 2 K R ' ö ö ' K R ' > + < R Κ ' δ ' R Κ ' δ >-<Ω δ δ ' K R ' Q _ 1 R Κ ' > 1 . ( Ζ . 2 5 6 ) 
2 * * 2 2 * 2 * 2 * * 2 2 2 -1 

Ε π υ π Λ έ ο ν , γ LŒ κ ά θ ε ΤχΤ μ ή τ ρ α Φ και, γ ι,α κ ά θ ε μη τ ε τ ρ ι μ μ έ ν ο Τ χ ΐ 

δ ι ά ν υ σ μ α k έ χ ο υ μ ε 

k ' < 9 > k = k ' (9+<P')k«k '<Pk+k 'Φ ' k = 2 k '«Pk. ( Ζ . 257) 

Έ τ σ ι , 

ο ο 
α = δ ' Λ δ = δ ' < Ω >δ. + ( η + 1 ) δ ' Ω δ + [ ( t r A ; " ^ J - ( t r G C ) ] δ : Λ δ + 

+ [ n + 2 ( t r G C ) - ( t r G Ε ) + ( trA~ 4 KE Κ ' ) ] δ ' Ω δ * ~ ( t r A ~ ^ J δ/Ω δ + 
ι- 0 2 Ο Ο Ο Ο - 1 * 2 * 0 3 * 3 * 

+ δ ; < ( t r A ; \ K · ) RaK ' >Β#+ ( t r A ^ ) δ ; Κ Ε ο Κ ' δ ^ - δ ^ Λ ^ δ ^ 

+ 6 ; < K E O K ' A ; 1 C ^ > 6 Ä + 6 ; < 2 K R ^ A ; 1 K R ^ > B W - 5 I ; < Q 2 A ; 1 K R ^ Q ; 1 R 2 K - > B I I ( + 

+ 3 5 * R 2 G o R 2 5 * - 5 * K R 2 5 * - 5 * R 2 K ' 6 Λ - ( η + 2 ) 6 ; K C 2 K ' Ö . + 

+ ( ( t - i ) / 4 ) [ B ; < 6 2 e ; Q 4 > 6 w + 6 ; Q 4 6 w 5 ; A o 6 l l l + 6 j ; 6 . 6 ( ; Q 4 6 ) l l - 6 ; Q a 6 i l t 6 ; Q a 6 1 l l -

+ 6 ^ < 2 K R ^ ^ ; K R p 5 ^ 5 ; < 5 ; K R 2 ' 5 ^ K R 2 ' > ö i ( i - 5 ; < Q 2 ö ^ ; K R 2 - Q ; i R 2 K ' > 5 J = 

= ( m + 2 ) 6 ' A _ 1 Q Λ _ 1 δ + F(trA~' 1 O ) - ( t r G C ) " 1 δ ' Λ _ 1 δ + 
2 Ο 4 Ο 2 L Ο 4 Ο 2 J 2 Ο 2 

+ [ n + 2 ( t r G C ) - ( t r G E ) + ( t rA _ : L KE Κ ' ) 1 δ Ά _ 1 Ω A - ± 6 
«- Ο 2 Ο Ο Ο Ο J 2 Ο 2 ο : 

. " l e 
2 

- ( t r A - ^ ) δ 'Λ_ ±Ω Λ _ ± δ +2 ( t r A _ ± R Κ ') 6 'A'*R Κ Ά _ 1 δ + 
0 3 2 0 3 0 2 0 2 2 0 2 0 2 

+ (trA~*Q ) δ ' Α _ 1 Κ Ε Κ Ά _ 1 δ - δ ' Λ - ± Ω Λ_1Ω Α~*δ + 
0 2 2 0 Ο 0 2 2 0 3 0 3 0 2 

+ 2 δ ' Α _ 1 Κ Ε Κ Ά _ 1 Ω Α_ ±δ + 4 6 ' A _ 1 K R ' A _ 1 K R ' A " 1 ö -
2 0 Ο 0 2 0 2 2 0 2 0 2 0 2 

- 2 δ ' Α _ 1 Ω A _ 1 K R ' Q _ 1 R Κ ' Λ _ 1 δ + 3 δ ' A _ i R G R ' A _ 1 ö -
2 0 2 0 2 2 2 0 2 2 0 2 0 2 0 2 

-2Q'h~±KR'A~i6 - ( n + 2 ) ö ' A _ 1 K C Κ ' Λ _ 1 δ + 
2 0 2 0 2 2 0 2 0 2 

+ ( t - l ) Γ δ ' Α _ 1 δ δ ' Λ _ 1 Ω Α _ 1 δ - ( 1 / 2 ) ( δ ' Α _ 1 Ω Α - 1 δ ) 2 + 
L 2 Ο 2 2 0 4 0 2 2 0 ^ 3 0 2 
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+ δ ' Λ - 1 Ω Λ_ 1δ δ'Λ_ ±ΚΕ Κ'Λ_ ±δ + ( 3 / 2 ) ( δ ' Λ *KR'A ±5)Ζ-
2 Ο 2 Ο 2 2 Ο Ο 0 2 2 0 2 0 2 

— ( 1/ 2) δ Λ Ω A υ υ η ivh w η χν ii Ο Λ Ι — 
2 0 2 0 2 2 0 2 2 2 Ο 2-* 2 Ο 

- T f * + ( t - m * , (Ζ.258) 

όπου 

< = ^ + 2 ) 6 ^ ; 1 Q ^ ; 1 6 2 + [( t r - Λ χ . ) - (trG o C a ) ^ Λ ^ 

+ C n + 2 ( t r G o C 2 ) - ( t r G 0 E 0 ) + ( t r A ^ K E 0 K ' ) ] 6 ^ ^ Q 2 A ; 1 6 2 -

- ( t r A _ 1 Q )δ 'Λ _ ± Ω Λ_ 1δ + 2 ( t r A _ ± R Κ') δ 'A_:LR Κ Ά _ 1 δ + 
Ο 3 2 Ο 3 Ο 2 0 2 2 0 2 0 2 

+ ( t r A _ 1 Q )δ 'Λ _ 1 ΚΕ Κ Ά - 1 δ - δ ' Λ ^ Ω Α_±Ω Α_±δ + 
Ο 2 2 Ο Ο 0 2 2 0 3 Ο 3 Ο 2 

+ 2δ'Α _ ±ΚΕ K'A_ 1Q Λ_1δ +4δ 'A_±KR 'A_1KR Ά _ 1 δ -
2 0 Ο 0 2 0 2 2 0 2 0 2 0 2 

- 2 δ ' Λ - 1 Ω A"4KR'Q"4R Κ Ά _ ± δ +3δ 'A _ 1 R G R'A - 1 5 -
2 Ο 2 Ο 2 2 2 0 2 2 0 2 0 2 0 2 

-2ö 'A _ ± KR'A _ 1 ö - (n+2)ö 'A _ 1 KC Κ'Λ _ 1 δ , 
2 0 2 0 2 2 0 2 0 2 

κ α ι (Ζ. 259) 
γ * = δ ' Λ _ ± δ δ'Λ _ 1Ω Α_ 1δ - ( 1 / 2 ) (δ'Λ _ ±Ω Α_±δ ) 2 + 
° 2 2 0 2 2 Ο 4 Ο 2 2 Ο 3 Ο 2 

+ δ'Λ_ ±Ω Λ_±δ δ'Α _ 1ΚΕ Κ'Λ _ 1 δ + ( 3 / 2 ) (δ 'A_1KR Ά _ 1 δ ) 2 -
2 0 2 0 2 2 0 Ο 0 2 2 0 2 0 2 

- ( 1 / 2 ) δ ' Α " * Ω Α_±δ ö ' A ^ K R ^ R Κ Ά - 1 δ . 
2 Ο 2 Ο 2 2 Ο 2 2 2 0 2 

ΩΕϋ . 

ΛΗΜΜΑ Ζ. 16: Μπορεί να δειχθεί ότι ου μήτρες Ε, Ε , C , G, G , Κ 
Λ
 Ο 2 Ο 

και Λ , που ορίστηκαν προηγουμένως, ικανοποιούν τις ακόλουθες 

σχέσε ις: 

Ε = Ε +C +ω(τ) , G = G -Κ'Λ
_1
Κ+ω(τ) . (Ζ.260) 

Ο 2 Ο Ο 

Επιπλέον, ορίζουμε τις ποσότητες·. 

i = q 'G q, i = q 'K 'A _ 4 Kq, ν = t r G Ε , ϋ = t r G C , 
1 O 2 Ο 1 Ο Ο 2 0 2 

ϋ - t r K ' A - 1 K E , ΰ = trK 'A-1KC , δ - Δ _ 1 δ , 
3 O O 4 0 2 + Ο 2 

g = δ'ΚΕ Κ ' δ , g = 5 ' K C K ' Ö , 
1 + 0 + 2 + 2 + 

g = δ 'Β + Κ'Λ _ 1 ΚΕ Κ Ά _ 1 Κ Β + ' δ , g = δ 'Β + Κ'A - 1 KC Κ'A _ i KB + ' δ , 
3 + 0 0 0 Ο Ο + 4 + Ο Ο 2 Ο Ο + 

g = δ 'ΚΕ Κ'Λ - 1 ΚΒ + 'δ , g = δ'KC Κ Ά _ 1 Κ Β + ' δ , 
5 + Ο Ο Ο + Ö + 2 Ο Ο + 

c = q -q , e = υ +υ - υ - υ , γ = g +g +g +g -2g -2g , 
1 1 2 2 1 2 3 4 ° 3 1 2 3 4 5 CS 

όπου οι μήτρες B
+
, A, Ά , Δ, Δ έχουν ηδε ι οριστεί π ιό πριν. Τότε, 

(Ζ.261) 
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ε ί ν α ι ε ύ κ ο λ ο ν α α π ο δ ε ί ξ ο υ μ ε ό τ ι 

CA = ο , + ω ί τ ) , c , = c , + u i ( T ) , γ ο = γ 3 + ω ( τ ) . ( Ζ . 2 6 2 ) 

ΑΠΟΑΕΙΞΗ : Χρησ ιμοπο ζώντας τους ορισμούς (6.40), (6.41), (6.42), 

(Z.i), (Ζ.63) και (Ζ.231) βρίσκουμε 

(Χ +V) ' ( Χ +V) Χ'Χ +Χ'V+V'Χ +V'V 
ο ο ο ο ο ο 

Ε = Χ ' Χ / Τ = Τ Τ 

= Χ'Χ / Τ + τ Γ X ' V / J T + V ' X /ff 1 + V ' V / T - E +C + ω ( τ ) , ( Ζ . 2 6 3 ) 
Ο Ο *· Ο Ο -> Ο 2 

5LÓTL 

C = E ( V ' V / T ) ** C = ν ν / Τ + ω ( χ ) . ( Ζ . 2 6 4 ) 
2 2 

Ε π ί σ η ς , α π ό τ ι ς ( 6 . 4 4 ) , ( Ζ . 1 6 5 ) , ( Ζ . 1 6 8 ) , ( Ζ . 1 6 9 ) , ( Ζ . 1 7 2 ) κ α ι 

( Ζ . 1 7 5 ) , χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ώ ν τ α ς έ ν α π ο λ ύ γ ν ω σ τ ό Θ ε ώ ρ η μ α , π α ί ρ ν ο υ μ ε 

G - ( F ' F / T ) _ 1 - G - 1 = ( A + B ' Δ _ 1 Β ) ~*= ΓΑ +Β + ' Δ _ 1 Β + + ω ( τ ) 1 _ 1 = 
Ζ Ζ + + + L . O O O O -» 

= Α _ 1 - Α _ 1 Β + ' (Δ +Β + Ά _ ± Β + ' ) _ 1 Β + Α _ 1 + ω ( τ ) = ο ο ο ο ο ο ο ο ο 

=G -G B + ' A _ 1 B + G + ω ( τ ) = σ - Κ ' Λ - 1 Κ + ω ( τ ) . ( Ζ . 2 6 5 ) 

ο ο ο ο ο ο ο ο 

Κ ά ν ο ν τ α ς χ ρ ή σ η τ ω ν ( 6 . 4 3 ) , ( Ζ . 6 3 ) , ( Ζ . 1 1 0 ) , ( Ζ . 1 6 8 ) , ( Ζ . 1 7 2 ) , 

( Ζ . 1 7 5 ) , ( Ζ . 2 6 3 ) κ α ι ( Ζ . 2 6 5 ) β ρ ί σ κ ο υ μ ε τ α α κ ό λ ο υ θ α α π ο τ ε λ έ σ μ α τ α : 
i l ) C = q ' G q = q ' ( G -Κ ' A^K + U) ( τ ) ) q = q ' G q-q 'K'A - : L Kq+U}(T) = 

1 ο ο ο ο 

=q - q + ω ( τ ) = c + ω ( τ ) , ( Ζ . 2 6 6 ) 

ό π ο υ 

q 4 = q ' G o q , i 2 = q ' Κ ' A ^ K q . ( Ζ . 2 6 7 ) 

( i i ) e - t r ( F ' F ) _ 1 X ' X = t r ( F ' F /Τ) _ 1 X ' X / T = t r G E = 
2 Ζ Ζ Ζ Ζ 

= t r ( G - Κ * Α _ 1 Κ + ω ( τ ) ) (Ε + 0 + ω ( τ ) ) = 
Ο Ο Ο 2 

= t r G E + t r G C - t r K ' A _ i K E - t r K ' A _ 1 K C + ω ( τ ) = 
O O 0 2 O O 0 2 

= υ + υ - υ - υ + ω ( τ ) = ο + ω ( τ ) , ( Ζ . 2 6 8 ) 
1 2 3 4 2 

ό π ο υ 

ϋ - t r G Ε , ϋ - t r G C , ϋ = t r K Ά _ 1 Κ Ε , ΰ - t r K 'A_ 1KC . ( Ζ . 2 6 9 ) 
1 Ο Ο 2 Ο 2 3 Ο Ο 4 0 2 

( i i i ) GEG=(G - Κ ' Λ _ 1 Κ + ω ( τ ) ) (E +C +ω(χ)) (G -Κ Ά _ 1 Κ + ω ( τ ) ) = 
Ο Ο Ο 2 Ο Ο 

=G Ε G -G Ε K'A _ 1 K+G C G -G C Κ Ά - 1 Κ - Κ Ά _ 1 Κ Ε G + 
O O O O O Ο 0 2 0 0 2 Ο Ο Ο Ο 

+Κ'Λ _ ± ΚΕ K ' A ' V - K ' A ^ K C G + Κ ' A _ 1 K C Κ Ά _ 1 Κ + ω ( τ ) . ( Ζ . 2 7 0 ) 
Ο Ο Ο 0 2 0 0 2 0 

Έ τ σ ι , α π ό τ ι ς ( 6 . 4 3 ) , ( Ζ . 1 1 0 ) , ( Ζ . 1 6 0 ) , ( Ζ . 1 6 5 ) , ( Ζ . 1 7 2 ) , 
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( Ζ . 1 7 5 ) , ( Ζ . 2 6 1 ) και, ( Ζ . 2 7 0 ) π α ί ρ ν ο υ μ ε 

γ « V F ( F ' F ) - 1 X ' X ( F ' F ) _ 1 Ε Ί = 
° 3 25 Ζ !Z Ζ Ζ !Ζ 

= ( V F z / i T ) ( F ^ F z / T ) _ 1 ( X ' X / T ) ( F ^ F z / T ) - i ( F ^ , r T ) = 

- δ ' ί Ζ ' Ρ Ζ ) _ 1 Z ' P XGEGX'P Ζ ( Z ' P Ζ ) _ 1 δ = 
2 2 Ζ 2 2 Ζ Ζ 2 2 Ζ 2 2 

I i l i 
- δ ' ( Ζ ' Ρ Ζ / Τ ) - 1 ( Ζ ' Ρ X / T ) G E G ( X ' P Ζ /Τ) ( Z ' P Ζ /Τ) _ ± δ -

.2 2 Ζ 2 2 Ζ Ζ 2 2 Ζ 2 2 
I I 1 1 

==6'Δ - 1 Β Θ Ε Θ Β ' Δ _ ± δ = δ 'A _ 1 B + GEGB + Ά _ 1 δ + ω ( τ ) = 
2 + + 2 2 0 0 0 0 2 

= 5 ' B + ( G Ε G -G Ε K'A~*K+G C G -G C Κ 'Λ_ ±Κ-Κ 'Λ_ 1ΚΕ G + 
+ 0 0 0 0 0 0 Ο 0 2 0 0 2 Ο Ο Ο Ο 

+ Κ ' Λ - ± Κ Ε Κ ' Λ_ 1Κ-Κ 'A_ : tKC G +Κ'A _ ± KC Κ ' Λ _ 1 Κ + ω ( τ ) ) Β + ' δ + ω ( χ ) = 
Ο Ο Ο 0 2 0 0 2 0 Ο + 

= δ * Β + Θ Ε G Β + ' δ ~ 6 ' B + G Ε Κ ' Λ - 1 Κ Β + ' δ + δ ' B + G C G Β + ' δ -
+ 0 0 0 0 0 + + 0 0 0 Ο Ο + + 0 0 2 0 0 + 

- ö ' B + G C K ' A _ ± K B + ' ö - δ ' Β + Κ ' Λ _ 1 Κ Ε G Β+ ' δ + 
+ Ο Ο 2 Ο 0 + + Ο Ο Ο Ο Ο + 

+ δ ' Β + Κ ' Λ " 1 Κ Ε Κ ' Λ _ 1 Κ Β + ' δ - δ ' Β + Κ ' A _ 1 K C G Β + ' δ + 
+ 0 Ο Ο Ο 0 + + 0 Ο 2 Ο Ο + 

+ö"B+K'A~'±KC Κ'Λ~*ΚΒ + 'δ + ω ( τ ) = 
+ Ο Ο 2 Ο Ο + 

= δ ' Κ Ε Κ ' δ - δ ' Κ Ε Κ ' Λ - 1 Κ Β + ' δ + δ 'KC Κ ' δ - δ 'KC Κ ' Λ _ 1 Κ Β + ' δ -
+ 0 + + 0 0 0 + + 2 + + 2 Û O + 

- δ ' Β + Κ ' Λ - 1 Κ Ε Κ ' δ + δ ' Β + Κ ' Λ _ 1 Κ Ε Κ ' Λ - 1 Κ Β + ' δ -
+ Ο Ο Ο + + 0 Ο Ο 0 0 + 

- δ ' Β + Κ * Λ _ 1 Κ 0 Κ ' δ + δ ' Β + Κ ' Λ - ± Κ 0 Κ Ά _ 1 Κ Β + ' δ + ω ( τ ) = 
+ 0 0 2 + + 0 0 2 Ο Ο + 

= δ ' Κ Ε Κ ' δ + δ ' Κ 0 Κ ' δ + δ ' Β * Κ ' A - 1 K E Κ ' Λ _ 1 Κ Β + ' δ + 
+ 0 + + 2 + + 0 Ο Ο 0 0 + 

+ δ ' Β + Κ ' Λ _ 1 Κ 0 Κ ' Λ _ ± Κ Β + ' δ - 2 6 'Β+Κ Ά _ 1 Κ Ε Κ ' δ -
+ 0 0 2 0 0 + + 0 Ο Ο + 

- 2 ö ' K C Κ'Λ h C B ^ o + u ( x ) = g +g +g +g - 2 g - 2 g + ω ( τ ) = 
+ 2 Ο Ο + 1 2 3 4, 5 «S 

= γ 3 + ω ( χ ) , r z . 2 7 1 ) 

ό π ο υ 

δ = Δ _ 1 δ , i = δ 'ΚΕ Κ ' δ , g" = δ 'KC Κ ' δ , 
+ 0 2 Α + Ο + 2 + 2 + 

g = δ ' Β + Κ ' Λ _ 1 Κ Ε Κ ' Λ _ 1 Κ Β + ' δ , g = δ ' Β + Κ ' A - 1 K C Κ Ά _ 1 Κ Β + ' δ , ( Ζ . 272) 
3 + Ο Ο Ο Ο Ο + 4, + Ο Ο 2 Ο Ο + 

g = δ ' Κ Ε Κ ' Λ _ 1 Κ Β + ' δ , g = δ 'KC Κ Ά~±ΚΒ* ' δ . 
5 + Ο Ο Ο + <3 + 2 Ο Ο + 

QED 
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ΑΠΟΔΕΙΞΗ ΤΟΥ ΛΗΜΜΑΤΟΣ 6.2: Έστω s ένας φανταστικός αριθμός, 

t = (1—2s)~ και φ, (s) η χαρακτηριστική συνάρτηση μιας μη 

ο 
κεντρικής χ μεταβλητής με 1 βαθμούς ελευθερίας και μη κεντρική 

παοάυετοο γ . Xonoiuono ιοϋντας το 7V^uua Ζ. 15 βοίσκουυε ότι η υπό 
" ο 

συνθήκη (ως προς την μη κεντρική παράμετρο γ ) χαρακτηριστική 
2 

συνάρτηση της χ κατανομής είναι 
St-jf 

( S ) = t € 
'TI 

ό π ο υ 

ο 

\ 

S f j f 

φ, (s) = t e ° Γ ΐ + τ ^ α 1 + ω ( τ 3 ) , (Ζ.273) 

α = γ * + ( ΐ - 1 ) γ * ( Ζ . 2 7 4 ) 

s t 
, 1 / 2 

= t e 

και γ , γ είναι οι μη στοχαστικές ποσότητες που ορίστηκαν στο 
ο 

Λήμμα Ζ.15 και ο συμβολισμός χ = y σημαίνει ότι E(x)=E(y). 

Παίρνοντας αναμενόμενες τιμές στην (Ζ.273) έχουμε 

E[(p
L
 (s)]=Et

/ 2
e °[l+T

2
sta]+u)(x-

3
) = 

*°[l+T
2
stE(a)]+0(T

3
)=cp

l
 (s) Γl+T

2
stE [γ* + (t-1) γ*] |+0(τ

3
) = 

-φ. (s) il+T2st[^*+(t-l)ï!l]+0(T3) . (Ζ.275) 
L
'*o --L

 1 2
 J 

Επιπλέον, εφόσον 

3-y /(1-23> 

φ, (s)=(l-2s) e ° , (Ζ.276) 
ο 

ε ρ γ α ζ ό μ ε ν ο ι όπως στην α π ό δ ε ι ξ η τ η ς ( Ζ . 1 4 2 ) , μ π ο ρ ο ύ μ ε να δ ε ί ΐ ο υ μ ε 

ό τ ι 

tvip. (s)=qx . (s) ( i - 1 , 2 ) . ( Ζ . 2 7 7 ) 

Το Λήμμα 6.1 ισχύει και στην περίπτωση που η ελεγχόμενη 

υπόθεση είναι η (6.39), με την διαφορά ότι τα γ και γ , που 

ορίζονται στην (6.26), υπολογίζονται διαφορετικά, διότι κάτω από 

την νέα εναλλακτική υπόθεση (6.40) το Τχΐ διάνυσμα 1 ορίζεται έτσι 

ώστε να ικανοποιεί την (6.48). Επιπλέον, παρατηρούμε ότι το 

ανάπτυγμα (Ζ.140) εξαρτάται από τις μήτρες συνθήκης (conditioning 

matrices) Χ και Ζ μόνον μέσω των παραμέτρων e , e , γ και γ. 
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Αντικαθιστώντας στην (Ζ.140) τις στοχαστικές παραμέτρους e , e , 

γ και γ με τα όρια πιθανότητας τους, που δίνονται στα 

Λήμματα Ζ.10 και Ζ.16, και την συνάρτηση φ, (s) με το ανάπτυγμα 
L
'Tf 

της αναμενόμενης τιμής της (ΒΛ. σχέση (Ζ.275)), βρίσκουμε το 

ανάπτυγμα της μη δεσμευμένης χαρακτηριστικής συνάρτησης του 

στατιστικού (6.15). Αυτή η χαρακτηριστική συνάρτηση είναι 

t p s ( s ) = 

+ 

φ ι ( s) | l + T 2 s t [·&*+(t-1) γ * ] | + 0 ( τ 3 ) + 

Γτ 2 3 Ε ^Λ ί _ | φ ^ (s) Γ ΐ + T S t fr*+(t-l)**]"|+0(-c9) 

φ (s)n 2s[t(^*)+t 2^+Eltl· 
Ο L i = o -Ι Ο 

•4 _ 

φ, ( s ) n 2 s E d . t V ( S ) + 0 ( T 3 ) = 
Ι,TS <- L,7J 

" ο L = 0 ο 
4 _ 

φ, (s) + T 2 S £ ά.φ, . ( S ) + 0 ( T 3 ) , 
Ι,-χ ν- L + Ζ ι , γ 

+ 0 ( τ ) 

( S ) + 0 ( T ) = 

( Ζ . 2 7 8 ) 

ό π ο υ 

α =ρ1imd =h ο ο ο d = p l i m d +γ -γ = l h +ρ , 
ι ι ° ι ° 2 

d = p l i m d +γ = l ( l + 2 ) h +γ h + Ρ , 
2 2 ° 2 2 ° Ο 1 2 

1 ± ' 

d = p l i m d = 2 ( 1 + 2 ) γ h + Ρ ; 
3 3 0 Ο 2 3 

(Ζ.279) 

— 2 — — 2— 

d = p l i m d =γ h , h = p l i m h =α e , 
* 4 ° 0 2 Ο O l l 

h = p l i m h = l / 2 + 2 n + l - c -ix:+2 (a - l ) a c , 
1 1 2 O i l 

h = p l i m h = ( l - j ) / 2 + ( a - l ) 2 c , 
2 2 Ο i 

—— Jet 3J£ — ^f~ ^ 

P
4
= -ρ1ϊπιρ

ι
+γ

ι
-γ

2
= -1γ

9
-(1+4γ

ο
+2η-η γ^τ^-γ^ 

Ρ
2
= -plimp.+ìi*= -(1/2 + 1+γ

3
-2γ

ο
)γ

ο
 + γ*, Ρ

3
= -Ρ 1 imP

3
= -γ*/2. 

Λιαιρώντας την (Ζ. 278) δια -s και αντιστρέφοντας τον 

μετασχηματισμό Fourier (ΒΛ. Λήμμα Α.2) βρίσκουμε την μη δεσμευμένη 

συνάρτηση κατανομής του στατιστικού (6.15) : 

-φ (s)/s = -φ, ( S ) / S - T
2
£ d.cp, η. (S)+0(T ) =* 

S L,-x l· l+Z\.,-x 
Ο v = 0 Ο 
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•* Pr-fs(k, j,9C) < xl- = F, (x)-T
Z
Edf, · (χ)+0(τ

3
), (Ζ.280) 

I " J
 ι

··»ο i=o
 L 1+2υ

'*ο 

όπου F, (•), f. (·) είναι ot συναρτήσεις κατανομής και 
ο ο 

2 

πυκνότητας, αντίστοιχα, μιας μη κεντρικής χ μεταρΛητης με μη 

κεντρική παράμετρο γ και 1 βαθμούς ελευθερίας. 

Η γενική απόδειξη της εγκυρότητας της μεθόδου που 

χρησιμοποιήσαμε είναι πολύ δύσκολη και ξεφεύγει από τα όρια αυτής 

της διατριβής. Ωστόσο, μπορούμε να παρατηρήσουμε ότι, αν η αρχική 

ασυμπτωτική ανάπτυξη του στατιστικού (6.15) ήταν όχι υπό συνθήκη, 

τότε οι μέθοδοι που ακολουθήσαμε μέχρι τώρα θα αρκούσαν για την 

απόδειξη της εγκυρότητας της προσέγγισης (Ζ.280). Όμως, η μέθοδος 

αυτή οδηγεί (μέσω σημαντικό: πιο πολύπλοκων υπολογισμών) ακριβώς 

στους ίδιους τύπους με αυτούς που πήραμε από την υπό συνθήκην 

ασυμπτωτική ανάπτυξη. Συνεπώς, δεν υπάρχει Λόγος να αμφιβάλλουμε 

για την εγκυρότητα της προσέγγισης (Ζ.280). 

QED 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ ΤΟΥ ΠΟΡΙΣΜΑΤΟΣ 6.1: Έστω F(·). f
L
(·) °

L
 συναρτήσεις 

2 

κατανομής και πυκνότητας, αντίστοιχα, μιας κεντρικής χ μεταβλητής 

με 1 βαθμούς ελευθερίας. Κάτω από την μηδενική υπόθεση, το mxl 

διάνυσμα δ=0 και συνεπώς το 1x1 διάνυσμα δ =0 και το Τχΐ διάνυσμα 

1 = 0. Έτσι, 

γ* = 0, γ*=0, γ
3
=0, 7

3
=0, γ=0, γ

ο
=0. (Ζ.281) 

Χρησιμοποιώντας τις πολύ γνωστές ταυτότητες 

xf,(x)=lf, (χ), x
2
f, (x)=l(l + 2)f, (χ) , (Ζ.282) 

Ι 1+2 Ι 1+Ί 

αντικαθιστώντας την (Ζ.281) στην (6.49) και παίρνοντας Taylor 
2* 2 * 2 

α ν α π τ ύ γ μ α τ α των F, (χ ) κ α ι f. (χ ) π ε ρ ί τ ο χ β ρ ί σ κ ο υ μ ε 
t OC L OC Οι 

Pr-fs(k, j ,9C) < χΖ*\ = 

=F. (χΖ*)-τ21 ÏÏ f, ( * 2 * ) + h If ( χ 2 * ) + h 1 ( 1 + 2 ) f Λ (χ** ) ] +0 ( τ 3 ) = 
Ι ot L o i ot i 1+2 ot 2 1 + 4 ot J 

=F, (* ) - τ h + h / +h(x ) IfAx ) + 0 ( τ ) = 
l o t * - O i o t 2 ot J l et 

2 

- F , (χ2*)-τ2 Σ h. (χ2*)1ΐΑχζ*)+0(τ3) = 
ι ex ν ex ι ex ì. = 0 
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2 2 2 
2 „ 2 _ — , 2 ,. t , . Ζ , 2 _ Γ" Γ 2 2 _ — . 2 . ίη - F . ( χ * ) +τ Σ h (χ) vf (A: ) - τ Ε \ [* + τ Ε \ (Χ ) Τ 

t o t L - Ol Ι Ol L *- Οι t. Ol - 1 

i = o i = o i = o 
2 _ 

• [f, ( * 2 ) + τ 2 Ε h. ( * V f : ( * 2 ) ] + 0 ( τ 3 ) = 
v = 0 

2 _ 2 _ 

=F, ( * 2 ) + τ 2 Σ h. ( x V f . ( x 2 ) - τ 2 E h. ( * V f . ( χ 2 ) + 0 ( τ 3 ) = 
Ι οι ν οι Ι οι ι. οι Ι οι 

i = 0 i = 0 

=F, ( * 2 ) + 0 ( τ 3 ) = 1 - α + 0 ( τ 3 ) . ( Ζ . 2 8 3 ) 
l oc 

QED 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ ΤΟΥ ΛΗΜΜΑΤΟΣ 6. 3: Έστω F, ( •) , f, ( ·) ou συναρτήσεις 

ο
 β

ο 
2 

κατανομής και πυκνότητας, αντίστοιχα, μιας μη κεντρικής χ 

μεταβλητής με μη κεντρική παράμετρο γ και 1 βαθμούς ελευθερίας. 

Χρησιμοποιώντας τις σχέσεις (6.49), (6.50), (6.54) και (6.55), την 

γνωστή ταυτότητα 
xf, (χ) = If, , (χ)+γ f, Λ (χ 

L
'*o

 1+2
'*ο °

 1+4
'*ο 

) (Ζ.284) 

και αναπτύσσοντας κατά Taylor τις F, (χ ) , f, (χ ) περί 
Ι,-χ οι 1+2ι.,-χ oc 

ο ο 
2 

το χ , βρίσκουμε ότι, κάτω από την ακολουθία των τοπικών 

εναλλακτικών υποθέσεων (5*0, δ *0) , για j=0, 1, 2, ισχύει η σχέση 

P r - f s ( k , j .SC) > χζ*\ = l - P r - f s ( k , j ,9C) < χ^\ = 

= 1-F, ( χ ζ * ) + τ 2 Ε d . i . . ( χ 2 * ) + 0 ( τ 3 ) = 
L,ï oc . *-" ι 1+21.,-χ oc 

Ο ν = 0 Ο 
2 _ 

= 1-[F, ( χ 2 ) + τ 2 Ε π. ( * V f , ( Χ 2 ) ] + 
>- Ι,-» ot ι. οι Ι,-» οι -1 

Ο i = 0 Ο 

* — 2 _ 
+ T 2 E d . [ f . ( χ 2 ) + τ 2 Ε n. ( * V f , ' . ( χ 2 ) ] + 0 ( τ 3 ) = 

t L 1+2ν.,·χ οι \. οι Ι + 2 L , V οι -» 
ν = 0 Ο ί = 0 Ο 

- 1 - F , ( χ 2 ) - τ 2 [ h f. ( x 2 ) + h y 2 f , ( χ 2 ) + η ~ ( χ 2 ) 2f, ( χ 2 ) ] + 
Ι,·« οι *- Ο Ι,-χ « ί οι Ι,-χ οι 2 οι 1,-χ οι -» 

Ο Ο ο ο 

Π2[ If, U2)+df, ? ( X 2 ) + d f , ^ ( ^ 2 ) + d f . r t ( χ 2 ) + 
»- Ο Ι,-ν oc ί 1+2,-χ οι 2 1+4,-χ οι 3 1+0,-χ οι 

Ο Ο Ο ο 
+ ^ f , » ( Χ 2 ) 1 + 0 ( τ 3 ) = 

4 Ι+Β,-χ οι J 
Ο 

- 1 - F , U 2 ) - i 2 f h f . ( * 2 ) + h Γ ΐ ^ , ( X 2 ) + T i f t

f , ^ ^ 2 ) ] 
l,-χ οι Ι Ο Ι,-χ οι 1 »- 1+2,-χ οι Ο 1+4,-χ οι -» 

Ο L Ο Ο Ο 

+ 
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(,xz) + (lh +p )f ( * 2 ) + 
-t 1 1 1 + 2 , -x £X 

+h [ l ( l + 2 ) f , ( * 2 ) + 2 γ ( l + 2)f, (* 2 ) + *!f, 0 ( * 2 ) ] 1 
2 Ì - 1 + 4 , · * «χ Ο l + ο , - χ ot Ο l + β , - χ ο ι J Ι 

Ο Ο Ο -» 

+ τ 2 Γ h f, 

+ [ l i l + 2)h +γ h + Ρ J f (*3£) + [2(1+2)γ ϊΐ + P l f . Λ (*") 
L 2 Ο 1 2 - 1 1 + 4 , ν ο. *~ Ο 2 3-1 1 + ο , - ν ο. 

Ο Ο 

+ ^ ' ^ f , ο (* 2)1+0(τ 3) = 
Ο 2 l + β , - χ <» Ι 

Ο -> 

= 1-F, C ^ J + ^ f p ^ ^ ( * ! . ) + Ρ „ ί , . . . . ( ^ ) + P . f , . . (ζ! .) 
ο 

' o c 2 1 + 4 , - χ οι 3 1+<5,·χ ot 
Ο Ο 

+ 0 ( τ )= 

=π ( χ 2 ) + τ 2 £ Ρ.f. . ( χ 2 ) + 0 ( τ 3 ) =π ( χ 2 ) + 0 ( τ 3 ) 
Ο <χ *-* ν 1+21.,-χ « 2 « 

i = 0 Ο 

ό π ο υ 

( Ζ . 2 8 5 ) 

π ( χ ) = π ( χ ) + τ Ε P f , ,· ( Χ ) . π ( x ) - l - F , (χ) 
2 Ο . ι 1+2\.,-χ Ο Ι,-κ 

(Ζ.286) 
ί = ο " ο " ο 

είναι ÖL δεύτερης και πρώτης ταΊης συναρτήσεις τοπικές ισχύος 

αντίστοιχα, και εφόσον cenò την (Ζ. 284) έχουμε 

x
2
f, (x)=x[xf, (x)]=x[lf, , (Χ)+Ϊ f. ̂  (x)] = 

= 1 [xf, (χ)]+·χ [xf, (x)] = 
L
 1+2, •)(

 J
 Ο 1- ί+4,-* J 

°o Ο 

= l[(l + 2)f (x)+Lf. „ (χ)]+γ
η
Γ(1

+
4)ί. Λ (χ) +γ^ί,^ (x)"| = 

L
 1+4, -ν Ο 1 + <5,·ν J " O

L
 l+ο,-κ Ο l+β,-χ -Ι 

Ο Ο ο ο 

-1 (1 + 2) f. (χ)+1γ f. „ (χ)+γ (l+4)f (χ) +γ
2
ί (χ) = 

1 + 4,-χ Ο l+ο,-χ
 υ

Ο 1+<5,-χ
 ν

Ο Ι + Β,-χ 
Ο Ο ο ο 

-1 (1 + 2) f. (x)+2-x (l + 2)f, (X)+Tf*f,
 β
 <*) • 

1+4,·» Ο l+ο,-χ "Ο 1+8,-χ 

Ό ο ο 

Από το Λήμμα 6.2 και. την (6.55) έχουμε ότι,, το δεύτερης τάίης 

μέγεθος και η δεύτερης τσΊης τοπική ισχύς των ελέγχων των 

Anderson, Rubin και Sargan είναι 

* 
Pr-]S(k,j ,9C) > λ'

2
|Η ì- + 0(τ2

) = 1-F, (χ
2
) = 1-F,(^

2
) = α, 

1
 ot « Ο J Ι,Ο e*. Υ ο. 

(Ζ.287) 

Pr-js(k,j , 9C) > Χ IHÌ- + 0 (τ
2
) = 1-F, (χ

2
) = Π

Λ
(χ

2
) > α, 

. Ι ^ J —
 Λ

 _ 
ι,-» « Ο οι 

αντίστοιχα. Συνεπώς, οι έλεγχοι των Anderson, Rubin και Sargan 
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είναι, με δεύτερης τάξης ακρίβεια, αμερόληπτοι έναντι της 

εναλλακτικής υπόθεσης των αναληθών περιορισμών ορθογωνιότητας, με 

την έννοια ότι, η δεύτερης τάξης τοπική ισχύς τους δεν είναι ποτέ 

μικρότερη από το δεύτερης τάξης μέγεθος τους. 

QED 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ ΤΟΥ ΘΕΩΡΗΜΑΤΟΣ 6. 1 : Εφόσον το στατιστικό (6.15) δέχεται 

το στοχαστικό ανάπτυγμα (βλ. την σχέση (Ζ.93)) 

S(k,j,9C)«S + T S + T Z
( S - S )+ω(τ

3
), 

O l 2 3 

όπου S =u 'Nu , το στατιστικό (6.56) δέχεται ένα στοχαστικό 
ο ο ο 

ανάπτυγμα της μορφής 

2 _ 

S ( k , j , 9 0 = S + T S + T 2 ( S - S ) + ω ( τ 3 ) - τ 2 Ε h. TS +xS +x z(.S -S ) + ω ( τ 3 ) V= 
O l 2 3 . v i - o i 2 3 J u = 0 

=S + T S + T 2 ( S -S ) - T 2 | h +h TS +xS + T 2 ( S -S ) ] + 
~ - \ ~ ~ ' l o i L o 1 2 3 J Ο 

Ϊ] +h TS +xS +τ (S -S )1 + ω ( τ ) = 
2 L ο 1 2 3 J J 

-S + T S + T 2 ( S -S ) - τ 2 Γ h +h S +h S 2 ] + I O ( T 3 ) = 
Ο 1 2 3 L o i 0 2 0-J 

=S +TS +TZTS -S - h - h S - h S 2 1 + U ( T 3 ) = 
O 1 Ì - 2 3 0 1 0 2 0-J 

=S + T S + T 2 S + ω ( τ 3 ) , (Ζ.288) 
O l 4 

όπου 
_ _ _ 2 _ . 

S =S -S - h - h S - h S2=S -S - E h . S L . (Z.289) 
4 2 3 Ο I O 2 0 2 3 *-* t Ο 

i = 0 

Έστω s ένας φανταστικός αριθμός, t = (l-2s) και φ, (s) η 
l
'*o 

2 

χαρακτηριστική συνάρτηση της μη κεντρικής χ μεταβλητής 

S = u'Nu , με 1 βαθμούς ελευθερίας και μη κεντρική παράμετρο γ . 

Επιπλέον, υπενθυμίζουμε ότι φ (s) είναι η μη δεσμευμένη 

χαρακτηριστική συνάρτηση του στατιστικού (6.15). Χρησιμοποιώντας 

το Λήμμα Ζ.6, τις (Ζ.126), (Ζ.129) και (Ζ.277) και αντικαθιστώντας 

την παράμετρο γ με το όριο πιθανότητας της,γ , βρίσκουμε τα 

ακόλουθα αποτελέσματα: 

[ SS -ι ρ SU ' N U -ι 

e °S
o
 =E e ° °u^Nu

o
 =φ

ι
 (s) E [(υ+μ) *Ν(υ+μ) ] = 

-φ, (s) (lt+γ t
2
)=lttp, (s)+* t V (s) = 
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=1φ (Β)+γοφ ( s ) , 
ο ο 

- SS -ι τ- su ' Nu -ι j-

( i i ) E e ° S 2 | = E e ° 0 ( u ^ N u o ) 2 =φ ι (s) E [(υ+μ) 'Ν(υ+μ) ] : 

=φ. (s) [γ 2ί: 4 + 2(1 + 2)γ t 3 + 1 ( 1 + 2) t 2 ] = 
ο 

= * V V (s) +2 (1+2) γ t \ (s) + 1 ( 1 + 2) t V (s) = 
O L,-x Ο L,·» 1,-g 

(Z.290) 

1 J , 0 ( S ) + 2 ( Î + 2 ) Î ω. ( 3 ) + 1 ( 1 + 2 ) φ , ( s ) . 
ΟτΙ+8,γ " O T I + 6 , Y Tl+i,,-g 

Ο Ο ο 

(Ζ.291) 

Χρησιμοποιώντας τα Λήμματα 6.1 και 6.2 και τ ι ς σχέσεις 

(Ζ.288), (Ζ.289), (Ζ.290) και (Ζ.291) Βρίσκουμε ό τ ι η μη 

δεσμευμένη χαρακτηριστική συνάρτηση του σ τ α τ ι σ τ ι κ ο ύ (6.56) ε ί ν α ι 

2 3 
s t s +t:S + τ . S +<ώ<τ >3-

Ο 

+0(τ )= 

cp.(s)=E[e J-E e 

2 
ι- siS sCïS -t-t S J-i 

-E [e °e * Μ+ 0 (τ 3 ) = 

[ SS 

e ° r i + s ( x S +xZ3 ) + s 2 ( x S +TZS ) 2 / 2 ) ] 

ρ SS 

=E e ° [ ΐ + 3 τ 3 ι + 3 τ 2 ( 3 4 + 3 3 2 / 2 ) ] +0(τ 3 ) = 

° [ΐ+βτΒ + s-c2["(S -S - Σ h. Sv )+sS 2 /2 l 1 
ι L 2 3 ^ L ο î - i 

e ° [ ΐ + 3 τ 3 ι + 3 τ 2 ( 3 2 - 3 3 + 3 3 2 / 2 ) ] 1-E|e % τ 2 £ h.sM+0 

2 ρ SS . - ι 

Σ h.E e °SM+0(T 3) = 

[ s S -ι ρ SS -n r SS -i 

e Ί + ^ Ε Γ Θ °Sol+h2E[e °S2J 

S S 

S S 

+0(τ 3 ) 

( τ 3 ) -

=cps ( S ) - S T 

=φ ( s ) - S T 

=cps (S) -SX 

+0(τ )= 

h φ, (s)+h Γΐφ, (s)+> φ, (s)" | + 
ο ο ο 

+ Η [ Λ , ο (s)+2 (1 + 2)-χ φ, ( s ) + l ( l + 2)cp. ( s ) ] | 
2 L 0Τ1+β,γ uO Ι+ΰ,-j, 1+4,-8 J Ι 

Ο Ο ο -* 
+ 

+0(τ ) . (Ζ.292) 

Διαιρώντας την (Ζ.292) δ ι α - s , αντιστρέφοντας τον μετασχηματισμό 
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F o u r i e r ( β λ . Λήμμα Α.2) κ α ι χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ώ ν τ α ς τ ι ς ( Ζ . 2 7 9 ) κ α ι 

( Ζ . 2 8 0 ) , Βρίσκουμε την μη δ ε σ μ ε υ μ έ ν η συνάρτηση κ α τ α ν ο μ ή ς τ ο υ 

σ τ α τ ι σ τ ι κ ο ύ ( 6 . 5 6 ) : 

- φ . ( s ) / s = - φ ( s ) / s + T h o V » ( S ) + h i 1 ( i , U ^ ^ ' " V o ' P u ^ ( S ) + 

+ h y V ( s ) + h 2 ( 1 + 2 ) γ Λ φ . ( s ) + h 1 ( 1 + 2) φ. (s) 
2 Ο Ι+Β,-ν 2 Ο l + ö , i 2 1+4-,-χ 

Ο Ο ο 

>* P r - f s ( k , j ,3Ό < χ\ = P r - f s ( k , j ,9«C) < x ì + 

+ τ 2 | Κ f, ( x ) + h l f , ( x ) + M f, (x) + 
O L,-„ 1 1 + 2 , ι i ° o l + 4 , T 

L Ο Ο Ο 

+ 0 ( τ ) =Φ 

+ h , " ^ f , ο ( x ) + h 2 ( 1 + 2 ) γ f ^ ( x ) + h 1(1 + 2) f 
2 Ο 1+8,-χ 2 Ο Ι + ο,-ν 2 

Ο c o 

( χ Π + 0 ( τ )= 

( χ ) - τ Ε cL-f, ,. (x) + 
1,1 . ν 1+2ι.,-χ 

+ τ | h f, 

L ° ι · 

ι = ο 

( x ) + h If , ( x ) + h * f (χ) + 

+ h , " £ f i ο ( χ ) + η , 2 ( 1 + 2)γ f ^ ( x ) + h 1(1 + 2) f 
2 Ο l + β,-ν 2 Ο Ι+ο,-ν 2 

Ο Ο 

•F, ( χ ) - τ 

1+4,ι 0 J 

[h f, (x) + ( l h + Ρ )f, , (x) + 
ί ° l " o * * l + 2 '*o 

+ [ l ( l + 2 ) h + 0 + p l f , Λ (x) + [ 2 ( l + 2 W h + P J f , ^ (x) + 
L 2 Ο 1 2~> 1+4,-χ L " Ο 2 3 J l+<5,i 

Ο 0 O 

+γ 2η" f, ( χ ) 1 + τ ζ | ϊ ΐ f 
0 O 2 Ι + β,-j, ' J [_ Ο 

+ 0 ( τ )= 

( x ) + h If, , ( x ) + h j f, (x) + 
1,-y 1 L + 2 , i 1 Ο l + 4 , i 

+ h , ^ f , ο ( x ) + h , 2 ( 1 + 2 ) γ f Λ ( x ) + h 1(1 + 2) f 
2 O L + β , ι 2 Ο Ι+ο,-ν 2 

ο "ο 

( χ > 1 + 0 ( τ )= 

- F . ( χ ) - τ 2 [ρ f , 
L,i ο [ ί 1+2,1 ο 

(x)+P.f , , ( x ) + p f , _ (χ) + 0 ( τ ) = 

- F , ( χ ) - τ E p . f ,. 
1,1 . l· l + 2 v , i 

2 L + 4 , 

( χ ) + 0 ( τ ) 

1 
3 l+ö,io J 

(Ζ.293) 
ν=± 

Η ε γ κ υ ρ ό τ η τ α τ η ς α σ υ μ π τ ω τ ι κ ή ς π ρ ο σ έ γ γ ι σ η ς (Ζ. 293) μ π ο ρ ε ί ν α 

α π ο δ ε ι χ θ ε ί αν ακολουθήσουμε α κ ρ ι β ώ ς ε κ ε ί ν η τ η ν δ ι α δ ι κ α σ ί α , από τ η ν 

ο π ο ί α π ρ ο κ ύ π τ ε ι η ε γ κ υ ρ ό τ η τ α τ η ς α σ υ μ π τ ω τ ι κ ή ς π ρ ο σ έ γ γ ι σ η ς (Ζ. 280) 

( β λ . τ η ν α π ό δ ε ι ξ η τ ο υ Λήμματος 6 . 2 ) . 
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Κάτσω από την μηδενική" υπόθεση (5=0, δ =0, γ =0, γ =0, γ = 0, 

χ =0, γ=0, γ =0,) η μη δεσμευμένη συνάρτηση κατανομής του κατά 

Cornish-Fisher διορθωμένου στατιστικού. (6.56) είναι 

V Pr-|S(k,j ,9t) S xj- = F,(X)+0(T ). (Z.294) 

2 2 

ΕπιπΛέον, έστω χ η άνω α κριτική" τιμή μιας κεντρικής χ 

μεταβλητής με 1 βαθμούς ελευθερίας. Τότε, από τις σχέσεις (6.54) 

και (6.55) έπεται ότι, κάτω arto την εναλλακτική υπόθεση (6.40), η 

τοπική ισχύς του στατιστικού (6.56) είναι 

Pr-fs(k,j ,9t) > χ\ = 1- Pr-fÌ(k,j,iK) < χζ\ = 

3 _ 

= 1-F. ίχΖ)+τΖ E P . f , ,. ( χ 2 ) + 0 ( τ 3 ) = 
,·» ot . ι ί + ^ , γ 

Ο ν = 1 Ο 
3 

2^ 2 _ — ,. , 2 . , ,_ , 3. , 2 s - . 3. 
=π ( f l + τ E p . f . (χ ) + 0 ( τ ) - π ( χ ) + 0 ( τ ) , (Ζ.295) 

Ο £Χ L 1+2\.,-χ οι 2 οι 

ί=± ο 

γ ι α j = 0 , 1, 2 . 

QED 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ ΤΟΥ ΛΗΜΜΑΤΟΣ 6 . 4 : Μποοούυε να δ ε ί ? ο υ μ ε ( β λ . Λήμμα Β.5) 

ό τ ι , σε ό ρ ο υ ς των συναρτήσεων κ α τ α ν ο μ ή ς κ α ι π υ κ ν ό τ η τ α ς τ η ς 
2 

κεντρικής χ κατανομής, οι συναρτήσεις κατανομής και πυκνότητας 

της κεντρικής F κατανομής δέχονται τα ασυμπτωτικά αναπτύγματα 
F

L
 (χ)-F, (1χ) + (τ

2
/2) ( l-2-lx) lxf, ( 1χ)+0(τ

4
) , 

Τ-τπ Ι Ι 

fi (χ)-If. (1χ)+0(τ
2
) . 

(Ζ.296) 

Ο ρ ί ζ ο υ μ ε τ ο σ τ α τ ι σ τ ι κ ό 

υ * = Τ g U = Λ %/Ύ = %- = S ( 1 - T 2 S ) _ Ì = S [ 1 + T 2 S + U ( T 4 ) ] = 
- _ - 1-S/T ( i - T

2 S ) 
u ' P u U τ b) 

ζ 

= S + T 2 S 2 + U ) ( T * ) . (Ζ.297) 

Έστω s ένας φανταστικός αριθμός, t=(l-2s) και φ (s) η μη 

δεσμευμένη χαρακτηριστική συνάρτηση του στατιστικού (6.15). Τότε, 

χρησιμοποιώντας το Λήμμα 6.2, τις (Β.155), (Ζ.281) και (Ζ.297) 

έχουμε ότι, κάτω από την μηδενική υπόθεση, η χαρακτηριστική 

συνάρτηση του στατιστικού υ είναι 
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. _ Γ s-u "Ι „ Γ s C S + f ' s 

φ * ( s ) = E e =L· e 

= E Ì V S [ 1 + S T 2 3 2 ] ] + 0 ( T 4 ) = S 

2 4 • 

=E 
2 2-1 

S S s t S | . A , 4 
+ 0 ( τ ) = 

S S +ST2EÌe s SS2" |+0(-c4} = 

=φ ( S ) + S T 2 1 (1 + 2) φ. ( S ) + 0 ( T 4 ) . 
S L+4-

( Ζ . 2 9 Θ ) 

Διαιρώντας την (Ζ. 298) δια -s και αντιστρέφοντας τον 

μετασχηματισμό Fourier (βλ. Λήμμα Ά. 2) βρίσκουμε ότι η μη 

δεσμευμένη συνάρτηση κατανομής του στατιστικού (Ζ.297) είναι 

-φ Ä (s)/s -φ (S)/S-T
2
1 (1 + 2) φ, (S)+0(T*) =» 

-»· Pr-Ιυ -fu* < x j- = Pr-f <} Pr-jS(k,j ,9C) < xf- -τ
2
1 (l + 2)f

l+4
(x)+0(T

3
) (Z.299) 

H εγκυρότητα της ασυμπτωτικής προσέγγισης (Ζ.299) προκύπτει 

αν χρησιμοποιήσουμε επιχειρήματα ανάΛογα με αυτό: του Λήμματος 6.2 

για την εγκυρότητα της ασυμπτωτικής προσέγγισης (Ζ.280). 

Έστω 

y=[(T-m)/lT]
 1
x=[(l-m/T)/l]

 ±
x=(l-T

2
m)

 1
 lx= [l+T

2
m+0 (τ

4
) ] 1χ= 

= 1χ+τ 2ιχι1χ+0(τ 4 ') ( Ζ . 3 0 0 ) 

Τ ό τ ε , α ν α π τ ύ σ σ ο ν τ α ς Kord T a y l o r τ α F (y) κ α ι f (y) περί. τ ο lx κ α ι 

χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ώ ν τ α ς τ ι ς σ χ έ σ ε ι ς ( Ζ . 2 8 2 ) κ α ι ( Ζ . 2 9 6 ) β ρ ί σ κ ο υ μ ε ό τ ι κάτω 

από τ η ν μ η δ ε ν ι κ ή υπόθεση ι σ χ ύ ο υ ν ο ι σ χ έ σ ε ι ς : 

FL (y) =FL [ l x + T 2 m l x + 0 ( τ 4 ) ] = F L ( lx) + T m l x f L ( lx) + 0 ( τ 4 ) = 

= F l (χ) + ( τ 2 / 2 ) ( l x - 1 + 2) Ixf, ( lx) + ( τ 2 / 2 ) 2 m l x f , ( lx) + 0 ( T * ) = 
Τ-m L l 

= F l (χ) + ( τ 2 / 2 ) Γ(2m-1 + 2) lxf, ( l x ) + ( l x ) 2 f , ( 1 χ ) ] + 0 ( τ 4 ) = 
T-rn «- l l J 

= F l (χ) + ( τ 2 / 2 ) f (2m-l + 2) lf, ( lx) +1 ( 1 + 2) f, ( 1 χ ) ] + 0 ( τ 4 ) ( Z . 3 0 1 ) 
T - m «- 1+2 1 + 4 J 

κ α ι 

f L (y) =f L [ l x + T 2 m l x + 0 ( τ 4 ) ]=f L (' lx) +T 2mlxf ' ( lx) +0 ( τ 4 ) = 

= ί ι ( 1 χ ) + 0 ( τ 2 ) . 

Από τ ι ς σ χ έ σ ε ι ς ( 6 . 5 9 ) κ α ι ( Ζ . 2 9 7 ) έ π ε τ α ι ό τ ι 

Β = [ ( T - m ) / I T ] υ * . 

(Ζ.302) 

(Ζ.303) 

Στο σημείο αυτό πρέπει να επισημάνουμε τα εΐής: Επειδή στην 
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(Ζ.297) το στατιστικό υ γράφτηκε ως συνάρτηση του στατιστικού 

(6.12) του Sargan, από την (Ζ.303) έπεται ότι το στατιστικό Β του 

Basmann πρέπει να θεωρηθεί (για τις ανάγκες της απόδειΊης αυτού 

του λήμματος) συνάρτηση του στατιστικού του Sargan. Συνεπώς, η 

ασυμπτωτική προσέγγιση της συνάρτησης κατανομής του στατιστικού 

του Basmann πρέπει να προκύψει από την ασυμπτωτική" προσέγγιση της 

συνάρτησης κατανομής του στατιστικού του Sargan, δηλαδή, να 

θεωρήσο\;με το j = 2 και σε ό,τι ακολουθεί να αντικαταστήσουμε το 
— —S 

h, με χο h , που δ (,νεται, στην (Ζ. 305) , κατωτέρω. 

Από το Λήμμα 6.2 και τις σχέσεις (Σ.282), (Ζ.296), (Ζ.299), 

(Ζ.300), (Ζ.301), (Ζ.302) και (Ζ.303) έπεται ότι κάτω από την 

μηδενική υπόθεση 

Pr-ÎB < χί- = Pr- ίυ* < yì- = 

= Pr-Ts(k,2,9C) < yì- - τ 2 1 ( 1 + 2) f ι + 4 ( y ) + 0 ( τ 3 ) = 

=F. ( y ) - τ 2 Γ h f ( y ) + h If (y) + h j 1 ( 1 + 2) f ( y ) ] -
l S- O l 1 L+2 2 1+4 -J 

- i : 2 l ( l + 2)f ( y ) + 0 U 3 ) = 
1 + 4 

=FL (χ) + ( τ 2 / 2 ) f (2m-l + 2) lf, ( lx) + 1 ( 1+2) f, ( l x ) l -
T-m L 1+2 L+4 J 

- τ 2 Γ h f, ( l x ) + h lf, ( l x ) + h s l ( l + 2)f, ( l x ) l -
"- O l i 1+2 2 1+4 -i 

- τ 2 1 ( 1 + 2 ) ί , ( 1 χ ) + 0 ( τ 3 ) 
L + 4 

= F ! _. ( Χ ) ~ τ 2 | η Λ ί , ( l x ) + h ^ l f , . „ ( l x ) + h ~ l ( 1 + 2) f, _ ( lx) +1 ( 1 + 2) f, _ ( lx) 
T-m O l i 1+2 2 1 + 4 1+4 

- [ ( 2 m - l + 2) 1 / 2 ] ί ι + 2 ( 1 χ ) - [ ΐ ( 1 + 2 ) / 2 ] ί ι + 4 ( 1 χ ) 1 + 0 ( τ 3 ) 

= F l ( χ ) - τ 2 | Κ f, ( l x ) + f h l - ( 2 m - l + 2) l /2] f , ( lx) + 

T-m l o i l - i J L+2 

+ [ η ^ 1 ( 1 + 2 ) + 1 ( 1 + 2 ) / 2 ] ί ι + 4 ( 1 χ ) 1 + 0 ( τ 3 ) = 

=FL ( χ ) - τ 2 Γ h f, ( l x ) + (h -m+1/2-1) lf, ( lx) + 
T-m L o i 1 1+2 

+ (ϊζ + 1/2) 1(1 + 2 ) ί ι + ^ ( 1 χ ) ] + 0 ( τ 3 ) = 
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= F l ( χ ) - τ 2 Γ ( ϊ ι / l ) If, ( l x ) + (h -m+1/2-1) lxf, ( lx) + 
T - m «- Ο L 1 I. 

+ ( h S + l / 2 ) ( l x ) 2 f , ( 1 χ ) ] + 0 ( τ 3 ) = 
2 I J 

=F L ( χ ) ~ τ 2 Γ ( ί ΐ / l ) + (h - m + l / 2 - l ) x + ( h ^ + l / 2 ) lx2]f^, ( χ ) + 0 ( χ 3 ) = 
T-m L ο i 2 J T-m 

2 

= F l . (x) - T 2 E ^ . x V f ! ( χ ) + 0 ( τ 3 ) , (Ζ.304) 
T-m ι T-m 

i = 0 

ό π ο υ 

•ζ = h / Ι , "ζ = h - m + ì / 2 - l , "ζ -= ( 1 ^ + 1 / 2 ) 1 , h = c/c , 
Ο O l l 2 2 O l l 

h = l / 2 + 2 n + l - c -ίΚ+2(α - l ) c c c , h 8 « - 1 / 2 + ( α - l ) 2 c . 
1 2 O l l 2 O l 

( Ζ . 3 0 5 ) 

Η ε γ κ υ ρ ό τ η τ α τ η ς α σ υ μ π τ ω τ ι κ ή ς π ρ ο σ έ γ γ ι σ η ς (Ζ. 304) π ρ ό κ υ π τ ε ι 

ά μ ε σ α από τ η ν ε γ κ υ ρ ό τ η τ α τ η ς α σ υ μ π τ ω τ ι κ ή ς π ρ ο σ έ γ γ ι σ η ς (Ζ. 299) . 

Κόπτω από τ η ν υ π ό θ ε σ η ( 6 . 5 8 ) , από τ ι ς σ χ έ σ ε ι ς ( 6 . 3 ) , ( 6 . 4 ) κ α ι 

( 6 . 5 ) έ π ε τ α ι ό τ ι 

Ρ Χ=Χ κ α ι ÖL μ ή τ ρ ε ς Χ, Ζ ε ΰ ν α ι μη σ τ ο χ α σ τ ι κ έ ς . (Ζ.306) 

Από τ ι ς ( 6 . 2 ) , ( 6 . 3 ) , ( 6 . 2 0 ) , ( 6 . 2 6 ) , ( 6 . 5 1 ) κ α ι ( Ζ . 3 0 6 ) 

π ρ ο κ ύ π τ ο υ ν ο ι σ χ έ σ ε ι ς : 

( Ζ . 3 0 7 ) 

q = 0 . F =Ρ Χ=Χ, e = q ' G q - 0 , e =ρ1 im e = 0 , 
z z i ι ι 

e = t r [ " ( F ' F ) _ ± X'X" j=tr Γ ( Χ ' X ) _ 1 X ' X l - t r I -n, e =p 1 im e = n . 
2 L- Ζ Ζ J L J r > 2 2! 

Τ ό τ ε , από τ ι ς ( Ζ . 3 0 5 ) κ α ι ( Ζ . 3 0 7 ) σ υ ν ε π ά γ ο ν τ α ι ο ι σ χ έ σ ε ι ς : 

h = 0, h = l / 2 + n+l-9C, h51 - - 1 / 2 . (Ζ.308) 
0 1 2 

Αντικαθιστώντας από την (Ζ.308) στην (Ζ.305) και εφόσον 1 = m-n 

παίρνουμε 

•ζ = h /Ι = 0, 
ο ο 

"ζ = h - m + l / 2 - l = l / 2 + n + l - 9 C - m + l / 2 - l = l-(m-n)-S»C ·= -9C, (Ζ.309) 

"ζ = ( 1 ^ + 1/2)1 = (-1/2 + 1/2)1 = 0 . 
2 2 

Από την (Ζ.309) έπεται ότι, κάτω από την υπόθεση (6.58) και 

θέτοντας την αυθαίρετη σταθερά SK = 0, οι παράμετροι "ζ. (ί=0, 1, 2) 

ισούνται με το μηδέν και επομένως η ασυμπτωτική προσέγγιση (Ζ. 304) 
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Είναι τοπικά ακριβής (locally exact). Δηλαδή, κάτω από την -υπόθεση 

(6.58) και, γ ια 9C = 0, η συνάρτηση κατανομής του στατιστικού του 

Basmann ισούται με την συνάρτηση κατανομής μ ιας F μεταβλητής με 1 

και. T-m βαθμούς ελευθερίας. 

QED 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ ΤΟΥ ΠΟΡΙΣΜΑΤΟΣ 6.2: Έστω F
1
 (-), f

l
 (·) ÖL. συναρτήσεις 

T-m T-m 

κατανομής και. πυκνότητας ,αντίστοιχα, μιας F μεταβλητής με 1 και 

T-m βαθμούς ελευθερίας. Κάτω από την μηδενική υπόθεση, 

χρησιμοποιώντας την (6.60) και αναπτύσσοντας κατά Taylor τα 
Ι * L * 

F (F ) και f (F ) περί το F παίρνουμε 
T-m οι T-m ct. <χ. 

Pr-jB < F \- = F ; (F )-τ~ E t. ( ^ V i l (F ) + 0 ( τ - ) 
- " u οι T-m o. 

i = o 

Β < F l -F·. (F ) - τ Ε ^ ( Γ ) f. 
«xi T-m a. L οι 

•̂  i — •"» 

2 - -

Fl < r ) + τ 2 E ^ . f L f l (f ) - τ 2 Ε '5· Ρ 7 + τ 2 E ^ F 1 " ] 1 -
T-m οι ι οι T~m οι ι »- οι ι o i J 

i = o i = o i = o 
2 

[fi. (F ) + τ 2 Ε ^ . ^ f l ' (F ) ] + 0 ( τ 3 ) = 
*- Τ—m οι ν οι T - m ex. -> 

ν οι Τ-
i = o 

2 2 • · 

-FÌ, (F ) + τ 2 Ε S . F V (F ) - τ 2 Ε "ζ-^V f i ( F ) H - 0 ( T 3 ) = 
Τ—m οι ν οι T-m οι L et T-m οι 

ί = ο 1 = θ 

=F l (F ) + 0 ( τ 3 ) = 1 ~ α + 0 ( τ 3 ) . (Ζ.310) 
Τ—m οι 

Στην απόδειξη του Λήμματος 6.4 δείξαμε ότι,, κάτω από την 

υπόθεση (6.58) και θέτοντας την αυθαίρετη σταθερά 9C = 0, οι 

παράμετροι "ζ. (ί = 0, 1, 2) ισούνται με το μηδέν και συνεπώς η τύπου 

Edgeworth διορθωμένη κριτική τιμή του στατιστικού του Basmann, F , 

ισούται με την κριτική τιμή F μιας F μεταβλητής με 1 και T-m 

βαθμούς ελευθερίας. 

QED 
ΑΠΟΔΕΙΞΗ ΤΟΥ ΘΕΩΡΗΜΑΤΟΣ 6. 2: Χρησιμοποιώντας το Taylor ανάπτυγμα 

2
 , - Ι 

της ποσότητας χ-τ Ε 

προσέγγιση (6.60) ως 

της ποσότητας χ-τ Ε ·_ "ζ-Χ*" περί το χ, μπορούμε να γράψουμε την 

Γ •>
 2 

Pr-JB < xl =Fj_m[x-T
Zì:ì.xl]+0(T9). (Ζ.311) 

Από την προσέγγιση (Ζ.311) μπορούμε να συμπεράνουμε ότι, υπάρχει 

μια κεντρική F μεταβλητή με 1 και T-m βαθμούς ελευθερίας τέτοια 

ώστε 
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2 

F=B-x
2
 Γ •ζ.Β

ι
'+ω(τ

3
)=Β+ω(τ

3
) , (Ζ.312) 

όπου 

2 

Β=Β-τ
2
 E "ζ-Β

1
. (Ζ. 313) 

i=0 

Επειδή, Λόγω της (Ζ.312), οι χαρακτηριστικές συναρτήσεις των 

τυχαίων μεταβλητών F και Β διαφέρουν κατά: έναν όρο τάΊης 0(τ ), 
3 

αποδεικνύεται ότι η Β κατανέμεται, με ένα λάθος τόϊξης 0(τ ), ως 

μια κεντρική F μεταβλητή με 3. και Τ—m βαθμούς ελευθερίας. 

Η εγκυρότητα της ασυμπτωτικής προσέγγισης της συνάρτησης 

κατανομής του στατιστικού (Ζ.313) προκύπτει από την εγκυρότητα της 

ασυμπτωτικής προσέγγισης (6.60) (βλ. την σχέση (Ζ.304)). 

Στην απόδειξη του Λήμματος 6.4 δείξαμε ότι, κάτω από την 

υπόθεση (6.58) και θέτοντας την αυθαίρετη σταθερό: 9^=0, οι 

παράμετροι "ζ. (i = 0, 1, 2) ισούνται με το μηδέν. Επομένως, κάτω από 

την υπόθεση (6.58) και για 9C = 0, η ασυμπτωτική προσέγγιση είναι 

τοπικά ακριβής (locally exact), δηλαδή, το κατά Cornish-Fisher 

διορθωμένο στατιστικό (Ζ.313) ισούται με το στατιστικό (6.59), το 

οποίο κατανέμεται ακριβώς ως μια F μεταβλητή με 1 και Τ—m βαθμούς 

ελευθερίας. 

QED 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Η 

ΤΥΧΑΙΟΙ API ΘΜΟΙ 

Η . 1 Ε Ι Σ Α Γ Ω Γ Η 

Στην διατριβή' αυτή αναπτύξαμε κατά Edgeworth και κατά 

Cornish-Fisher διορθώσεις του μεγέθους των ελέγχων t και F για την 

περίπτωση κατά την οποία το γενικευμένο γραμμικό υπόδειγμα με 

άγνωστη μήτρα συνδιακυμάνσεων των διαταρακτικών όρων εκτιμάται από 

ένα μικρό δείγμα. Επιπλέον, αναπτύξαμε ελέγχους της εξωγένειας των 

βοηθητικών μεταβλητών ενός οικονομετρικού συστήματος καθώς και 

κατά Edgeworth και κατά Cornish-Fisher διορθώσεις του μεγέθους 

αυτών των ελέγχων. Επίσης, διεξήγαμε Monte Carlo πειράματα για να 

αξιολογήσουμε την απόδοση των ελέγχων και των κατά Edgeworth και 

κατά Cornish-Fisher διορθώσεων που αναπτύξαμε. 

Είναι γνωστό ότι, για να κάνει κανείς μια Monte Carlo μελέτη, 

πρέπει, κατ' αρχήν, να δημιουργήσει "τυχαίους αριθμούς" από μιαν 

κατανομή κατάλληλη για το φαινόμενο που μελετά. Για την 

πειραματική διερεύνηση των t και F ελέγχων στις ειδικές 

περιπτώσεις του γεν ικευμένοχ,ι γραμμικού υποδείγματος (αυτοσυσχέτιση 

πρώτου βαθμού ή ετεροσκεδαστικότητα των διαταρακτικών όρων) 

χρησιμοποιήσαμε τις υπορουτίνες GGUBS και GGNPM της IMSL 

(International Mathematical and Statistical Library) για να 

δημιουργήσουμε τυχαίους αριθμούς από την ομοιόμορφη κατανομή στο 

διάστηυα (0,1), U(0,1), και την τυπική κανονική κατανομή, Ν(0,1), 

αντίστοιχα. Πρέπει να σημειωθεί ότι, για την διεξαγωγή αυτών των 

Monte Carlo πειραμάτων χρησιμοποιήθησαν μόνο Ν(0,1) τυχαίοι 

αριθμοί. Τους U(0,1) τυχαίους αριθμούς τους δημιουργήσαμε διότι 

αποτελούν την πρώτη ύλη για την κατασκευή των Ν(0,1) τυχαίων 

αριθμών. Επιπλέον, για τα τυχαία πειράματα με τα οποία 

σξιολογήθησαν οι διάφοροι έλεγχοι της εξωγένειας των βοηθητικών 

μεταβλητών ενός οικονομετρικού συστήματος, χρησιμοποιήσαμε την 

υπορουτίνα G05DAF της NAG (Numerical Algorithms Group) για να 

δημιουργήσουμε τυχαίους αριθμούς από την ομοιόμορφη κατανομή στο 

διάστημα (-10,10), U(-10,10). Ακόμα, χρησιμοποιώντας τις 

υπορουτίνες G05EAF και G05EZF της NAG δημιουργήσαμε τυχαία 

διανύσματα από την (πολυμεταβλητή) Ν(Ο,Σ) κατανομή, όπου το 

μηδενικό διάνυσμα είναι ο μέσος και η μήτρα Σ είναι η μήτρα 
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συνδ ιακυμάνσεων χων διανυσμάτων αυτών. 

Η δημιουργία τυχαίων αριθμών συνδέεται με πολλά προβλήματα, 

με τα οποία δεν θα ασχοληθούμε Λεπτομερώς. Σε ό,τι ακολουθεί θα 

περιγράψουμε περιληπτικό; μερικό: από τα προβλήματα που σχετίζονται 

με την δημιουργία και την εξακρίβωση της ποιότητας των τυχαίων 

αριθμών. Επιπλέον, θα αναφερθούμε στις μεθόδους που 

χρησιμοποιήσαμε για την δημιουργία και τον έλεγχο της ποιότητας 

των τυχαίων αριθμών για τα Monte Carlo πειράματα μας. Για λόγους 

συντομίας θα παρουσιάσουμε αναλυτικά μόνον τις μεθόδους κατασκευής 

και ελέγχου των U(0,1) και Ν(0,1) τυχαίων αριθμών, οι οποίοι 

δημιουργήθησαν με χρήση της IMSL. 

Οι ερευνητές που ασχολούνται με την δημιουργία τυχαίων 

αριθμών έχουν κατά καιρούς χρησιμοποιήσει προς τον σκοπόν αυτόν 

περιστρεφόμενους δίσκους (1938), εκλεκτικές λίστες υπηρεσιών 

(selective service lists) (1942), τα λιγότερο σημαντικά ψηφία 

λογαρίθμων (1947), ειδικούς φυσικούς μηχανισμούς (1951), 

μηχανισμούς κλήρωσης λαχείων (1952) και, πιό πρόσφατα, 

ηλεκτρονικούς υπολογιστές. Οι προηγούμενες μέθοδοι δημιουργίας 

τυχαίων αριθμών βασίζονται όλες, εκτός από την τελευταία, σε 

κάποιο είδος τυχαίας συμπεριφοράς της φύσης ή σε τυχαία πειράματα. 

Αντίθετα, η χρήση ηλεκτρονικών υπολογιστών για την κατασκευή 

ακολουθιών τυχαίων αριθμών συνεπάγεται την χρησιμοποίηση 

ο:λγ.ορίθμων με την μορφή προγραμμάτων (software) που δημιουργούν 

τυχαίους αριθμούς. Όμως, όταν χρησιμοποιούμε έναν αλγόριθμο για να 

δημιουργήσουμε μιαν ακολουθία τυχαίων αριθμών, είναι εύκολα 

κατανοητό ότι ο αλγόριθμος αυτός πρέπει να είναι επαναληπτικός. 

Αυτό με την σειρά του σημαίνει ότι, οποτεδήποτε ο πρώτος αριθμός 

της ακολουθίας είναι γνωστός, ολόκληρη η ακολουθία είναι γνωστή, 

δηλαδή, κάθε όρος της ακολουθίας μπορεί να προβλεφθεί με ακρίβεια, 

με χρήση μόνον εκείνων των πληροφοριών που προέρχονται από τους 

προηγούμενους όρους της ακολουθίας και τον αλγόριθμο. 

Από όσα είπαμε μέχρι τώρα συμπεραίνουμε ότι, η χρήση του 

ηλεκτρονικού υπολογιστή για την κατασκευή τυχαίων αριθμών συνιστά 

μιαν τελείως ντετερμινιστική διαδικασία και επομένως τίθεται το 

ερώτημα κατά πόσον είναι "τυχαίοι" οι αριθμοί αυτοί. Γίνεται, 

λοιπόν, πλήρως κατανοητό γιατί, στην περίπτωση αυτή, μιλούμε για 
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"ψευτοτυχαίους", αντί για τυχαίους, αριθμούς. 

Αλλά, nota είναι τα χαρακτηριστικά μιας "ψευτοτυχαίας 

ακολουθίας" και πώς δικαιολογε ίται η χρήση μιας ακολουθίας 

ψευτοτυχαίων αριθμών στην Θέση μιας πραγματικό. "τυχαίας 

ακολουθίας" ; 

0 Lehmer όρισε μιαν ακολουθία ψευτοτυχαίων αριθμών ως "μιαν 

ασαφϊΊ αντί Λήψη (a vague notion) που ενσωματώνει την ιδέα μιας 

ακολουθίας στην οποία κάθε όρος είναι απρόβλεπτος για τον αμύητο 

και της οποίας τα ψηφία ικανοποιούν έναν ορισμένο αριθμό 

ελέγχων... που εξαρτώνται κάπως από τις χρήσεις στις οποίες η 

ακολουθία πρόκειται να χρησιμοποιηθεί" (βλ. Meyer (1956)). 

Η αποδοχή αυτού του ορισμού μας βοηθό: να αποφύγουμε όλα τα 

φιλοσοφικά προβλήματα τα σχετικά με την "πραγματική τυχαιότητα" 

και μας αναγκάζει να χαρακτηρίζουμε ως "τυχαία" κάθε ακολουθία 

αριθμών που ικανοποιεί κάποιους συγκεκριμένους ελέγχους 

τυχαιότητας' ή, για να το πούμε με άλλες λέξεις, η τυχαιότητα μιας 

ακολουθίας αριθμών είναι, σε τελική ανάλυση, "σχετική με 

ιδιαίτερους ελέγχους που ικανοποιούνται" (βλ. T.G. Lewis (1975)). 

Η προηγούμενη συζήτηση καθιστά σαφές ότι, το να θεωρήσουμε 

μιαν ακολουθία ως τυχαία βασίζεται σε ελέγχους τυχαιότητας, είτε 

αναλυτικούς, είτε εμπειρικούς. Πριν προχωρήσουμε σε μια σύντομη 

παρουσίαση των ελέγχων τυχαιότητας και των ιδιοτήτων τους, θα 

δώσουμε τώρα τα πιο σημαντικά χαρακτηριστικά των συχνότερα 

χρησιμοποιουμένων γεννητριών τυχαίων αριθμών (Random Number 

Generators, εφεξής RNG's), δηλαδή των αλγορίθμων που δημιουργούν 

τυχαίους αριθμούς. Αυτοί οι αλγόριθμοι είναι πολύ βολικοί στη 

χρήση, δημιουργούν τυχαίους αριθμούς με σταθερό μέσο και σταθερή 

διακύμανση και μας παρέχουν την δυνατότητα να κατασκευάσουμε και 

να χρησιμοποιήσουμε μια συγκεκριμένη ψευτοτυχαία ακολουθία όσες 

φορές θέλουμε. Όμως, τα προγοάμματα δημιουργίας τυχαίων αριθμών 

(software RNG*s) έχουν το μειονέκτημα της χαμηλής αναλογίας 

ταχύτητας/κόστους σε σύγκριση με τις μηχανικές γεννήτριες τυχαίων 

αριθμών (hardware RNG's) (βλ. Murray (1970)). 

Στρεφόμαστε τώρα στους ελέγχους που χρησιμοποιούνται για να 

ελεγχθεί αν μια ορισμένη ακολουθία είναι τυχαία ή όχι. 

Το γεγονός ότι όλοι οι software RNG*s είναι ντετερμινιστικής 

450 



φύσης μας αναγκάζει να σκεφθούμε και να αναπτύξουμε ιδιαίτερα 

κριτήρια, ικανά να απορρίψουν ως ακατάλληλο τον υπό συζήτηση RNG. 

OL Hull και Dobe 11 (1962) εκφράζουν τις ακόλουθες σκέψεις σχετικά 

με τους ελέγχους τυχαιότητας: "... καμία πεπερασμένη κλάση ελέγχων 

δεν μπορεί να εγγυηθεί την γενική καταλληλότητα μ ιας πεπερασμένης 

ακολουθίας αριθμών. Με δεδομένο ένα σύνολο ελέγχων, θα υπάρχει, 

πάντα μια ακολουθία αριθμών η οποία ικανοποιεί αυτούς τους 

ελέγχους, αλλά η οποία είναι πλήρως απαράδεκτη για μια 

συγκεκριμένη εφαρμογή". Με άλλες λέίεις, θα υπάρχει πάντα ένας 

επιπλέον έλεγχος, που δεν ανήκει στο δεδομένο σύνολο ελέγχων, τον 

οποίον δεν θα τον ικανοποιεί η ακολουθία που μας ενδιαφέρει. Αυτό 

σημαίνει ότι δεν υπάρχει ένας άριστος RNG , δηλαδή ένας RNG ο 

οποίος να ικανοποιεί κάθε έλεγχο τυχαιότητας που μπορούμε να 

επινοήσουμε. Από την βιβλιογραωία πάνω στο θέμα γίνεται, επίσης, 

φανερό ότι, "ο σκοπός όταν σχεδιάζουμε έναν RNG είναι να 

προσομοιώσουμε, με όσο το δυνατόν μεγαλύτερη ακρίβεια, την 

στατιστική συμπεριφορά μιας τυχαίας μεταβλητής με ομοιόμορφη 

κατανομή" (βλ. T.G. Lewis (1975)). 

Υπάρχουν δύο είδη ελέγχων για να ελεγχθεί αν μια ακολουθία 

αριθμών είναι τυχαία ή όχι: οι αναλυτικοί και οι εμπειρικοί 

έλεγχοι. Είναι αλήθεια πως μια ακολουθία πλήρους περιόδου (full 

period sequence) σπάνια χρησιμοποιείται στην πράξη. Έτσι, τα 

αποτελέσματα των αναλυτικών ελέγχων, οι οποίοι διενεργούνται για 

ολόκληρη την περίοδο των περιοδικών ακολουθιών, είναι επιθυμητά, 

οποτεδήποτε είναι εφικτά, και αναγκαία, αλλά όχι ικανά να 

αποδείξουν την τυχαιότητα μιας ακολουθίας αριθμών. Οι εμπειρικοί 

έλεγχοι, οι οποίοι διεξάγονται για τμήματα της περιόδου της 

ακολουθίας, είναι περισσότερο πειστικοί. 

Έλεγχοι, είτε αναλυτικοί, είτε εμπειρικοί, χρησιμοποιούνται 

για να διερευνηθεί η ποιότητα της απόδοσης των RNG"s σε χώρους με 

λίγες ή πολλές διαστάσεις και κατ* αναλογίαν έχουμε ελέγχους λίγων 

ή πολλών διαστάσεων (low-dimensional ή high-dimensional tests, 

αντίστο ιχα) . 

Η κλάση των ελέγχων λίγων διαστάσεων περιλαμβάνει τα 

frequency test, serial test, gap test. Yule's test, D test και το 

conditional bit test. Η κλάση των ελέγχων πολλών διαστάσεων 
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περιλαμβάνει τα runs test, sum-of—η test, maximum/miηimum-of-η 

test, frequency analysis test και. το Kolmogorov-Smirnov test. Μια 

καλή περιγραφή αυτών των ελέγχων δίνει ο T.G. Lewis (1975). 

Στο υπόλοιπο αυτού του παραρτήματος -Sa εκθέσουμε ενδεικτικό: 

τις μεθόδους που χρησιμοποιήσαμε για να δημιουργήσουμε U(0,1) και 

Ν(0,1) ψευτοτυχαίους αριθμούς, καθώς επίσης και τους ελέγχους που 

πραγματοποιήσαμε για να ελέγίουμε την ποιότητα αυτών των 

ψευτοτυχαίων αριθμών και την καταλληλότητα τους για τα Monte Carlo 

πειράματα στα οποία τους χρησιμοποιήσαμε. Οι μέθοδοι με τις οποίες 

κατασκευάσαμε U(-10,10) ψευτοτυχαίους αριθμούς και Ν(Ο,Σ) 

ψευτοτυχαία διανύσματα και ελέγξαμε την ποιότητα τους ήσαν 

ανάλογες και δεν παρουσιάζονται για λόγους συντομίας. 

Κατ* αρχήν, πρέπει να σημειώσουμε ότι, η μελέτη μας πάνω στο 

θέμα μας έπεισε για το γεγονός πως δεν υπάρχει άριστος RNG, με την 

έννοια πως δεν υπάρχει ένας RNG που να ικανοποιεί κάθε κριτήριο 

τυχαιότητας που μπορούμε να επινοήσουμε. Έχοντας υπόψη την ανωτέρω 

διαπίστωση, αποφασίσαμε να μην επιδιώΐουμε την κατασκευή μιας νέας 

γεννήτριας τυχαίων αριθμών, αλλά να υιοθετήσουμε μιαν από τις 

υπάρχουσες. Αποφασίσαμε, λοιπόν, να χρησιμοποιήσουμε κάποιους από 

τους RNG*s που προτείνονται από την IMSL (International 

Mathematical and Statistical Library) και την NAG (Numerical 

Algorithms Group). 

H.2 Η ΔΗΜΙΟΥΡΓΙΑ ΤΩΝ UC0>1D ΤΥΧΑΙΩΝ ΑΡΙΘΜΩΝ 

Για να κατασκευάσουμε ομοιόμορφους, U(0,1), ψευτοτυχαίους 

αριθμούς χρησιμοποιήσαμε την υπορουτίνα GGUBS της IMSL. 0 

αλγόριθμος που δημιουργεί τους ψευτοτυχαίους αριθμούς είναι ο 

ακόλουθος : 

Έστω S ο σπόρος (seed) της ψευτοτυχαίας ακολουθίας. Τότε, οι 

ψευτοτυχαίοι αριθμοί R. (ί = 1,...,Ν) δημιουργούνται από τους 

κατωτέρω τύπους : 

S = seed, 
ο 

S. = 7
5
S. (mod2

31
-l) , (H.l) 

R. = 2~
31
S. . 

Αυτόν τον RNG παρουσιάζουν λεπτομερώς οι Learmonth και 
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P.A.W. Lewis (June, 1973), Learmonth και P.A.W. Lewis (November, 

1973) και P.A.W. Lewis, Goodman και Müller (1969). 

Αν θέλουμε να δημιουργήσουμε·- ομοιόμορφους ψευτοτυχαίους 

αριθμούς στο διάστημα (a,b), δηλαδή U(ö.,b) ψε^τοτυχαίους αριθμούς, 

έστω Υ., μπορούμε να το κάνουμε με την βοήθεια του μετασχηματισμού 

Υ. = R.b + (1-R. )a (i = 1 Ν), (Η. 2) 

όπου R. (ι = Ι,.,.,Ν) είναι U(0,1) ψευτοτυχαίοι αριθμοί. 

Η. 3 ΕΛΕΓΧΟΙ QMQIΟΜΟΡ§Ι ΑΣ (TESTS OF UNIFORMITY) 

Για να ελέγξουμε κατά πόσον Ν αριθμοί, τους οποίους 

κατασκευάσαμε με την υπορουτίνα GGUBS, ακολουθούν την ομοιόμορφη, 

U(0,1), κατανομή, πραγματοποιήσαμε τους ακόλουθους ελέγχους: 

(a) DETEST: Αυτός είναι ένας έλεγχος λίγων διαστάσεων, που 

συγκρίνει την θεωρητική κατανομή μιας τυχαίας γραμμής στον 

δυδιάστατο χώοο με την εμπειρική κατανομή των αριθμών που 

παίρνουμε από τον RJSÎG που ελέγχουμε. Για να πραγματοποιήσουμε 

αυτόν τον έλεγχο, υπολογίζουμε τα τετράγωνα των αποστάσεων μεταΊύ 

διαδοχικών "ζευγών U(0,1) ψευτοτυχαίων αριθμών και κστσνέμο\;με 

αυτές τις τετραγωνισμένες αποστάσεις σε k ισοπίθανσ κελλιά. Έστω 

W, η εμπειρική συχνότητα των τετραγωνισμένων αποστάσεων στο 
Ι. -4 

i-κελλί.Έστω Ε ο αναμενόμενος αριθμός τετραγωνισμένων 

αποστάσεων σε καθένα από τα k κελλιά, με δεδομένο ότι η μηδενική 

υπόθεση της ομοιομορφίας είναι αληθής, δηλαδή 

k 

Ε = Γ W. /k = N/k. (Η. 3) 
2 ι 

D i - 1 

Για να ελέγξουμε την μηδενική υπόθεση της ομοιομορφίας 

χρησιμοποιούμε το χ στατιστικό 

k 

Χ % = Ε (W.-E )
2
/Ε (Η. 4) 

Σ> ί = 1 D D 

το οποίο έχει k-1 βαθμούς ελευθερίας. 0 έλεγχος είναι έγκυρος για 

Ε > 5. 
2 

D 

To D
2
 test χρησιμοποιείται για να ελεγχθεί η καταλληλότητα 

ενός RNG για τον Monte Carlo υπολογισμό ολοκληρωμάτων 

(βλ. Gruenberger and Mark (1951)) και πραγματοποιήθηκε με χρήση 

των υπορουτινών GTDDU και GTD2T της IMSL. 
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(b) SERIAL TEST: Και αυτός είναι ένας έλεγχος Λίγων διαστάσεων, 

που χρησιμοποιείται για να ελεγχθεί εμπειρικά η σειριακή συσχέτηση 

(serial association) μεταξύ των ψηφίων των διαδοχικών αριθμών μιας 

ακολουθίας που παράγεται and τον υπό έλεγχο RNG. Αυτός ο έλεγχος 

είναι μια επέκταση του frequency test για τον δυδιάστατο χώρο και 

εφαρμόζεται σε ζεύγη ψηφίων. Για να πραγματοποιήσουμε αυτόν τον 
2 

έλεγχο, υποδιαιρούμε το μοναδιαίο τετράγωνο (unit square) σε k 

κελλιά. Έστω W. . η εμπειρική συχνότητα των "ζευγών των ψηφίων στο 

( i , j )-κελλί. Έστω Ε ο αναμενόμενος αριθμός "ζευγών ψηφίων σε 
9ΘΓ 

2 

καθένα από τα k κελλιά, αν η μηδενική υπόθεση της ομοιομορφίας 

είναι αληθής, δηλαδή 
k k 

E = Ε Σ W. ./k
2
 = N/k

2
. (H.5) 

ser vj 

ι. = 1 j = 1 

Για να ελέγίουμε την μηδενική \.)πόθεση της ομοιομορφίας 

χρησιμοποιούμε το χ στατιστικό 
k k 

Χ
2
 = Ε Σ (W..-E )

2
/Ε , (Η. 6) 

ser vj ser ser 

i = 1 j = i 

2 

το οποίο έχει k -1 βαθμούς ελευθερίας. 0 έλεγχος είναι έγκυρος για 

Ε > 5. 
ser 

To serial test πραγματοποιήθηκε με χρήση των υπορουτινών GTPR 

και GTPST της IMSL. 

(c) TRIPLETS TEST: Αυτός ο έλεγχος είναι μια επέκταση του 

frequency test για τον τρισδιάστατο χώρο και εφαρμόζεται σε 

τριάδες ψηφίων. Για να πραγματοποιήσουμε τον έλεγχο αυτό, 
3 

υποδιαιρούμε τον μοναδιαίο κύβο (unit cubik) σε k κελλιά. Έστω 

W. η εμπειρική συχνότητα των τριάδων των ψηφίων στο 

(i,j,1)-κελλί. Έστω Ε ο αναμενόμενος αριθμός τριάδων ψηφίων σε 
3 

καθένα από τα k κελλιά, υπό την προϋπόθεση ότι η μηδενική υπόθεση 

της ομοιομορφίας είναι αληθής, δηλαδή 
k k k 

E, = Σ Σ EW. .,/k
3
 = N/k

3
. (Η. 7) 

tr " LJL 

Για να ελέγξουμε την μηδενική υπόθεση της ομοιομορφίας 

χρησιμοποιούμε το χ στατιστικό 

k k k 

Χ
2
 = Σ Σ Σ (W..-E, )

2
/Έ , (Η. 8) 

tr *-• *-' '-' \.jL tr tr 
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χο οποίο έχει. k -1 βαθμούς ελευθερίας. 0 έλεγχος είναι έγκυρος αν 

Ε > 5 και το Ν διαιρείται ακριβώς δια 3. 
tr 

To triplets test πραγματοποιήθηκε με χρήση των υπορουτινών 

GTTRT και GTTT της IMSL. 

(d) RUNS TEST: 0 έλεγχος αυτός ε ι! ναι έλεγχος πολλών διαστάσεων. 

Για να εφαρμόσουμε το runs test σε μιαν ακολουθία Ν αριθμών, 

υπολογίζουμε τα μήκη των προς τα άνω και προς τα κάτω διαδρομών 

(runs-up και runs-down, αντίστοιχα) και επίσης μετρούμε το πλήθος 

των διαδρομών (runs) που παρουσιάζονται στην ακολουθία των 

αριθμών, για τους οποίους ελέγχουμε αν κατανέμονται ομοιόμορφα. Το 

μήκος μιας διαδρομής είναι το πλήθος των εξακολουθητικών συν (+) ή 

πλην (-) που παίρνουμε αν αντικαταστήσουμε την ακολουθία 

R , R , . . . , R με τα πρόσημα των διαφορών (R —R. ) για 

1 == 1 Ν-1. 

To runs test πραγματοποιήθηκε με χρήση των υπορουτινών GTRTN 

και GTRN της IMSL. Έστω Ε. το αναμενόμενο πλήθος διαδρομών μήκους 

ί (1=1,2,...,7) και έστω Ε το αναμενόμενο πλήθος διαδρομών με 

μήκος μεγαλύτερο από 7, αν η μηδενική υπόθεση της ομοιομορφίας 

είναι αληθής. Τότε, για να πραγματοποιήσουν τον έλεγχον αυτόν, οι 

υπορουτίνες της IMSL κάνουν τους ακόλουθους υπολογισμούς: 

Ε. = 2(N-i-2) (ϊ
2
 + 3ϊ + 1)/(ί+3) ί (i = 1,2 7), 

ι. 

7 

Ε = (2Ν-7) /3 - Ε Ε., (Η. 9) 
Β ι 

i = ί 
Β 

Χ. = Ε. Σ RUNS./( (2Ν-7)/3) (α = 1,2, ... ,8) . 

Η μηδενική υπόθεση της ομοιομορφίας ελέγχεται με το χ στατιστικό 

8 

χ 2 = Σ (RUNS.-X.)2/X. , (Η. 10) 
r u n s ν ι ν 

i = 1 

το οποίο έχε.. 6 ή 7 βαθμούς ελευθερίας (βλ. IMSL Library Manual 

(June, 1982)). 

Η κατανομή του στατιστικού (Η.10) μόνον ασυμπτωτικά είναι η 
2 

χ κατανομή. Στην πράΊη, ακόμα και για μεγάλο Ν η κατανομή του 

στατιστικού (Η. 10) μπορεί να είναι πολύ ασύμμετρη ε "ξ * αιτίας των 

άνισων συχνοτήτων στα κελλιά. Μια λεπτομερής συζήτηση του θέματος 

αυτού γίνεται από τους Learmonth και P.A.W. Lewis (1973), οι 
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οποίοι δίνουν τα αποτελέσματα μιας προσομοίωσης της κατανομής του 

στατιστικού (Η.10). Αν Ν = 65536 τα 0.95 και. 0.99 εκατοστιαία 

σημεία υπολογίσθησαν ως 15.82 και 22.05, αντίστοιχα. Τα αντίστοιχα 

εκατοστιαία σημεία για την χ κατανομή με 7 βαθμούς ελευθερίας 

είναι 14.1 και 18.5. Επομένως, οι ανωτέρω εκτιμήσεις δείχνουν ότι 

η κατανομή του στατιστικού (Η.10), ακόμα και όταν το Ν είναι πολύ 
2 

μεγάλο, μοιάζει περισσότερο με μια χ κατανομή με 9, παρά με 7, 

βαθμούς ελευθερίας. 

Η. 4 Η ΔΗΜΙΟΥΡΓΙΑ ΤΩΝ NC 0,1Ρ ΤΥΧΑΙΩΝ ΑΡΙΘΜΩΝ 

Για να κατασκευάσουμε Ν(0,1) ψευτοτυχαίους αριθμούς 

χρησιμοποιήσαμε την μέθοδο των πολικών συντεταγμένων. 0 αλγόριθμος 

αυτός προτάθηκε από τους Box, Muller και Marsaglia (βλ. 

Knuth (1969)). Σύμφωνα με τον αλγόριθμο αυτό δημιουργούμε "ζεύγη 

ψευτοτυχαίων αριθμών, U και U , από την ομοιόμορφη κατανομή στο 

διάστημα (-1,1) (βλ. σχέση (Η.2)). Τέτοια ζεύγη αριθμών, U και 

U , δημιουργούνται και απορρίπτονται εξακολουθητικά μέχρις ότου το 

άθροισμα των τετραγώνων τους, έστω S, γίνει μικρότερο της μονάδας. 

Τότε παίρνουμε δύο ανεξάρτητους Ν(0,1) ψευτοτυχαίους αριθμούς, R 

και R , ως γινόμενο του καθενός ομοιόμορφου (uniform) αριθμού επί 

την τετραγωνική ρί"ζα της ποσότητας (-21nS)/S, δηλαδή 

R - U J (-21nS)/S , 
1 1 

R = U \ (-21nS)/S , (H.11) 
2 2 

s = u
2
 + u

2 

1 2 

(βλ. IMSL Library Manual (June, 1982)). 

Για να δημιουργήσουμε Ν(0,1) ψευτοτυχαίους αριθμούς 

χρησιμοποιήσαμε την υπορουτίνα GGNPM της IMSL. 

Χρησιμοποιώντας Ν Ν(0,1) ψευτοτυχαίους αριθμούς R. μπορούμε 
2 

να κατασκευάσουμε Ν Ν(μ,σ ) ψευτοτυχαίους αριθμούς Υ., σύμφωνα με 

τον μετασχηματισμό 

Υ. = R.o + μ (i = l Ν) . (Η.12) 

Η.5 ΕΛΕΓΧΟΣ ΚΑΝΟΝΙΚΟΤΗΤΑΣ (TEST OF NORMALITY) 

Αφού δημιουργήσαμε Ν ψευτοτυχαίους Ν(0,1) αριθμούς, έπρεπε να 

ελέγξουμε κατά πόσον αυτοί προσομοίωναν με ικανοποιητική ακρίβεια 
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την συμπεριφορά της Ν(0,1) κατανομής. Προς τον σκοπόν αυτόν 

πραγματοποιήσαμε έναν χ έλεγχο καλής προσαρμογής, κάνοντας χρήση 

της υπορουτίνας GTN0R της IMSL. Για να κάνουμε αυτόν τον έλεγχο, 

κατανέμουμε τους Ν αριθμούς που θέλουμε να ελέγίουμε σε k 

ισοπίθανα κελλιά και, μετρούμε την εμπειρική συχνότητα, W. , στο 

i-κελλί, όπου ί = l,2,...,k. Έστω Ε το αναμενόμενο πλήθος 
nor 

αριθμών σε καθένα από τα k κελλιά, υπό την μηδενική υπόθεση της 

κανονικότητας, δηλαδή 
k 

Ε = £ W./k = N/k. (Η. 13) 
nor v. 

i = 1 

Για να ελέγίουμε την μηδενική υπόθεση της κανονικότητας 

χρησιμοποιούμε το χ στατιστικό 

k 

χ
2
 = Ε (W.-E )

2
/Ε , (Η. 14) 

nor \. nor nor 

i = 1 

το οποίο έχει k-1 βαθμούς ελευθερίας. 0 έλεγχος είναι έγκυρος για 

Ε > 5. 
nor 

Η. 6 ΟΠΤΙΚΟΙ ΕΛΕΓΧΟΙ 

Εκτός από τους μαθηματικούς ελέγχους που περιγράψαμε 

προηγουμένως, χρησιμοποιήσαμε και οπτικούς ελέγχους, για να 

αποκτήσουμε πληροφορίες σχετικό: με την ποιότητα των ψευτοτυχαίων 

αριθμών που κατασκευάσαμε κάνοντας χρήση των υπορουτινών GGUBS και 

GGNPM της IMSL. Προς τον σκοπόν ο:υτόν κατασκευάσαμε δυο είδη 

διαγραμμάτων. Στο πρώτο παρουσιάσαμε την εμπειρική κατανομή των 

αριθμών που δημιουργήσαμε με την GGUBS σε σύγκριση με την U(0,1) 

συνάρτηση πυκνότητας, ενώ στο δεύτερο παρουσιάσαμε την εμπειρική 

κατανομή των αριθμών που κατασκευάσαμε με την GGNPM σε σύγκριση με 

την Ν(0,1) συνάρτηση πυκνότητας. Στην συνέχεια, χρησιμοποιήσαμε τα 

διαγράμματα αυτά για να ελέγίουμε οπτικά κατά πόσον οι 

ψευτοτυχαίοι αριθμοί μας προσομοιώνουν με ικανοποιητική ακρίβεια 

την στατιστική συμπεριφορά των θεωρητικών κατανομών, των οποίων 

επιχειρήσαμε την προσέγγιση. Οι οπτικοί έλεγχοι, παρά το γεγονός 

ότι δεν είναι μαθηματικοί, μπορούν, ωστόσο, να είναι εΐ ' ίσου 

χρήσιμοι και αποκαλυπτικοί. Έχουν, μάλιστα, το πλεονέκτημα ότι 

δίνουν μιαν εποπτική εικόνα της ποιότητας των ψευτοτυχαίων αριθμών 

που παράγονται από τον υπό έλεγχο RNG. 
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H. 7 ΣΥΓΚΡΙΣΕΙΣ ΕΝΑΛΛΑΚΤΙΚΩΝ ΣΠΟΡΩΝ ÇSEEDS2. 

Η επαναληπτική φύση όλων των αλγορίθμων που κατασκευάζουν 

ψί.;υτοτυχαί.ους αριθμούς καθιστά σαφές ότι-, ολόκληρη η ακολουθία των 

ψευτοτυχαίων αριθμών, που παράγεται από τον υπό συζήτηση 

αλγόριθμο, εξαρτάται από τον σπόρο της (seed). Γίνεται, λοιπόν, 

κατανοητό ότι η ποιότητα αυτής της ψευτοτυχαίας ακολουθίας 

είαρταται από την συγκεκριμένη τιμή που δίνουμε στο σπόρο. Δεν 

είναι δύσκολο να καταλάβουμε πως υπάρχουν τιμές του σπόρου που 

είναι περισσότερο κατάλληλες από άλλες, δηλαδή, ότι υπάρχουν τιμές 

του σπόρου, οι οποίες συμβάλλουν στην δημιουργία καλύτερων 

ψευτοτυχαίων ακολουθιών, με την έννοια ότι οι ακολουθίες αυτές 

προσαρμόζονται καλύτερα στην θεωρητική κατανομή που μας 

ενδιαφέρει. 

Για τον σκοπό της εργασίας μας έπρεπε να δημιουργήσουμε 

U(0,1) και Ν(0,1) ψευτοτυχαίους αριθμούς υψηλής ποιότητας. Η 

ανάγκη αυτή μας ώθησε να ψάΊουμε για μερικές καλές τιμές του 

σπόρου. Για να διαπιστώσουμε την καταλληλότητα των τιμών του 
2 

σπόρου, χρησιμοποιήσαμε τους ελέγχους ομοιμορφίας D test (D2), 

Serial test (SERIAL), Triplets test (TRIPLETS), Runs test (RUNS) 

και τον έλεγχο κανονικότητας (NORMALITY), που παρουσιάσαμε 

αναλυτικά στα Τμήματα Η.3 και Η.5, ανωτέρω. Στον Πίνακα Η.1 

παρουσιάζουμε μερικούς σπόρους, που έδωσαν καλές ακολουθίες 
2 

ψευτοτυχαίων αριθμών, παραθέτοντας τ ι ς τ ι μ έ ς των χ στατιστ ικών 

γ ι α όλους τους ανωτέρω ε λ έ γ χ ο υ ς . Επίσης, στον Πίνακα Η.2 
2 

παραθέτουμε τους βαθμούς ε λ ε υ θ ε ρ ί α ς αυτών των χ ελέγχων και τ ι ς 

κ ρ ι τ ι κ έ ς τ ι μ έ ς τ ο υ ς , που α ν τ ι σ τ ο ι χ ο ύ ν σε ε π ί π ε δ ο σ τ α τ ι σ τ ι κ ή ς 

σημαντικότητας 5%. Χρησιμοποιώντας τ α αποτελέσματα αυτών των 

ελέγχων καθώς και οπτικούς ε λ έ γ χ ο υ ς , επ ιλέγαμε ως καλύτερες τ ι μ έ ς 

τον! σπόρου τους αριθμούς 314159, 271828 και 24121962. Γ ι α αυτούς 

τους τ ρ ε ί ς σπόρους παρουσιάζουμε και τα Διαγράμματα Η . 1 , Η.2, Η.3 

και Η.4, Η.5, Η.6, που εικονογραφούν την σύγκριση μετα"ξύ των 

ψευτοτυχαίων ακολουθιών που κατασκευάσαμε και των θεωρητικών 

συναρτήσεων πυκνότητας των U(0,1) και Ν(0,1) κατανομών, 

α ν τ ί σ τ ο ι χ α . Ό λ ο ι ο ι έλεγχοι πραγματοποιήθηκαν γ ι α δ ε ί γ μ α τ α 10000 

ψευτοτυχαίων αριθμών. Πρέπει , ακόμα, να σημειώσουμε ό τ ι 

χρησιμοποιήσαμε την υπορουτίνα GTCN της IMSL γ ι α να υπολογίσουμε 
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το dp LOTO πλήθος δ ιαστημάτων, στα οποία διαιρέσαμε κάθε δείγμα των 

10000 ψευτοτυχαίων αριθμών, προκειμένου να πραγματοποιήσουμε τους 

χ
2
 ελέγχους. Αυτός ο υπολογισμός είαρτάται από το επίπεδο 

στατιστικής σημαντικότητας του εΛέγχου της μηδενικής 

υπόθεσης. Όλους τους ελέγχους τους κάναμε σε επίπεδο στατιστικής 

σημαντικότητας 5%. Από το υπολογιζόμενο πλήθος των διαστημάτων 

(class intervals) βρήκαμε τους βαθμούς ελευθερίας για τους 

αντίστοιχους χ ελέγχους. 

ΠΙΝΑΚΑΣ Η.1 

S E E D S 

3 1 4 1 4 6 

2 7 1 8 2 8 

2 4 1 2 1 9 6 2 

2 0 0 0 

10 

3 2 5 0 1 7 

6 8 

3 2 5 

7 

2 

2 3 4 5 6 7 

3 7 9 9 

Τ ι μ έ ς τ ω ν c h i — s q u a r e σ τ α τ ι σ τ ι κ ώ ν ε λ έ γ χ ο υ 

T E S T S 

D2 

1 5 8 . 5 

1 5 0 . 2 

1 5 8 . 2 

1 4 5 . 2 

1 3 7 . 8 

1 2 2 . 9 

1 4 4 . 6 

1 3 4 . 4 

1 4 3 . 7 

1 4 6 . 0 

1 3 5 . 3 

1 5 8 . 3 

SERIAL 

7 0 6 . 7 

8 5 1 . 1 

7 8 4 . 4 

5 7 3 . 5 

6 8 7 . 3 

7 7 9 . 9 

5 7 1 . 4 

7 1 1 . 9 

7 1 7 . 0 

7 7 9 . 8 

6 4 1 . 4 

7 0 6 . 2 

TRIPLETS 

1 0 3 . 8 

1 3 5 . 5 

9 7 . 3 

9 2 . 5 

1 0 4 . 6 

1 2 7 . 3 

1 3 5 . 0 

1 2 1 . 8 

1 2 0 . 3 

1 1 8 . 7 

9 2 . 3 

1 3 4 . 6 

RUNS 

5 . 7 

2 . 4 

8 . 8 

6 . 8 

4 . 1 

2 . 1 

1 4 . 5 

1 1 . 3 

1.9 

7 . 2 

1 3 . 4 

2 . 3 

NORMALITY 

1 3 0 . 0 

1 5 5 . 1 

1 2 0 . 7 

1 4 4 . 0 

1 4 1 . 4 

1 4 7 . 5 

1 1 0 . 8 

1 3 4 . 5 

1 5 9 . 8 

1 4 0 . 5 

1 6 5 . 5 

1 5 2 . 0 

ΠΙΝΑΚΑΣ Η.2 

Κ Ρ Ι Τ . ΤΙΜΕΣ 

ΒΑΘΜ. ΕΛΕΥΘ. 

ΕΠ. ΣΗΜΑΝΤ. 

Τ Ε S Τ S 

D2 

1 7 7 . 3 9 0 

1 4 8 

0 . 0 5 

SERIAL 

1 7 0 . 8 0 9 

1 4 2 

0 . 0 5 

TRIPLETS 

1 5 0 . 9 8 9 

1 2 4 

0 . 0 5 

RUNS 

1 4 . 0 6 7 
(*) 

7 ^ ; 

0 . 0 5 

NORMALITY 

1 7 7 . 3 9 0 

1 4 8 

0 . 0 5 

(*) Βλέπε το σχόλιο για τους βαθμούς ελευθερίας της κατανομής του 

στατιστικού (Η.10). 
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ABSTRACT 

This thesis is concerned with some applications of Refined 

Asymptotic Theory in econometric testing. The fact that there is 

not any general exact theory of statistical inference forces the 

acceptance of the asymptotic methods as legitimate solutions of 

the inferential problems in statistics and econometrics. The use, 

however, of asymptotic methods in econometrics raises some serious 

problems due, not only to the uncontrolabi1ity of the quantity and 

quality of economic data, but also to the ad hoc nature of 

econometric modelling. This is the reason why we seek more 

information about the small sample properties of econometric 

estimators and test statistics, employing for this purpose refined 

asymptotic techniques. Alternative methods of refined asymptotics 

are discussed in Chapter 1, and the methodological classification 

of the refined asymptotic techniques of this thesis in the context 

of the Nagar school is made. The validity of our methods is 

examined in view of the analytic tools in Magdalinos (1991) . Our 

techniques are proved to be both constructive and rigorous 

satisfying the ideal of the Econometric Society, i.e. "... to pro­

mote studies that aim at the unification of the theoretical-

quantitative and the empirical-quantitative approach to economic 

problems and that are penetrated by constructive and rigorous 

thinking similar to that which has come to dominate in the natural 
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sciences". 

The purpose of this work is to improve some of the most 

commonly used econometric tests. It is known that in finite 

samples there may be a considerable discrepancy between the true 

and the nominal size of a test, which may lead to erroneous 

inferences and to incorrect structural specification. Moreover, 

the well-known conflict among the classical testind procedures is, 

to a great extend, due to the fact that the Wald, likelyhood 

ratio, and Lagrange multiplier tests have different sizes. Ά size 

correction should eliminate most of the probability of conflict, 

as the differences between the true and the nominal size are large 

compared with the differences in power (see e.g. Rothenberg 

(1982), p. 529). 

There are two methods of size correction: the Edgeworth 

(-type) correction of the critical values (see e.g. Rothenberg 

(1984b), (1988)) and the Cornish-Fisher correction of the test 

statistic (see e.g. Cornish and Fisher (1937), Fisher and Cornish 

(I960)). Although asymptotically equivalent to the order of the 

required accuracy, these two methods have different properties in 

the tails of the approximated distributions. The Cornish-Fisher 

correction method has two important advantages: First, the 

Cornish-Fisher corrected statistic is a proper random variable, 

whereas the Edgeworth (-type) expansion is not a proper distri­

bution and it often assigns negative tail "probabilities". Second, 

in applied research it is more convenient to use the Cornish-

Fisher correction because the same Cornish-Fisher corrected 

statistic can be employed for testing at any level of signi­

ficance, whereas different Edgeworth (-type) corrected critical 

values have to be calculated for different significance levels. 

Furthermore, instead of using the."asymptotic" form of the 

test it seems preferable to make "degrees of freedom adjustments" 

and to derive expansions in terms of the exact rather than the 

asymptotic distribution of the test statistic. Although the 

differnce between the two tests tends to zero as the sample size 

increases, it does so not as fast as one might expect, especially 

when the number of the structural parameters is large. Since the 

482 



accuracy of any asymptotic approximation depends on the nature of 

the first term in the expansion, the degrees of freedom adjust­

ments may well be used whenever refined asymptotic approximations 

are employed. The use of the exact distributions rather than the 

limiting ones suggests the idea of "local exactness". We say that 

an asymptotic approximation is "locally exact" if it reduces to 

the exact distribution for a sufficient simplification of the 

model. In this thesis alternative size correction methods are 

developed by the use of asymptotic approximations in terms of both 

the exact and the limiting distributions of the test statistics. 

Most of the usual econometric specifications (e.g. the first-

order autocorrelated linear model, the linear model with hetero-

scedastic errors or stachastic coefficients, and the S.U.R. model) 

are special cases of the generalized linear regression model. 

Given the wide use of the generalized linear model in econo­

metrics, a great part of this work is devoted to the improvement 

of the true size of the usual structural tests (i.e. the t and F 

tests) for the case of the normal linear regression model with 

nonscalar error covariance matrix. 

In Chapter 2 alternative size corrections of the t and F 

tests are developed for the generalized linear regression model. 

Specifications of these corrections are given for the case of the 

linear model with AR(1) errors in Chapter 3, for the hetero-

scedastic linear model in Chapter 4, and for the S.U.R. model in 

Chapter 5. Great care has been taken so that these specifications 

of the size correction formulae of Chapter 2 be as simple and 

easily applicable as possible. As all the alternative size 
— 3/2 

correction methods have an error of the same order (0(T )), 

their relative performances are compared by the use of Monte Carlo 

simulations. 

The experimental results confirm our theoretical conside­

rations in favour of the locally exact asymptotic approximations. 

Furthermore, the experiments show that all the size correction 

metods correct the size to the right direction and that the 

locally exact Edgeworth (-type) size corrections of the t and F 

tests perform better than the corresponding Edgeworth (-type) cor-
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rections from the limiting distributions (normal and chi-squared, 

respectively) almost everywhere in the parameter space. The local­

ly exact Cornish-Fisher correction of the test statistic performs 

even better in almost all cases. There are cases, however, in 

which the locally exact corrections perform worse than either the 

uncorrected, or the Edgeworth (-type) corrected tests from the 

limiting distributions, for absolute values of the autocorrelation 

coefficient near unity. Also, there are some cases in which the 

uncorrected exact t or F tests are better than the Edgeworth 

(-type) corrected tests from the limiting distributions (normal or 

chi-squared, respectively) in the heteroscedastic model. Both the 

above possibilities should be taken seriously into account in 

applied research, 'it should be noted that all these results seem 

to be valid for every possible sample size. Nevertheless, the 

experiments confirm our theoretical expectation that the 

importance of all the size corrections decreases as the sample 

size tends to infinity, because the size of the uncorrected 

asymptotic tests becomes better as the sample increases. 

One can use essentially the same methodology in the explo­

ration of various misspecification tests. In Chapter 6 of this 

thesis we examine alternative methods for the correction of the 

size of the Anderson—Rubin-Sargan tests (see Anderson and Rubin 

(1949), Seirgan (1958)) for possible misspecif ication of a stru­

ctural equation in a simultaneous equations system. Moreover, the 

properties of the third-order (local) power of the Anderson-Rubin-

Sargan tests are examined for the case in which the instrumental 

variables are not independent from the stochastic term of the 

structural equation under consideration. Also, we prove that this 

interpretation of the Anderson-Rubin-Sargan tests, as tests of 

overidentifying orthogonality conditions, is more valid than their 

usual interpretation as structural misspecification tests. 

Furthermore, we cam make degrees of freedom adjustments and use 

the Basmann test rather than the ususal Anderson-Rubin-Sargan 

tests (see Basmann (I960)). Great care has been taken in order to 

derive simple operational correction formulae. Again, the various 

size correction methods have an error of the same order 
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(0(T~3/2)), so that we have to resort to Monte Carlo experi­

mentation in order to compare the relative performances of the 

alternative size corrections. 

From the experiments it seems that, for structural equations 

with small degree of overidentification, the true size of the 

uncorrected linearized 1 ikelyhood ratio (overidentifiabi1ity) and 

Sargan tests underestimates the nominal size and that the use of 

the uncorrected (exact) Basmann test makes the situation worse. 

All the size correction methods correct the size to the right 

direction, but they overcorrect at least for small significance 

levels. The probabi1ity of overcorrection for the Edgeworth-type 

corrections is no less than 5 per cent, whereas for the 

Cornish-Fisher correction it·is at most 2 per cent. The problem of 

overcorrection must be due to the existence of negative 

"probabilities" in the tails of the Edgeworth-type approximations 

or negative Cornish-Fisher corrected statistics. The experiments 

show that the Cornish-Fisher correction performs much better than 

the Edgeworth-type corrections. It should be noted, however, that 

for significance levels less than or equal to 5 per cent the 

uncorrected overidentifiabi1ity, Sargan and Basmann tests are the 

best, whereas for larger levels of significance the locally exact 

Cornish-Fisher corrected Basmann test becomes eventually the best. 

The above results do not depend upon the size of the sample used. 

For structural equations with large degree of overidentification, 

the experimental results seem to depend on the sample size. The 

true size of the uncorrected overidentifiabi1ity test over­

estimates the nominal size. The same is true for the uncorrected 

Sargan and Basmann tests for large sample sizes. On the contrary, 

in small and intermediate samples the true size of the uncorrected 

Basmann test underestimates the nominal size whereas the true and 

nominal sizes of the uncorrected Sagan test are almost equal. 

Again, all the size corrections correct the size to the right 

direction and, at least for small significance levels, they all 

overcorrect the size. However, the probability of overcorection is 

much smaller in this case not exceeding 3.5 per cent for the 

Edgeworth-type corrections and 0.5 per cent for the Cornish-Fisher 
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correction, which remains the best correction method. We must note 

that for small and intermediate samples it seems preferable to use 

the uncorrected Sargan test or the locally exact Cornish-Fisher 

corrected Basmann test. On the other hand, for large sample sizes 

the uncorrected Basmann test becomes the best. The fact that, in 

many cases the Edgeworth-type or Cornish-Fisher corrected tests 

and the exact uncorrected tests perform worse than the uncorrected 

asymptotic tests, was quite unexpected and deserves furhter study. 

The occurrence of a negative Cornish-Fisher corrected sta­

tistic is an indication that the sample used is very small 

relative to the observed correlations, so that the asymptotic 

methods cannot be employed. A negative corrected statistic is 

mainly due to a very large value of the uncorrected statistic, and 

so it is equivalent to an almost certain rejection of the null 

hypothesis. So, in such cases we do not need to correct the 

statistic in order to test the hypothesis in question. On the 

other hand, whenever the uncorrected statistic admits values near 

the critical value the Cornish-Fisher corrected statistic is 

unlikely to be negative. Overcorrection may occure in the case of 

Edgeworth-type corrections too, and it takes the form of negative 

"critical values". As the critical values of the chi-squared 

distribution are larger than the critical values of the F 

distribution, the use of the latter distribution is expected to 

reduce the probability of such an overcorrection. 
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